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確率分布の位相的台 (サポート) の決定は基本的な問題である. \mathbb{R}^{d} 上の拡散過程の分布の
サポートは,Wong‐Zakai の近似定理 (これはサポート定理の簡単な方の包含関係を示す) と

確率微分方程式の解のブラウン運動の汎関数としてのある種の �連続性� を示すこと(この結
果は逆の包含関係を意味する,こちらが難しいとされている) によりStroock‐Varadhan [15]
により決定された.彼らは,この結果を拡散過程の生成作用素のsubharmonic function に

対する最大値原理が成立する集合を決定する問題に応用した.その後,抽象的な設定でのサ
ポート定理 [5], それを確率微分方程式などの解の場合に使いやすい形に論法を修正した [12]
などの研究がある.ただしrough pathの概念が現れてからは確率微分方程式の解はrough
path の連続な汎関数と捉えられるようになったため,driving \mathrm{r}\dot{\mathrm{o}}ugh path のサポートを決定

すればよいことになり,特別な工夫はある意味不要になった.Hairerのregularity structure

やGubinelli‐Imkeller‐Perkowski のparacontrolled distribution を用いて解析される singular
SPDEに対するサポート定理の研究も始まっている.ただし,反射壁の確率微分方程式や経
路依存の確率微分方程式の解の場合はまだ,rough path の範疇での解析があまり進んでおら
ず,事情は異なる.

古典的なブラウン運動で駆動される伊藤の反射壁確率微分方程式の場合を考えよう. \mathbb{R}^{d}
内の滑らかな領域 D における (oblique reflection も含む) 反射壁確率微分方程式の解のサ
ポートを決定する問題は,Wong‐Zakai の近似定理とともに [9] で研究された.しかし,normal
reflection の反射壁確率微分方程式の強い一意解の存在はゆるい条件 (A) , (B) の下で税所 [14]
により示されている.条件 (A), (B) は以下のような条件である.

Definition 1. z\in \mathbb{R}^{d} を中心とする半径 r のボールを B(z, r) と書く. x\in\partial D における内

向き単位法線ベクトル全体の集合鵡を

\displaystyle \mathcal{N}_{x}=\bigcup_{r>0}\mathcal{N}_{x,r} , (1)

\mathcal{N}_{x,r}=\{n\in\dot{\mathbb{R}}^{d}||n|=1, B(x-rn, r)\cap D=\emptyset\} . (2)

と定める.

(A) 定数 r0>0 が存在して,

\mathcal{N}_{x}=\mathcal{N}_{x,r0}\neq\emptyset for any  x\in\partial D.

(B) 次の条件を満たす定数  $\delta$>0, 0<$\delta$'\leq 1 が存在する.

任意の x\in\partial D に対して,単位ベクトル l_{x} が存在して,

(l_{x}, n)\geq$\delta$' for any n\displaystyle \in\bigcup_{y\in B(x, $\delta$)\cap\partial D}\mathcal{N}_{y}.
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この,(A), (B) という境界に対する仮定の下,  $\sigma$\in C_{b}^{2}(\mathbb{R}^{d}, \mathcal{L}.(\mathbb{R}^{n}, \mathbb{R}^{d})) のとき,反射壁確
率微分方程式

Y_{t}(B)= $\xi$+\displaystyle \int_{0}^{t} $\sigma$(Y_{s}(B))\circ dB_{s}+$\Phi$_{t}(B) ,  $\xi$\in D (3)

は強い一意解を持つ.ここで,易は n 次元ブラウン運動である.
魁は $\Phi$_{t}=\displaystyle \int_{0}^{t}1_{\partial D}(Y_{s})\mathrm{n}(Y_{s})d\Vert $\Phi$\Vert_{1-var,[0,s]} を満たす反射項, \mathrm{n}(x) は x\in\partial D での内向き単

位法線ベクトル, \Vert $\Phi$\Vert_{1-var,[s,t]} は  $\Phi$ の時間区問 [s, t] における有界変動ノルムを表す.なお,
(A), (B) の条件の下,(3) において,  $\sigma$ をidentity,  B_{t} を一般な連続な path w に変更した

(deterministic な) Skorohod 方程式 y_{t}=w_{t}+$\phi$_{t} , に一意的な解が存在すること,写像 w\mapsto y

は一様収束の位相に関して,連続であること,  $\phi$ ( L(w) と書こう) の有界変動ノルムが w の

連続率を用いて評価されることも [14\mathrm{J} で示されている.なお, L を用いると,反射壁の条件は

L( $\xi$+\displaystyle \int_{0}^{t} $\sigma$(Y_{s}(B))\mathrm{o}dB_{s})_{t}\backslash =$\Phi$_{t}(B)
と書けることになる.Wong‐Zakai 型の定理は境界に対する条件 (A), (B) および,(C) の下

で[4, 16] により示された.条件 (C) は[14] で導入された条件で,Lions‐Sznitman [11] で用

いられていた条件を弱めた条件である.これらに引き続いて,[3] において,条件 (A), (B) ま
たは D が凸という条件の下で,Wong‐Zakai 型の定理が示された.また,[3] の結果と [2] の.

Lemma 5. 1の証明を合わせると以下の結果がわかる.

Lemma 2. ブラウン運動瓦 (0\leq t\leq T) を分点 \{2^{-N}kT|0\leq k\leq 2^{N}\} で折れ線近似し
たパス B_{t}^{N} に対する,(3) の.解を Y_{t}^{N}, $\Phi$_{t}^{N} と書く.さらに, Z_{t}^{N}=Y_{t}^{N}-$\Phi$_{t}^{N} とおく.このと

き,適当な部分列  N_{k}\uparrow\infty を取り,

$\Omega$_{1}=\displaystyle \{B\in W^{n}|0\leq t\leq T\max\{|Y_{t}^{N_{k}}-Y_{t}|+|Z_{t}^{N_{k}}-\mathrm{Z}_{\mathrm{t}}|+|$\Phi$_{t}^{N_{k}}-$\Phi$_{t}|\}\rightarrow 0 as N_{k}\rightarrow\infty\}.
と定めると  $\mu$($\Omega$_{1})=1 とできる.

なお,さらに条件 (C) を仮定すると上記の結果は部分列を取る必要が無く成立すること
もわかる (これは [2] で示されている). Ren‐Wu [13| はこのWong‐Zakai 型の結果と [12] に

よる論法を組み合わせて、(A), (B), (C) (あといくつか条件が仮定されているが彼らの議論
でもこれらの余分な条件が無くても証明できると思われる) の条件の下,サポー 定理を証
明した.

我々は,[2] において,反射壁の rough differential equation(=Reflected RDE,RRDE) を

定式化し,(A), (B) にさらに付加的な条件 (H1) の下,解の存在を証明した.証明は,Davie
による反射壁の無い RDE の場合のEuler‐Maruyama 近似の議論を修正して行う.この条件
(H1) は implicit Skorohod 方程式を解くためにも用いられるが,これに関しては,条件 (A),
(B) のみで十分であることがわかつた ([1] を参照). しかし,その他でも条件 (H1) を用いる

箇所があり,この部分がまだ条件 (H1) 無しで示せるかわからないため,以前の論法を用い,
(A), (B) のみで示せるか不明と思われる.

一方 最近の論文 [1] では,Gubinelli のcontrolled path の空間を用いて,RRDE を定式化
して,条件 (A), (B) の下で解の存在評価を示すことに成功した.この講演では,この論文の
結果を用いた反射壁確率微分方程式の解のサポート定理の証明を紹介する.なお,[1] では,
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RRDEを含む経路依存の RDE を定式化して,解の存在,評価を示していることを注意して
おく.

[1] の証明には,Gubinelli のcontrolled path の空間が必要だが,結果を述べるだけなら,
[2] で説明している Davie 流の定式化で述べることが可能であるため,そのような形で述べ
ることにする.

1/3< $\beta$\leq 1/2 とする. \mathrm{X}_{s,t}=(X_{s,t}, \mathrm{X}_{s,t})(0\leq s\leq t\leq T) を \mathbb{R}^{n}‐値  $\beta$-\mathrm{H}\dot{\mathrm{e}}ilder rough
path とし,

\displaystyle \Vert X\Vert_{ $\beta$}=\sup_{0\leq s<t\leq T}\frac{|X_{s,t}|}{(t-s)^{ $\beta$}}, \displaystyle \Vert \mathrm{X}\Vert_{2 $\beta$}=\sup_{0\leq s<t\leq T}\frac{|\mathrm{X}_{s,t}|}{(t-s)^{2 $\beta$}}, \Vert|\mathrm{X}\Vert|_{ $\beta$}=\Vert X\Vert_{ $\beta$}+\sqrt{\Vert \mathrm{X}\Vert_{2 $\beta$}}
とおく. \mathscr{C}^{ $\beta$}(\mathbb{R}^{n}) で  $\beta$‐Hölder rough path 全体を表す. \mathscr{C}^{ $\beta$}(\mathbb{R}^{n}\underline{)\text{は}} ,  $\rho$ ( \mathrm{X}_{1} , X2) =\Vert X_{1}-

X_{2}\Vert_{ $\beta$}+\Vert \mathrm{X}_{1}-\mathrm{X}_{2}\Vert_{2 $\beta$} を用いて,完備距離空間になる.ざらに, \displaystyle \Vert|\mathrm{X}\Vert|_{ $\beta$}=\sum_{i=1}^{3}\Vert|\mathrm{X}\Vert|_{ $\beta$}^{i} と定め

る.また,反射の効果を表す有界変動項に対しては,次のようなノルムも用いる.

\displaystyle \Vert $\Phi$\Vert_{1-var, $\beta$}=\sup_{0\leq s<t\leq T}\frac{\Vert $\Phi$\Vert_{1-var,[s,t]}}{(t-s)^{ $\beta$}}.
[1] の主結果は,次の通りである.一般的な状況で一意性はまだ示されていないが \mathbb{R} 上の

RRDE でdriving path がmultidimensional rough path の場合 (d=1 , n\geq 2 の場合) の一

意性は [7] で研究されている.

Theorem 3. D は条件 (A), (B) を満たすとする.  $\sigma$\in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}^{ $\gamma$-1}(\mathbb{R}^{d}, \mathcal{L}(\mathbb{R}^{n},\mathbb{R}^{d})) ,  $\xi$\in\overline{D} とする.
ただし,  $\beta \gamma$>1 となるように  $\gamma$ を取る.このとき,  $\beta$‐Hölde

\grave{}

r連続なパス (Y_{t})\in \mathcal{C}^{ $\beta$}([0, T],\mathbb{R}^{d})
と有界変動連続なパス ($\Phi$_{t}) が存在し,

Y_{t}= $\xi$+\displaystyle \int_{0}^{t} $\sigma$(Y_{s})d\mathrm{X}_{s}+$\Phi$_{t} , (4)

$\Phi$_{t}=L( $\xi$+\displaystyle \int_{0}.  $\sigma$(Y_{s})d\mathrm{X}_{s})_{t} (5)

を満たす.さらに,この解は以下の条件を満たす: 定数 C_{1} , C2が存在して,

\Vert Z||_{\grave{ $\beta$}}+\Vert R^{Z}\Vert_{2 $\beta$}+\Vert $\Phi$\Vert_{1-var, $\beta$}\leq C_{1}(1+|\overline{\Vert \mathrm{X}\Vert|_{$\beta$^{1/ $\beta$}}})^{C_{2}}(1+T)|\overline{\Vert \mathrm{X}\Vert|_{ $\beta$}}.
ただし, Z_{t}=Y_{t}-$\Phi$_{t}, R_{s,t}^{Z}=Z_{t}-Z。 - $\sigma$(Y_{S})X_{s,t} であり定数 C_{i} は  $\sigma$,  $\beta$,  $\gamma$,  $\delta$, $\delta$'

, ro にのみ依
存する.

なお,積分 (4) は  Y_{0}= $\xi$ かつ定数  C>0 が存在して,任意の 0\leq s\leq t\leq' T に対して,

|Y_{t}-Y_{s}- $\sigma$(Y_{s})X_{s,t}-(D $\sigma$)(Y_{s})( $\sigma$(Y_{s})\displaystyle \mathrm{X}_{s,t})-(D $\sigma$)(Y_{s})(\int_{s}^{t}$\Phi$_{s,r}\otimes dX_{r})-$\Phi$_{s,t}|
\leq C|t-s|^{ $\beta \gamma$}

であることを意味する.この結果をBrownian rough pathに対して適用し,反射壁確率微分
方程式の解の位相的サポートを決定しよう.そのため,ブラウン運動 B_{t} の2進折れ線近似
のパス B_{t}^{N} に対して畷 =\displaystyle \int_{s}^{t}B_{s,u}^{N}\otimes dB_{u}^{N} , とおき,

$\Omega$_{2}= { B\in W_{0}^{n}| 滑らかなラフパス (B_{s,t}^{N},\mathbb{B}_{s,t}^{N}) は \mathscr{C}^{ $\beta$}(\mathbb{R}^{n}) で収束する.}
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と定める. $\mu$^{W}($\Omega$_{2})=1 であることが知られている. B\in$\Omega$_{2} に対して定まる (geometric)
rough path \mathrm{B}_{s,t}=\mathrm{h}\mathrm{m}_{N\rightarrow\infty}(B_{s,t}^{N},\mathbb{B}_{s,t}^{N}) をBrownian rough path という.

D は(A), (B) を満たすとし,  $\sigma$\in C_{b}^{2}(\mathbb{R}^{d}, \mathcal{L}(\mathbb{R}^{n},\mathbb{R}^{d})) を仮定する.  $\Omega$=$\Omega$_{1}\cap$\Omega$_{2} とおき,
 B\in $\Omega$ に対して,  Y_{t}(B)=\displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}Y_{t}(B^{N_{k}}) と定める.

また, B をLipschitz path h で置き換えて得られる反射壁 ODE の一意解を巧(ん) と書

くことにする.また, h_{s,t}=h_{t}-h_{s}, \displaystyle \overline{h}_{ $\epsilon$,t}^{2}=\int_{s}^{t}h_{s,u}\otimes dh_{u} で定まるsmooth rough path を \mathrm{h}

と書くことにする. Y_{t}(B) に対して,generic な B に対して連続性定理はまだ不明だが, h に

おける連続性は解の一意性とTheorem 3から従うことがわかる.

Lemma 4. 上記のように定めた強い解 Y_{t}(B)(B\in $\Omega$) はLipschitz path の各元 h で連続
である.正確に述べるため,  $\beta$'< $\beta$ を取る.任意の  $\epsilon$>0 に対して,  $\delta$>0 が存在して,
\Vert|\mathrm{h}-\mathrm{B}\Vert|_{ $\beta$}\leq $\delta$ ならば \Vert Y(B)-Y(h)\Vert_{$\beta$'}\leq $\epsilon$.

次が反射壁確率微分方程式の解に対するサポート定理である.

Theorem 5. D は(A), (B) を満たし,  $\sigma$\in C_{b}^{2} とする. P^{Y} を  $\beta$-H\dot{o}lder 連続な空間 C^{ $\beta$} 上

の(3) の解 Y の確率分布とする.このとき,

Supp (P^{Y})=\overline{\{Y(h)|h\mathrm{I}\mathrm{J}}Lipschitz path.\}^{\Vert}\Vert_{ $\beta$}
Proof. Brownian rough path \mathrm{B}_{s,t} は \mathscr{C}^{ $\beta$}(\mathbb{R}^{n}) 上の確率測度を誘導する.[10] により,smooth
rough path \mathrm{h} 全体はこの確率測度の位相的サポートに含まれることが知られている.この結
果と Lemma 4から包含関係左辺 \supset 右辺が直ちに得られる.逆の包含関係は Wong‐Zakai
型定理 (Lemma 2)からわかる.口

以下の例では,上の定理を用いるまでもなくサポートがわかるが,一般的に  D ではヘル

マンダー条件が成立しなくても境界の反射の効果が一種の �ヘルマンダー条件の成立� をも

たらし,密度関数が正になるような状況があると思われる.

Example 6. D=\{(x,y)|y\geq 0\}\subset \mathbb{R}^{2} における反射壁確率微分方程式

\left(\begin{array}{l}
X_{t}\\
Y_{t}
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}
0\\
1
\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}
\mathrm{l}\\
\mathrm{l}
\end{array}\right)B_{t}+\left(\begin{array}{l}
0\\
$\Phi$_{t}
\end{array}\right)
の解 (X_{t}, Y_{t}) の分布を考えてみよう.もちろん, B_{t} は1次元ブラウン運動である.この方程
式は陽に解けて

X_{t}=B_{t}, Y_{t}=1+B_{t}+0\displaystyle \leq s\leq t\max(-(1+B_{s})\vee 0) .

これから以下が直ちにわかる.

(1) 時刻 t を固定した2次元確率変数 (X_{t}, Y_{t}) の分布のサポートは, \{(x,y)|y\geq x+1, y\geq 0\}.

(2) さらに (X_{t}, Y_{t}) はこの集合上で正の密度関数をもつ.このことは, (B_{t} , mino\leq s\leq ts

の分布の密度関数がわかるから,具体的に確かめられることである.
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