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§1はじめに

von Neumann の協カゲームの理論 (1928, [16]) にしろ,Nash の非協カゲームの理論

(1950, [11];1951, [12]) にしろ明示的に公理的確率論の文献はあげてはいないが彼らのゲー
ム理論の根幹である混合戦略の概念や期待利得の概念を定式化するためには確率分布の
概念が必要不可欠である.従来の標準的ゲーム理論においては学術論文から入門書に至
るまで確率現象を表現するために確率分布の概念しか用いていない.しかしながら,確
率現象をよ.り深く認識理解するためにはそれでは不十分である.何故ならば,複数の
確率分布どうしの関連,つまり全体としての確率構造が厳密には定式化されていないか
らである.スローガン的に述べると,

スローガン :非協カゲーム理論は確率変数1を用いて表現,定式化すべきである.

§2確率変数を用いたゲームの定式化

上記のスローガンに従って,ゲーム理論の教科書 (例えば岡田2011, [13]) には大抵取

り上げられている以下の3つのケースについて説明する.

(i) 標準形ゲーム (同時手番ゲームのこと) の場合.

各プレイヤーの戦略を独立確率変数で表現することは容易であるが (河野2003, [6]
でそのように定式化した) , 自明すぎて御利益がない.従ってゲーム理論家は受け入れ
ようとしない (分布で表現する方が手っ取り早いしそれで十分だと思っているようだ).

(ii) Aumann(1974, [1]; 1987, [2]) のcorrelated equilibrium (相関均衡) について.

河野 (2011 [9]) で正面切って確率変数の御利益を.強調して,Aumannの結果を確率変数
を用いて定式化したのであるが,得られた結果が微妙にAumannのそれとは異なるため

にこれもゲーム理論家には受け入れられていないようだ.ちなみに,Aumannの確率概念
はSavage(1954, [14]) の�The Foundation of Statistics� に依拠しているのでKolmogorov
流の公理的確率論とは単純に比較検討できない.

(iii) 繰返しゲームの場合 (河野2003, [6]).
1回限りの同時手番ゲームで混合戦略 (確率的に選択肢を選ぶ) とは何を意味するの

か,についてはゲーム理論家の中でもいろいろ議論されている.その点,繰返しゲーム
はより数学的に厳密に確率過程として定式化する必要に迫られる.

1ここでいう確率変数は適当な抽象確率空間 ( $\Omega$,\mathcal{F}, P) 上で定義されている,と考える.このような公
理的確率論をゲーム理論家はなかなか受け入れてくれないようだ.
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(i) 最初に,Nash の非協カゲーム理論における最も基本的なプレイヤーが2人の有限
標準形ゲーム (双行列ゲーム) を用いて説明する.

2人のプレイヤー A と B がそれぞれ選択肢の集合 (有限集合,以下純戦略空間と呼
ぶ) S_{A}, S_{B} を持っているとする. S_{A}, S_{B} の各要素はそれぞれプレイヤー㍉A, B の純戦略と

呼ばれるが,数学的定式化においては特に明示しない限り混合戦略の特別な場合と考え
る.プレイヤー A の混合戦略とは S_{A} 上の確率分布 \{p^{A}\}\equiv\{p_{i}^{A}\}_{i\in S_{A}}, \mathrm{i}.\mathrm{e}. p_{i}^{A}\geq 0;i\in S_{A}
かつ $\Sigma$_{i\in S_{A}}p_{i}^{A}=1 に他ならない2. p_{i}^{A}=1 のとき,かつその時に限りプレイヤー A の

(純) 戦略は i である,という.混合戦略 \{p_{i}^{A}\}_{i\in S_{A}} を \vec{p}^{A}=(p_{1}^{A},p_{2}^{A}, \cdots) と書いて確率ベ

クトルと呼ぶこともあるがよい表現ではない.ベクトルは線形代数の概念であって確率

分布とは直接関係ないからである.同様�; \{p^{B}\}\equiv\{p_{i}^{B}\}_{i\in S_{B}} をプレイヤー B のひとつの

混合戦略とする.次に,各プレイヤーの期待利得を定義する3. そのためには,最初に
効用関数 (Pay‐off function) を定義する必要がある.

定義1. S_{A}\times S_{B} 上で定義された実数値関数を (このゲームの) 効用関数という.

定義2. プレイヤー A の効用関数を f_{A} , プレイヤー B のそれをんとする.プレイ
ヤー A の戦略を \{p^{A}\} , プレイヤー B の戦略を \{p^{B}\} としたときの プレイヤー A の期待
利得 u_{A}(\{p^{A}\}, \{p^{B}\}) とプレイヤー B の期待利得 u_{B}(\{p^{A}\}, \{p^{B}\}) は次式で与えられる.

(1) u_{A}(\displaystyle \{p^{A}\}, \{p^{B}\})\equiv\sum_{i\in S_{A}}\sum_{j\in \mathcal{S}_{B}}f_{A}(i,j)p_{i}^{A}p_{j}^{B} , (2) u_{B}(\displaystyle \{p^{A}\}, \{p^{B}\})\equiv\sum_{i\in S_{A}}\sum_{j\in S_{B}}f_{B}(i,j)p_{i}^{A}p_{j}^{B}.
これらの定義式を眺めていると \{f_{A}\} を行列だと思い \{p^{A}\}, \{p^{B}\} をそれぞれ数ベクト

ルだとみなすと (1) 式は線形代数でよく知られているように内積 (f_{A}\vec{p}^{A}\vec{p}^{B}) と表現でき

る.実際そのような記法を採用している教科書も見受けられるが正しい理解だとは思わ
れない.その理由は,内積と確率概念を含む期待利得とは無関係だからである.さらに

重要なことは,定義2の表記にしろ,内積表記にしろ2人のプレイヤーの確率事象とし
ての混合戦略どうしの関係性が明示的には表されていないことである.その関係性とは
2人のプレイヤーの混合戦略は確率論の概念である独立性である.これらの確率構造を
明示的に表現するために以下に確率変数を導入して定義2を書き換え,独立性の条件を
緩めることによって Aumann(1974, [1]; 1987, [2]) が定義した correlated equilibrium の

概念4が公理的確率論の枠内で明確に定義されてAumannの結果と同様の定理が得られ
る.詳しくは河野 (2011, [9]) の§4を参照されたい.

まず,定義2を確率変数を用いて再定義する.その前に確認しておくことは,プレイ
ヤーの1つの混合戦略とは純戦略の集合に値を取る確率変数のことである.ここでいう

21回限りしかプレイしない標準形ゲームにおいて,いくつかの純戦略を正の確率で選択する混合戦略
とは具体的に何を意味するのか,この問いに答えようとすると 「確率とは何か」 というより難 \acute{}しい問題に
行き着くのでここでは議論しない.

3本稿で採用する定義は von Neumann‐Morgenstern (1953=2009, [17]) のそれである.公理的に定義さ
れている.

4日本語の解説としては岡田 (2011, [13])191 頁の5.5節㌃相関均衡点」 を参照された  $\iota$\backslash .
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確率変数が定義されるために抽象確率空間 ( $\Omega$, \mathcal{F}, P) を予めーつ選んで固定しておく5.
つまり,プレイヤー A の(B の)1つの混合戦略には1つの S_{A} ‐値(SB一値) 確率変数が対

応し,その確率分布 (以下単に分布という) が等しい二つの確率変数は同一の戦略であ
るとみなす,ということである.以上のような抽象確率空間をひとつ固定した上で S_{A}-

値(SB一値) 確率変数の全体を \mathcal{R}(S_{A})(\mathcal{R}(S_{B})) で表す.このとき,プレイヤー A が戦略

X\in \mathcal{R}(S_{A}) , プレイヤー B が戦略 Y\in \mathcal{R}(S_{B}) を選んだときのプレイヤー A,B の期待利
得 u_{A}(X, Y),u_{B}(X, Y) はそれぞれ次式で与えられる.

定義2と同値な定義

(1) u_{A}(X, Y)=E[f_{A}(X, Y (2) u_{B}(X, Y)=E[f_{B}(X, Y (\star) ただし, X, Y は独立

ここで注意することは一見余計な条件 (\star) が付いているようにみえるがこれは定義2
で暗黙の内に仮定されていた確率構造を明示しただけなのである.従って,この段階ま
でのゲーム理論を学習するのであればことさら抽象確率空間を理解する必要はなく (御
利益がない!), 大学初年級の数理統計学で用いる分布の概念で十分理解できるし,現
に殆どのゲーム理論家はこのレベルであると思われる.

(ii)Aumann が導入した二つの相関均衡の概念はどうであろうか.Aumann(1974, [1];
1987,[2]) が同値だと主張する二つの correlated equilibrium の概念 (endogenous correlated

equilibrium とexogenous equilibrium) の違いは独立な二つの確率変数にどのような従属
性を表現した確率構造を定義するかについて公理的確率論を用いて数学的に厳密に定義
できる.河野 (2011, [9]) の定式化では両者は異なる概念であるが,Aumannの定式化で
は両者は同値らしい (岡田 [13], 195頁定理5.3) いずれにしろ各自で検討して頂きた
い.ただ,注意すべきことはAumannにしろ岡田にしろ依拠している確率論は公理的な

それではなく,Savage(1954, [14]) のそれである.しかし,Aumann のゲーム理論への影

響力は強いらしく,ハーグリーブズ ヒープとヤニスファロファキスの本 (1995=1998,
[4], 35頁) には,

確率評価を純粋に主観的なものと見なすことによって実際にゲーム理論

はますますサベッジ(1954) に依存するようになってきている.しかし,この
ようなゲーム理論の (「なんでもありうる」 といった) 空虚な命題への変質は,
道具主義的合理性の仮定に共有知識としての合理性の仮定を付け加えること
によって防ぐことができると期待されている.共有知識としての合理性の仮
定は,他の人の行動についての人々の主観的確信に対していくつかの制約を
加えている.

とあるから,公理的確率論の立場に立っている通常の確率論研究者がゲーム理論の文献
を読むときはくれぐれも注意してほしい.実際 van Damme(1991, [15]) のStability and

5ここでいう抽象確率空間はなんでもよいわけではなく,中身が十分 「リッチ」 でなくてはならな  $\iota$\backslash .

しかし,すべてのプレイヤーの混合戦略全体の確率構造が表現できれば十分なので一意に定まるわけでは
ない.このあたりがどうもゲーム理論家には受け入れがたいようだ.くどいようだがここでいう確率空間
は公理的確率論のそれであって,Savage流([14]) の�the states of the World�� ではない.
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Perfection of Nash Equilibria. Second Revised ad Enlarged Edition. の巻末にある17頁

に及ぶ文献表には確率論関係の論文ないし教科書としてはSavage(1954, [14]) しか挙げ
てない.

(iii) 繰返しゲームの場合,確率変数列で表現してみると単に従来の標準的教科書に
書いてある種々の概念や定理が数学的に厳密に表現できかつ厳密に証明できるだけでは
なく,数学的に未解決な問題が多々あることが見えてくる.以下,最もよく研究されて
いる 「繰返し囚人のジレンマゲーム」 を用いてその一端を説明する.

暴囚人のジレンマ: 次のような 2\times 2 の2人標準形ゲームを考える6.

プレイヤー B

プレイヤー A

つまり, S_{A}=S_{B}=\{C, D\}\equiv S である.また各プレイヤーの効用関数は

f_{A}(C, C)=a, f_{A}(C, D)=d, f_{A}(D, C)=a, f_{A}(D, D)=c, f_{B}(i,j)=f_{A}(j, i);i, j\in S

である.

囚人のジレンマゲームの仮定7 :

(仮定1) a>b>c>d , (仮定2) 2b>a+d.

注意1. 仮定1から直ちにわかるように,このゲームではどちらのプレイヤーから見
ても純戦略 D が支配戦略である,つまり相手の如何なる戦略に対しても戦略 C よりも

|

戦略 D の方が高い利得が得られるから,自明に唯一のナッシュ均衡戦略は両プレイヤー
ともに純戦略 D を選択することである.数学的立場からはこれほどつまらないゲームは

ない.理論的にはチキンゲームの場合 (a>b>d>c を仮定する) 方がよほど面白い.

チキンゲームの場合は2つの純戦略の組からなるナッシュ均衡戦略 (D, C) と (C, D) の

他に1つの混合戦略の組からなるナッシュ均衡が存在する.囚人のジレンマゲームが注
目され始めた理由は実際にこのゲームを人々にやらせてみる実験データで,合理的な選
択であると思われる支配戦略の D を選ぶ人がむしろ少なt‐, という実証データの存在で
ある.また,社会学において,公共財の費用負担におけるフリーライダー (ただ乗り)

のように個人利益を優先させると費用を負担しなくて他人の負担で出来た公共財を利用

6純戦略の記号は慣用として C と D が用いられている.それぞれCooperateとDefectの頭文字であ
る.利得についても a, b,c,d の代わりにそれぞれ意味のある単語の頭文字丁, R, P, S が用いられているが
T, P, S はここでは他の意味で用いているので変更した.

71回限りのゲーム (以下ワンショットゲームという) の囚人のジレンマゲームの場合は仮定 (1) しか仮
定しないことが多い.しかし,繰返し囚人のジレンマゲームの場合は必ず仮定2も仮定する. C と D を

互いに交互に繰返し,その利得を2人で山分けすると (C, C) で得られる利得より大きくなる場合を避け
るためである.
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する方が得である.そのような状況を囚人のジレンマゲームで定式化した上で,社会的
秩序 ((C, C) と表現される) は何故持続可能かを問ういわゆるホップス問題の定式化に囚
人のジレンマゲームが利用されているからである (\mathrm{c}.\mathrm{f}. .『秩序問題と社会的ジレンマ』盛

山和夫,海野道郎編.—ハーベスト社,1991).

さて,ここからいよいよ繰返し囚人のジレンマゲームの定式化を行う.繰返しゲー
ムとは,ワンショットの同時手番ゲームを繰返し行うことであるが,ここで大事なこと
は「戦略」 とは何力 \searrow という定義の問題である.直感的には  n 回目のワンショットゲー
ムにおける各プレイヤーの戦略は n-1 回までの両者の戦略に依存してよい.というこ

とである.例としては,TFT(tit for tat, しっぺ返し,オウム返し) 戦略,トリガー戦略
等が有名である.TFT 戦略とは初回は C で,次回の戦略は前回相手が C なら C,D なら

D を選択するという戦略である.トリガー戦略とはTFT 戦略より厳しくて一旦相手が
D を選んだら以後は未来永劫に D を選択する,という戦略である.

さて,繰返しゲームとその戦略を確率変数列で表現してみよう. n 回目のワンショッ

トゲームにおけるプレイヤー A の戦略を X_{n} , プレイヤー B のそれを琉, Z。 \equiv(X_{n}, Y_{n})
とする.従来のゲーム理論における無限回繰返しゲームを確率論的に定式化するために
はランダム停止時間 T(stopping time, 自然数に値を取る確率変数) を導入する必要が

ある.これらの概念を用いて無限回繰返しゲームを定式化するためには次めような仮定
が必要である.

(a‐1) 確率変数 T の分布の台は無限集合である.

(a‐2) プレイヤー A, B は n 回目の戦略 X_{n}, Y_{n}, n=1 , 2, \cdots をそれぞれ独立に決定する.
つまり,  n 回目のゲームは数学的に1回限りのワンショットゲームと同値でなければな
らない.

(\mathrm{a}-3)1 つのプレイとは2人のプレイヤーが戦略 Z_{n}=(X_{n}, Y_{n}) に従って, n=1
, 2, . . .

,
T

回プレイすることである.プレイヤー A の戦略とは確率変数列 {Xn}携l, プレイヤー B

のそれは同じく \{Y_{n}\}_{n=1}^{+\infty} のことである.

この時,プレイヤー A の期待利得 (プレイヤー B についても同様) は

u_{A}(\displaystyle \{X_{n}\}_{n=1}^{+\infty}, \{Y_{n}\}_{n=1}^{+\infty})=E[\sum_{n=1}^{T_{\backslash }}f_{A}(X_{n}, Y_{n})]
で与えられる.この式を確率論の公式で変形すると,

u_{A}(\displaystyle \{X_{n}\}_{n=1}^{+\infty}, \{Y_{n}\}_{n=1}^{+\infty})=E[\sum_{k=1}^{+\infty}\sum_{n=1}^{k}f_{A}(X_{n}, Y_{n});T=k]=\sum_{n=1}^{+\infty}E[f_{A}(X_{n)}Y_{n});T\geq n].
ここで上記の式が有限値に収束することを保証するために次の仮定をおく.

(a‐4) E[T]<+\infty.

ここで,従来の標準的ゲーム理論の定式化と一致させるためには次のことを仮定し
なければならない.
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(a‐5) \{Z_{\bullet}\}_{n=1}^{\infty} と \mathrm{T} は独立.ここで, \mathrm{T} が幾何分布 P(T=k)=(1- $\delta$)$\delta$^{k-1} を持つと仮

定すると,従来の標準的ゲーム理論で知られた割引率  $\delta$ を持つ繰返しゲームの期待利得

 u_{A}(\displaystyle \{X_{n}\}_{n=1}^{+\infty}, \{Y_{n}\}_{n=1}^{+\infty})=\sum_{n=1}^{+\infty}u_{A}(X_{n}, Y_{n})$\delta$^{n-1}
と一致する.従来の標準的ゲーム理論では 「割引率」 なる (恐らく経済学から借りてき
た ) 概念をアプリオリに用いるために何故 「割引率」 を用いなければならないのかが理

解できない.さらに,彼らは本当にゲームが無限回繰り返されるような説明をするが,
公理的確率論の定式化ではstopping time T (確率変数) の実現値  T( $\omega$)<+\infty; $\omega$\in $\Omega$
までの有限回しかプレイしていないという認識上の大きな違いが生じていることに注意
されたい.

ここで強調すべきことは,「割引率」 という理解をしないでstopping timeと理解する

ことによって幾何分布とは限らない広いクラスの分布に対しても繰返しゲームが定義で
きるということである.

次に,繰返しゲームにおける 「戦略」 とは何か,を数学的に厳密に定義しなくては
ならない.従来の標準的ゲーム理論の定義はあいまいで直感的すぎるのではないだろう
か.もう一度記号を確認する.

(\star)($\Omega$_{n}, \mathcal{F}_{n}, P)=n 回目のウンショットゲームの戦略 Z_{n}=(X_{n}, Y_{n}) が定義されてぃる抽
象確率空間.

(\star)$\Omega$^{(\infty)}\equiv$\Pi$_{k=1}^{\infty}$\Omega$_{k}, \mathcal{F}^{(n)}\equiv \mathcal{F}_{k}, \mathcal{F}^{(\infty)}\equiv \mathcal{F}_{k} , 抽象確率空間 ($\Omega$^{(\infty)}, \mathcal{F}^{(\infty)}, P) を

用意しておく.

仮定の続き.

このゲームの戦略セットである確率変数の無限列 Z_{n}=(X_{n}, Y_{n});n=1 , 2, \cdots は次

の条件を満たさなければならない.

(a‐6)  Z_{n}=(X_{n}, Y_{n}) は \mathcal{F}^{(n)}- 可測 (_{\backslash }n=1,2 ,
.. ) .

(a‐7) X_{1} と巧は独立. n=2
, 3, に対して X_{n} と Y_{n} は \mathcal{F}^{(n-1)} に関して条件付き独立,

すなわち,

P(X_{n}=i, Y_{n}=j/\mathcal{F}^{(n-1)})=P(X_{n}=i/\mathcal{F}^{(n-1)})P(Y_{n}=j/\mathcal{F}^{(n-1)});i,j\in S.
以上の定式化の下でナッシュ均衡を定義する.

定義3. 戦略セット \{Z_{n}^{*}\}_{n=1}^{+\infty}= ( \{X_{n}^{*}\}_{n=1}^{+\infty}, \{\mathrm{Y}_{n}^{*}\}溜1) がナッシュ均衡であるとは次の2
つの条件 (1),(2) が成り立つときをいう.

(1) \forall\{X_{n}\}_{n=1}^{+\infty} such that \forall n, (X_{n}, Y_{n}^{*}) satisfy (a‐6) and (a‐7);

\dot{u}_{A}(\{X_{n}^{*}\}_{n=1}^{+\infty}, \{Y_{n}^{*}\}_{n=1}^{+\infty})\geq u_{A}(.\{X_{n}\}_{n=1}^{+\infty}, \{\mathrm{Y}_{n}^{*}\}_{n=1}^{+\infty}) ,
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(2) \forall\{Y_{n}\}_{n=1}^{+\infty} such that \forall n, (X_{n}^{*}, Y_{n} satisfy (a‐6) and (a‐7);

uB({Xn
*

}n+=\infty1, {Yn
*

}n+=\infty1) \geq uB({X;}溜,{Yn}溜).

前述の TFT 戦略やトリガー戦略が条件 (a‐6),(a‐7) を満たしていることは容易にチェッ
クできる.また  $\delta$ が十分1に近いとき8, TFT もトリガー戦略もナッシュ均衡であるこ
とが知られている.

以上のように公理的確率論の立場から繰返し囚人のジレンマゲームを定式化してみ
ると自然に次のような疑問がわく.

(1) TFT 戦略とトリガー戦略が割引率  $\delta$ を持つ繰返し囚人のジレンマゲームにおけ

るナッシュ均衡であることの従来のゲーム理論における証明は公理的確率論の立場から
見て本当に厳密な証明とみなせるか?

(2) 割引率を stopping time と理解した場合,TFT 戦略やトリガー戦略がナッシュ均
衡となる  T の分布は幾何分布以外に存在するか?

注意2. (1) について,TFT 戦略については河野 (2003, [6]) の定理8.2として厳密な

証明を試みた.(2) についてはトリガー戦略の場合,幾何分布以外に一定の条件を満た

すstopping time についてトリガー戦略がナッシュ均衡となる場合があることを証明し
た(同定理8.1) ただ,TFT 戦略については幾何分布の場合以外にナッシュ均衡とな

る場合があるかどうかは未解明である.さらに,stopping timeが戦略と独立ではない場

合については今のところ全く成果が得られていない.社会学の方でそれらしきモデルを
立てた議論は行われているがきちんとした定式化はなされていないように思われる.

Remark. 最後に一言.本稿ではゲーム理論のなかで専ら非協カゲーム理論と言われ
ている分野について述べたが,世間一般にゲーム理論と言えば通常,ノイマンモルゲン
シュテルン ([1944]1953, [17]) の本から始まるとされる.ところが,河野 (2017, [10]) でも

縷々論じているように彼らのゲーム理論はナッシュ(1950, [11];1951, [12]) の創設した非

協カゲーム理論とは別のゲーム理論であると理解すべきである.彼らの協カゲーム理論
は数学理論としては最近の河邊淳氏 (2016, [5]) の論説にあるように非線形測度理論との

関係が深いと思われる.特に河邊氏の論説にも引用してあるが�, Aumann‐Shapley.(1974,
[3]) は先駆的成果であると思われる (ゲーム理論としては用いられている数学が難しく
連続濃度のプレイヤー集合に意味があるのか等の批判があるらしい). その他,協カゲー
ムの一つの解概念として知られているシャープレイ値をマルコフ連鎖で定式化した高須
清澄氏の一連の研究 (1985‐2001, 商大論集,神戸商科大学) があることを指摘しておき
たい.以上

8TFT 戦略の時は 1> $\delta$>\displaystyle \max\{(a-b)/(a-c) , (a-b)/(b-d トリガー戦略の時は 1> $\delta$>

(a-b)/(a-c) . TFT 戦略の場合は仮定 (2) が効いている.
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