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概要

Xを実簡約リー群 G の等質空間とする.このとき G の極小放物型部分群 P がX

に開軌道を持てば,あるいはそれと同値な条件である |P\backslash X|<\infty を満たせば,  G の

正則表現 C^{\infty}(\mathrm{X}) は G の既約表現を高々重複度有限でしか含まないことが小林‐大

島により証明された.この論文では類似の結果を退化主系列表現に関して議論する.

一般放物型部分群 Q に対し |Q\backslash X|<\infty であるが正則表現  C^{\infty}(\mathrm{X}) が Q から誘導

された退化主系列表現を重複度無限で含む例を構成する.

Abstract

Let X be a homogeneous space of a real reductive Lie group G . It was proved by
T. Kobayashi and T. Oshima that the regular representation C^{\infty}(X) contains

each irreducible representation of G at most finitely many times if a minimal

parabolic subgroup P of G has an open orbit in X , or equivalently the number

of P‐orbits on X is finite. We discuss an analogous result for degenerate

principal series representations. For a general parabolic subgroup Q of G , we

find an example that the regular representation C^{\infty}(X) contains the degenerate
principal series representations induced from a representation of Q with infinite

multiplicity even though the number of Q‐orbits on X is finite.
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1 導入

G を実簡約リー群 \rangle  H をその代数部分群とする.このとき次の重複度の有限性に関する

判定法が小林‐大島により証明された.

事実1.1 ([9, Theorem \mathrm{A} 次の (G, H) に関する二条件は同値である.

(i) 任意の ( $\pi$,  $\tau$)\in\hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}\mathrm{x}\hat{H}_{\mathrm{f}} に対し dimHomG ( $\pi$, C^{\infty}(G/H,  $\tau$))<\infty.
(ii) G/H が実球多様体である.

ここで G の滑らかな既約許容表現の同値類全体を \hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}} で, H の有限次元既約表現

の同値類全体を \hat{H}_{\mathrm{f}} で表した.さらに C^{\infty}(G/H,  $\tau$) は同変ベクトル束 G\times H^{T}\rightarrow G/H
の可微分な切断全体の成す Frechet 空間を表す.また実球多様体という用語は小林 [7] に

より導入された.

定義1.2 ([9]). 実簡約リー群 G の極小放物型部分群 P が,等質多様体 X=G/H に開軌

道を持つとき,Xを実球多様体であるという.

さらに松木の実ランク 1 リダクションとKimelfeldの実ランク 1での結果を合わせる

ことにより次のような事実も知られている.

事実1.3 ([6],[12]) . (ii) は次の (iii) と同値である.

(iii) |H\backslash G/P|<\infty.
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P が極小放物型部分群である場合は条件 (\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}) が全て同値であることが事実1.1

と事実1.3から従う (図1参照) では P の代わりに一般放物型部分群 Q を考えたとき

(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}) ,(iii) の関係はどのようになるのかということが自然に疑問になる.しかし条件 (i)
には P の情報が含まれていないのでこの疑問を定式化するために次の定義をする.

定義1.4 ([8, Definition 6.6]). ある  $\tau$\in\hat{Q}_{\mathrm{f}} が存在して  $\pi$ が  c\infty(G/Q,  $\tau$) の部分商と同

型になるとき,  $\pi$\in\hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}} は Q シリーズに属するという.

P :極小放物型部分群

(i)

X \ovalbox{\tt\small REJECT}
(ii)— (iii)

図1

Q :一般放物型部分群

定珪 里1.7

\backslash \backslash 

(\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q} (\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q})

図2

\hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{Q}:= {  $\pi$\in\hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}| $\pi$ は  Q シリーズに属する.} とおくとHarish‐Chandra の部

分商定理 [4] より \hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}=\hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{P} が成り立つことがわかる.これより一般放物型部分

群 Q を考えているときには \hat{G}_{\mathrm{s} $\Gamma$ \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}} を \hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{Q} で置き換えて条件 (i) を考えることにす

る.すなわち次のように定義する.

定義1.5. 一般放物型部分群 Q\subset G に対し条件 (\mathrm{i}_{Q}),(\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) を次で定める.

(\mathrm{i}_{Q}) 任意の ( $\pi$,  $\tau$)\in\hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{Q}\times\hat{H}_{\mathrm{f}} に対し dimHomG ( $\pi$, C^{\infty}(G/H,  $\tau$))<\infty.

(\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) Q が等質多様体 G/H に開軌道を持つ.

(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) |H\backslash G/Q|<\infty.

このように定義すると (\mathrm{i}_{Q})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q^{-}}) は真であることが,より強く次の事実1.6が成り立
つことからわかる.

事実 1.6 ([8, Corollary 6.8]). ある  $\tau$ 欧 \hat{H}_{\mathrm{f}} が存在して任意の  $\pi$ \in \hat{G}_{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{Q} に対し

dim HomG ( $\pi$, C^{\infty}(G/H,  $\tau$))<\infty を満たすならば条件 (\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) が成り立つ.

ではその逆 (\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q})\Rightarrow(\mathrm{i}_{Q}) の真偽が疑問になる.しかし極小ではない一般放物型部分群 Q

に対しては (\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) よりも (\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) がより強い条件であることがよく知られているので次のよ

うな問題を考える.

問題. (\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q})\Rightarrow(\mathrm{i}_{Q}) が成り立つか?
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この論文ではこの問題に対し否定的な例を与える.すなわち次を示す.

定理 1.7. G = SL(2n, \mathbb{R}) とし [1: 0: . . . :0] \in \mathbb{R}\mathbb{P}^{2n-1} の固定部分群により G の

極大放物型部分群 Q を定義する.また  $\lambda$ \in \mathbb{C} に対し Q の指標 $\chi$_{ $\lambda$} : Q \rightarrow \mathbb{C}^{\mathrm{x}} を

$\chi$_{ $\lambda$}((a_{ij})_{i,j=1}^{2n}):=|a_{11}|^{ $\lambda$} で定める.このとき n\geq 3 であれば,次の二条件を満たす G の代

数部分群 H が存在する.

1) |H\backslash G/Q|<\infty.

2) 任意の  $\lambda$\in \mathbb{C} に対し \dim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G}(C^{\infty}(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$}), C^{\infty}(G/H))=\infty.

まとめると次のようになる (図2参照) (\mathrm{i}_{Q})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) は事実1.6により成り立つこと

が従う.さらに (\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) \Rightarrow (ii  Q ) が真であることと (\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) \Rightarrow (\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q}) が偽であることはよく知

られている.そして定理1.7より (\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q})\Rightarrow(\mathrm{i}_{Q}) が偽であることがわかり,従って (\mathrm{i}\mathrm{i}_{Q})\Rightarrow
(\mathrm{i}_{Q}) が偽であることもわかる.

注釈1.8. [2, Theorem \mathrm{D} ] は次を主張している.「実代数群 G が非特異実代数多様体 M

に代数的に作用しているとし, E を M 上の代数的 G 同変束とする.もし |G\backslash M|<\infty で

あれば,任意の  n\in \mathrm{N} に対しある定数 C_{n}\in \mathrm{N} が存在して \mathfrak{g} の任意の n 次元表現  $\tau$ に対

して次が成り立つ.
dim Homg ( $\tau$, S^{*}(M, E))\leq C_{n}.

」 ここで M がコンパクトかつ E が自明束 M\times \mathbb{C} のとき S^{*}(M, E)=\mathcal{D}'(M) が成り立

つ[1, Chapter 1.5]. 一般の場合の S^{*}(M, E) については [1] を参照.上の [2, Theorem \mathrm{D}]
を  $\tau$, E がそれぞれ自明表現1, 自明束 M\times \mathbb{C} の場合に適用すると,もし |G\backslash M| <\infty か

つ  M がコンパクトならば次が成り立つ.

dim Hom\mathfrak{g}(1, \mathcal{D}'(M))=\dim \mathcal{D}'(M)^{\mathfrak{g}}<\infty.

これを定理1.7の場合,すなわち実代数群 H がコンパク トな非特異実代数多様体

RP^{2n-1}\simeq G/Q に作用している場合に適用すると次が成り立つ.

\dim \mathcal{D}'(G/Q)^{\mathfrak{h}} <\infty.

これは事実2.2より定理1.7の条件2) と矛盾する.実は [2, Theorem \mathrm{D} ] の証明には

ギャップが存在しこの定理1.7が[2, Theorem \mathrm{D} ] の反例となっている.

以下この論文の構成を述べる.2章で証明に用いる一般的な定理を述べ,3章で複素空間
上の超関数の記法や性質について述べる.4章では定理1.7の部分群 H を与え,5章でそ
の H を低次元の場合について具体的に書き下す.
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記号

体 K に対して K^{\mathrm{x}} を K\backslash \{0\} の成す乗法群とする.また Vが群 G の表現であるとき

V^{G} で G 不変な V の元全体の成す部分空間を表す.

2 核超関数へのリダクション

この2章では事実2.2を用い定理1.7の条件2) を超関数の言葉に焼き直す.

定義2.1. G を実リー群, H を G の閉部分群とする. H の一次元表現 \mathbb{C}_{2 $\rho$} を h \mapsto

|\det (\mathrm{A}\mathrm{d}(h):\mathfrak{g}/\mathfrak{h}\rightarrow \mathfrak{g}/\mathfrak{h})|^{-1} で定める.また  $\tau$\in\hat{H}_{\mathrm{f}} に対してその反傾表現を $\tau$^{\vee} で表す.

このとき H の表現 $\tau$_{2 $\rho$}^{\vee} を場 $\tau$^{\vee}\otimes \mathbb{C}_{2 $\rho$} で定める.

事実2.2 ([10, Proposition 3.2]). G を実リー群, G' と H を G の閉部分群, H' を G' の

閉部分群とし  $\tau$\in\hat{H}_{\mathrm{f}}, $\tau$'\in\hat{H}_{\mathrm{f}}' とする.このとき次が成り立つ.

1) 次の単射が存在する.

\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G'}(C^{\infty}(G/H,  $\tau$), C^{\infty}(G'/H',  $\tau$ \mapsto(\mathcal{D}'(G/H, $\tau$_{\check{2} $\rho$})\otimes$\tau$')^{H'}
2) H が余コンパクト (例えば放物型部分群) のとき1) の射は全単射となる.

系 2_{\bullet}3_{\bullet} G, Q, $\chi$_{ $\lambda$} を定理1.7と同様に定め, n \geq  1 とする.このとき H を G の閉部分群

とすると,次が成り立つ.ただし \mathcal{D}'(\mathbb{R}^{2}n\backslash \{0\})_{ $\lambda$-2}n は \mathbb{R}^{2n}\backslash \{0\} 上の ( $\lambda$-2n) 斉次な超関

数全体がなす空間を表す.

\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G}(C^{\infty}(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$}), C^{\infty}(G/H))\simeq \mathcal{D}'(\mathbb{R}^{2n}\backslash \{0\})_{ $\lambda$-2n}^{H}.

証明. \mathcal{D}'(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$})\simeq \mathcal{D}'(\mathbb{R}^{2n}\backslash \{0\})_{- $\lambda$} と \mathbb{C}_{2 $\rho$}=$\chi$_{2n} が系2.3の設定のもとで成り立つの

で事実2.2より明らか 口

3 複素空間上の超関数の記法

この3章では複素空間 \mathbb{C}^{n} 上の超関数についての定義や性質を述べる. \mathbb{C}^{n}\simeq \mathbb{R}^{2n} によ

り \mathbb{C}^{n} 上の超関数の空間 \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n}) が定まる. z=(z\mathrm{l}, . . . , z_{n})=(x_{1}+iy_{1}, \ldots, x_{n}+iy_{n})
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を \mathbb{C}^{n} の座標として,微分作用素 \displaystyle \frac{\partial}{\partial z_{\mathrm{j}}}, \displaystyle \frac{\partial}{\partial\overline{z}_{j}} を次で定める.

\displaystyle \frac{\partial}{\partial z_{j}}:=\frac{1}{2}(\frac{\partial}{\partial x_{j}}-\dot{ $\iota$}\frac{\partial}{\partial y_{j}}) ) \displaystyle \frac{\partial}{Tz_{j}}:=\frac{1}{2}(\frac{\partial}{\partial x_{j}}+\cdot\frac{\partial}{\partial y_{j}}) (1\leq j\leq n) .

また試験関数  $\phi$(z) に対し次の値を返す \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n}) の元を  $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n}) で表す.

\displaystyle \int_{\mathbb{C}^{n-1}} $\phi$(z', 0)dz'd\overline{z'}=(-2i)^{n-1}\int_{\mathbb{R}^{2n-2}} $\phi$(x'+iy', 0)dx_{1} dyl. . . dx_{n-1}dy_{n-1}

ただし z=(z', z_{n})= (x'+iy' ) x_{n}+iy_{n} ) とした. (x, y) 座標を用いると -2i $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n})=

 $\delta$(x_{n}) $\delta$(y_{n}) である.また \overline{z}_{n}=x_{n}-iy_{n} として次が成り立つ.

z_{\mathrm{n}} $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n})=\overline{z}_{n} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n})=0.

さらに \displaystyle \{\frac{\partial^{l}}{\partial z_{n}^{l}} $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n})\}_{l\in \mathrm{N}} は \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n-1}) 上一次線形独立である.すなわち,

\displaystyle \sum_{l=1}^{7n}T_{l}\frac{\partial^{l}}{\partial z_{n}^{l}} $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n})=0 (T_{l}\in \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n-1}))
ならば易 =0 (1\leq l\leq m) である.また群 G が \mathbb{C}^{n}\simeq \mathbb{R}^{2n} に作用しているとする.この

とき G は \mathbb{C}^{n}\simeq \mathbb{R}^{2n} 上の C^{\infty} 関数の空間や,超関数の空間,微分作用素の空間にそれぞれ

次のように作用する. g を G の元として,

(g\cdot f)(z):=f(g^{-1}\cdot z) ,

(g\cdot T)( $\phi$):=T(g^{-1}\cdot $\phi$) ,

(g\cdot D)(f):=g\cdot(D(9^{-1}. f

ここで T( $\phi$) は超関数 T の試験関数  $\phi$ における値を, \mathrm{D}(f) は関数 f に微分作用素 D を

作用させて得られる関数をそれぞれ表した.

4 定理1.7の証明

G:=SL(2n, \mathbb{R}) とする.この4章では条件1), 2) を満たす G の代数部分群 H を実際

に構成して定理1.7を証明する.ベクトル空間 \mathbb{C}\oplus \mathbb{C} $\epsilon$ に積を次のように定めることで得

られる実4次元の非可換な \mathbb{R} 代数を R_{ $\epsilon$} と表記する.

(a+b $\epsilon$)(c+d $\epsilon$):=(a\mathrm{c}+b\overline{d})+(ad+b\overline{c}) $\epsilon$ (a, b, c,d\in \mathbb{C}) . (4.1)

ここで \overline{c},d はそれぞれ c, d\in \mathbb{C} の複素共役を表す.また \mathbb{C} を実2次元ベクトル空間とみな

して \mathbb{R} 代数 R_{ $\epsilon$} の実2次元表現 \mathbb{C} を次で定義する.

(a+b $\epsilon$)\cdot z:=az+b\overline{z} (a+b $\epsilon$\in R_{ $\epsilon$}, z\in \mathbb{C}) . (4.2)
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注釈4.1. \mathbb{C} の虚数単位を i で表すと (4.1) より  $\epsilon$ と  i は次の関係式を満たす.

$\epsilon$^{2}=1, i^{2}=-1, i $\epsilon$=- $\epsilon$ i.

よって R_{ $\epsilon$} は \mathbb{R} 代数として実クリフォード代数 C(1,1) と同型であり R_{ $\epsilon$} \simeq C(1,1) \simeq

 M_{2}(\mathbb{R}) が成り立つ [11, Proposition 4.4.1].

R_{ $\epsilon$} 上の n 次正方行列全体 M_{n}(R_{ $\epsilon$}) は \mathbb{C}^{n} に左からの掛け算で作用する.この作用は

(4.2) 式より \mathbb{C}^{n} の \mathbb{R} 線形空間の構造を保つので準同型  $\iota$ :  M_{n}(R_{ $\epsilon$})\mapsto M_{2n}(\mathbb{R}) が定まる.

次元を比べればこれは同型であることが従う. M_{n}(R_{ $\epsilon$}) の部分集合 H を次のように定め

る. a=(a_{1}, \ldots, a_{n-1})\in \mathbb{C}^{n-1} として,

H:= \{h^{ $\theta$}(a):= \left(\begin{array}{llll}
e^{i $\theta$} & a_{1} $\epsilon$ & a_{2}$\epsilon$^{2} & a_{n-\mathrm{l}}$\epsilon$^{n-1}\\
 & e^{i $\theta$} & a_{1} $\epsilon$ & \\
 &  & e^{i $\theta$} & a_{2}$\epsilon$^{2}\\
 &  &  & a_{\mathrm{l}} $\epsilon$\\
 &  &  & e^{i $\theta$}
\end{array}\right) | $\theta$\in \mathbb{R}\} . (4.3)

すると H\subset M_{n}(R_{ $\epsilon$}) は行列の積に関して群を成すので  $\iota$(H) \subset GL(2n, \mathbb{R}) が成り立つ.

また \det( $\iota$(H))=\{1\} が成り立つ.なぜなら H は \{h^{0}(a)\}_{a\in \mathbb{C}^{n-1}} と \{h^{ $\theta$}(0)\}_{ $\theta$\in \mathbb{R}} で生成さ

れるが, \det( $\iota$(h^{0}(a))) =1 であることは明らかであり,また \det(L(h^{ $\theta$}(0)))=1 につい

ても, e^{i $\theta$} が \mathbb{C}\simeq \mathbb{R}^{2} に回転として作用することに注意して L(h^{ $\theta$}(0))\in GL(2n, \mathbb{R}) を2次

のブロック行列へと分解して考えればわかるからである.よって  $\iota$(H)\subset G=SL(2n,\mathbb{R})
が成り立つ.以降 M_{n}(R_{ $\epsilon$}) の部分集合 H と G=SL(2n, \mathbb{R}) の部分群 L(H) を同一視する.

命題4.2. 一般旗多様体 G/Q 上には 2j-1 次元の H 軌道 (1\leq\dot{J}\leq n) がちょうど一つ

ずつ存在する.特に |H\backslash G/Q|=n<\infty となる.

証明. \mathbb{R}^{\mathrm{x}} の \mathbb{C}^{n} 上の作用をスカラー倍で定め X :=(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})/\mathbb{R}^{\times} とおく . \mathbb{C}^{n}\simeq \mathbb{R}^{2n} と

いう同一視は X \simeq \mathbb{R}\mathbb{P}^{2n-1}\simeq G/Q を導くので次が成り立つ.

H\backslash X\simeq H\backslash G/Q.

ここでXの実 2j-1 次元の実部分多様体 Y_{2j-1}(1\leq j\leq n) を次で定める.

 Y_{2j-1}:=\{ (z\mathrm{i}_{\text{）}}\cdots, z_{j}, 0, \ldots )  0)\in \mathbb{C}^{n}|z_{j}\neq 0\}/\mathbb{R}^{\mathrm{X}} \subset \mathrm{X} . (4.4)

すると H による Xの軌道分解は次のようになる.

H\displaystyle \backslash X=\bigcup_{j=1}^{n}Y_{2j-1}.
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よって |H\backslash G/Q|=|H\backslash X|=n<\infty となる. 口

以下  n\geq 3 とする. \mathbb{C}^{n}\backslash \{0\}\simeq \mathbb{R}^{2n}\backslash \{0\} 上の微分作用素 D,\overline{D} を次で定める.

D:=\displaystyle \overline{z}_{n-2\frac{\partial}{\partial\overline{z}_{n-1}}}+z_{n-1}\frac{\partial}{\partial z_{n}}, \overline{D}:=z_{n-2}\frac{\partial}{\partial z_{n-1}}+\overline{z}_{n-1}\frac{\partial}{\partial\overline{z}_{n}} . (4.5)

また l\in \mathrm{N} と  $\lambda$\in \mathbb{C} に対して \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\}) の元 T_{ $\lambda$}^{l},\overline{T_{ $\lambda$}^{l}} を次のように定義する.ただしこ

こで  $\Gamma$ はガンマ関数を表す.

 T_{ $\lambda$}^{t}(z) :=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(2-\frac{ $\lambda$}{2})}D^{l}|z_{n-1}|^{2- $\lambda$} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n}) , (4.6)

\displaystyle \overline{T_{ $\lambda$}^{l}}(z):=\frac{1}{ $\Gamma$(2-\frac{ $\lambda$}{2})}\overline{D}^{l}|z_{n-1}|^{2- $\lambda$} $\delta$(z_{n\rangle}\overline{z}_{n}) . (4.7)

すると D, |z_{n-1}|^{2- $\lambda$},  $\delta$(z_{n} ,7のの次数が順に 0,2- $\lambda$, -2 であることから T_{ $\lambda$}^{l} と \overline{T_{ $\lambda$}^{l}} は - $\lambda$

斉次であることがわかる.従って  T_{ $\lambda$}^{l},\overline{T_{ $\lambda$}^{l}}\in \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})_{- $\lambda$}\simeq \mathcal{D}'(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$}) が成り立つ.

注釈4.3. |z_{n-1}|^{2- $\lambda$} は超関数として  $\lambda$ \in  2\mathrm{N}+4 で一位の極をもつが  $\Gamma$ (2- \displaystyle \frac{ $\lambda$}{2}) も

 $\lambda$\in 2\mathrm{N}+4 で一位の極を持つ.よって T_{ $\lambda$}^{l},\overline{T_{ $\lambda$}^{l}} は正則パラメータ  $\lambda$\in \mathbb{C} をもつ超関数であ

る(例えば [3, Appendix.B 1.4] 参照)

注釈4 \cdot4.  T_{2}^{l} \in \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})_{-2} について \displaystyle \frac{\partial}{z_{n-1}} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n}) =0 であることに注意すれば,

\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\} 上の超関数の等式として次が成り立つ.

T_{2}^{l}(Z) = (\displaystyle \overline{Z}_{n-2\frac{\partial}{z_{n-1}}} +z_{n-1}\frac{\partial}{\partial z_{n}})^{l} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n})
= (z_{n-1}\displaystyle \frac{\partial}{\partial z_{n}})^{ $\iota$} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n}) .

最後の T_{2}^{l} の表示では z_{n-2} の項が現れないので n = 2 でも T_{2}^{l},\overline{T_{2}^{l}} を定義すること

ができる.よって n \geq  3 の場合と同様にして n = 2 のときもこの4章で構成した

H\subset G=SL(4, \mathbb{R}) が次の二条件を満たすことを証明できる.

1) |H\backslash G/Q|<\infty.

2) \dim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G}(C^{\infty}(G/Q, $\chi$_{2}), C^{\infty}(G/H))=\infty.

命題 4_{\bullet}5. n\geq 3 とする.このとき任意の  $\lambda$\in \mathbb{C} と任意の l\in \mathbb{N} について (4.6) 式,(4.7)
式で定義された超関数 T_{ $\lambda$}^{l},\overline{T_{ $\lambda$}^{l}}\in D'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})_{- $\lambda$} は H の作用に関して不変である.すなわ

ち T_{ $\lambda$}^{l} ) \overline{T_{ $\lambda$}^{l}}\in D'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})_{- $\lambda$}^{H} が成り立つ.
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証明. \overline{T_{ $\lambda$}^{l}} に対する主張は T_{ $\lambda$}^{l} の場合と同様に示せるので T_{ $\lambda$}^{l} の場合を示す.  $\theta$\in \mathbb{R},  a\in

\mathbb{C},j\in\{1, 2, . . . , n-1\} に対して H の元を以下のように定める (記号については (4.3) 式

参照)

h( $\theta$):=h^{ $\theta$}(0, \ldots, 0) , h_{j(a):=}h^{0} (0, . . ., 0, ă, 0, . . .

, 0).

このとき H は \{h( $\theta$) | $\theta$\in \mathbb{R}\} と \{h_{j(a)} |a\in \mathbb{C}, 1\leq j\leq n-1\} で生成されるので,こ

れらに対し T_{ $\lambda$}^{l} が不変であることを示せばよい. h( $\theta$) に対する不変性は z\in \mathbb{C}^{n} に対し

h( $\theta$)\cdot z=e^{i $\theta$}z であることから簡単に従う.よって hj (a)(1\leq j\leq n-1) に対して T_{ $\lambda$}^{l} が

不変であることを示せぱよい.

補題4.6. j=1 とする. a\in \mathbb{C} に対して h_{1}(a) の D への作用は次のようになる (ここで

D は(4.5) 式で定めた微分作用素である)

h_{1}(a)\displaystyle \cdot D=D+a(\overline{z}_{n-2}-\overline{a}z_{n-1}+|a|^{2}\overline{z}_{n})\frac{\partial}{\partial z_{n-2}}-a\overline{z}_{n}\frac{\partial}{\partial z_{n}}.
上の補題4.6は定義通りの計算から従うので証明は省略する. z_{n} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n}) = 0 と

\displaystyle \frac{\partial}{\partial z_{n-2}} (|z_{n-1}|^{2- $\lambda$} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n})) =0 に注意して補題4.6を用いれば, \mathbb{C}^{n}\backslash \{0\} 上の超関数の等

式として次が成り立つ.

(h_{1}(a)\displaystyle \cdot T_{ $\lambda$}^{l})(z)=(h_{1}(a)\cdot D)^{l}\frac{|z_{n-1}-a\overline{z}_{n}|^{2- $\lambda$}}{ $\Gamma$(2-\frac{ $\lambda$}{2})} $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n})
= (D-a\displaystyle \overline{z}_{n}\frac{\partial}{\partial z_{n}})^{l}\frac{|z_{n-1}|^{2- $\lambda$}}{ $\Gamma$(2-\frac{ $\lambda$}{2})} $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n})
=D^{l}\displaystyle \frac{|z_{n-1}|^{2- $\lambda$}}{ $\Gamma$(2-\frac{ $\lambda$}{2})} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n})
=T_{ $\lambda$}^{l}(z) .

同様にして j\geq 2 に対しても hj (a)\cdot T_{ $\lambda$}^{l}=T_{ $\lambda$}^{l} を示せるので命題4.5が示された.口

注釈4.7. 注釈4.4より  T_{2}^{l}(z)=(z_{n-1}\displaystyle \frac{\partial}{\partial z_{n}})^{l} $\delta$ (  z_{n} ) \overline{z}_{n} ) なので n=2 のとき D':=z_{1}\displaystyle \frac{\partial}{\partial z_{2}}
とおく.このとき a\in \mathbb{C} に対して h_{1}(a) の D' への作用は次のようになる.

h_{1}(a)\displaystyle \cdot D'=D'+\overline{a}(21-a\overline{z}_{2})\frac{\partial}{\partial\overline{z}_{1}}-a\overline{z}_{2}\frac{\partial}{\partial z_{2}}.
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これを用いれば n\geq 3 のときと同様にして次が成り立つ.

h_{1}(a)\displaystyle \cdot T_{-2}^{l}(z)= (D'+\overline{a}(z_{1}-a\overline{z}_{2})\frac{\partial}{z_{1}}-a\overline{z}_{2}\frac{\partial}{\partial z_{2}})^{1} $\delta$(z_{2},\overline{z}_{2})
=(D')^{ $\iota$} $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n})
=T_{-2}^{l}(z) .

よって T_{2}^{l}\in \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{2}\backslash \{0\})_{-2}^{H} がわかる.

命題4.8. n\geq 3 であれば任意の  $\lambda$\in \mathbb{C} に対して次が成り立つ.

\dim D'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})_{- $\lambda$}^{H}=\infty.

証明. \{T_{ $\lambda$}^{l}\}_{l\in \mathrm{N}} が線形独立であることを示す. D を二項展開することで,

T_{ $\lambda$}^{l}(z)=\displaystyle \sum_{k=0}^{l}\left(\begin{array}{l}
l\\
k
\end{array}\right) (\overline{z}_{n-2}\frac{\partial}{z_{n-1}})^{k}(z_{n-1}\frac{\partial}{\partial z_{n}})^{l-k}\frac{|z_{n-1}|^{2- $\lambda$}}{ $\Gamma$(2-\frac{ $\lambda$}{2})} $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n})
=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(2-\frac{ $\lambda$}{2})}\sum_{k=0}^{l}\left(\begin{array}{l}
l\\
k
\end{array}\right) (\overline{z}_{\mathrm{n}-2}^{k}z_{n-1}^{l-k}\frac{\partial^{k}|z_{n-1}|^{2- $\lambda$}}{\partial\overline{z}_{n-1}^{k}}) \frac{\partial^{l-k}}{\partial z_{n}^{l-k}} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n})

となる. \displaystyle \{\frac{\partial^{l}}{\partial z_{n}^{l}} $\delta$(z_{n}, \overline{z}_{n})\}_{l\in \mathrm{N}} は D'(\mathbb{C}^{n-1}\backslash \{0\}) 上線形独立であることと各 T_{ $\lambda$}^{l} の

\displaystyle \frac{\partial^{l}}{\partial z_{n}^{l}} $\delta$(z_{n},\overline{z}_{n}) に関する次数がそれぞれ異なることより命題4.8が従う.口

定理1.7の証明.命題4.2と系2.3, 命題4.8より明らか 口

注釈4.9.  $\lambda$\not\in 2\mathrm{N}+4 のとき \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(T_{ $\lambda$}^{l})=\overline{Y_{2n-3}} が成り立つ.よって Xj :=\overline{Y_{2j-1}}(1\leq
 j \leq  n) とおくと次が成り立つ (\mathrm{Y}_{2j-1} \subseteq  X については式 (4.4) 参照,ただし以下で

X\simeq G/Q という同一視で Y_{2j-1}\subset G/Q としている)

\dim(D_{X_{n-1}}'(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$})/\mathcal{D}_{X_{n-2}}'(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$})) =\infty.
ここで \mathcal{D}_{X_{n-}}' 、(G/Q ) $\chi$_{ $\lambda$} ) := \{F \in \mathcal{D}'(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$}) | \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(F) \subset X_{n-1})\} とし \overline{Y_{2n-3}} は

Y_{2n-3} の閉包を表した.しかしより一般に次が成り立つ.

\dim(\mathcal{D}_{X_{k}}'(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$})/D_{X_{k-1}}'(G/Q, $\chi$_{ $\lambda$}))=\infty (2\leq k\leq n-1) . (4.8)

(4.8) 式の証明. 2\leq k\leq n-1 に対し \mathbb{C}^{n}\backslash \{0\} 上の微分作用素 D_{k} を D_{k}:=\overline{z}_{k-1\frac{\partial}{\partial\overline{z}_{k}}}+
z_{k}\displaystyle \frac{\partial}{\partial z_{k+1}} で定め  $\lambda$\in \mathbb{C} に対し T_{ $\lambda$,k}^{l}\in \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\}) を次で定義する.

T_{ $\lambda$}^{l} ,ん (z):=\displaystyle \frac{1}{ $\Gamma$(n-k+1-\frac{ $\lambda$}{2})}D_{k}^{l}|z_{k}|^{2(n-k)- $\lambda$}\prod_{j=k+1}^{n} $\delta$(z_{j}, \overline{z}_{j}) . (4.9)
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これが \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})_{- $\lambda$}^{H} の元であることが T_{ $\lambda$}^{l} と同様に示せる.また (4.9) 式の T_{ $\lambda$,k}^{l} の表示

より \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(T_{ $\lambda$,k}^{l})=\overline{\mathrm{Y}_{2k-1}}=X_{k} となるので (4.8) 式が示された.口

注釈4.10. 複素化の軌道の個数が有限ならば極大過剰決定系の理論より不変超関数の

空間の次元は有限である [5, Theorem 5.1.7, Theorem 5.1.12]. すなわち G_{\mathbb{C}}, Q_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}} を

G, Q, \mathrm{H} の複素化としたとき,もし |H_{\mathbb{C}}\backslash G_{\mathbb{C}}/Q_{\mathbb{C}}|<\infty であれば \dim D^{J}(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})_{- $\lambda$}^{H}<\infty
が従う.しかし命題4.8より \dim D'(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})_{- $\lambda$}^{H}=\infty なので |H_{\mathbb{C}}\backslash G_{\mathbb{C}}/Q_{\mathbb{C}}|=\infty である

ことがわかる.別証明として直接的に |H_{\mathbb{C}}\backslash G_{\mathbb{C}}/Q_{\mathbb{C}}|=\infty を示すこともできるので以下で

それを示す.

命題 4.11.  G_{\mathbb{C}}, Q_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}} を G, Q, H の複素化とする.このとき n \geq  2 であれば

|H_{\mathbb{C}}\backslash G_{\mathbb{C}}/Q_{\mathbb{C}}|=\infty が成り立つ.

命題4.2で |H\backslash G/Q|<\infty を証明した -\geq きのように  G_{\mathbb{C}}/Q_{\mathbb{C}} を計算しやすい形で実現

し実際に Hc の作用を計算するという方針で証明する.そのために複素ベクトル空間とし

ての同型 \mathbb{C}\otimes_{\mathbb{R}}\mathbb{C}\rightarrow^{\sim}\mathbb{C}\oplus \mathrm{C} を次で定める.ここで \overline{\mathbb{C}} は \mathbb{C} の複素構造を逆にしたものを

表す.

e_{-}\displaystyle \frac{a\otimes 1}{2}+e_{+}\frac{c\otimes 1}{2}\mapsto(a, c) (a, c\in \mathbb{C}) .

ただし e\pm:=1\otimes 1\pm i\otimes i とおいた.同様に \mathbb{C} 代数としての同型 R_{ $\epsilon$}\otimes \mathbb{C}=(\mathbb{C}\oplus \mathbb{C} $\epsilon$)\otimes_{\mathbb{R}}

\displaystyle \mathbb{C}\frac{\sim 1}{\prime}(\mathbb{C}\oplus \mathbb{C})\oplus(\mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}}) $\epsilon$ を次で定め,以降同一視する.

 e_{-}\displaystyle \frac{(a+b $\epsilon$)\otimes 1}{2}+e_{+}\frac{(c+d $\epsilon$)\otimes 1}{2}\mapsto(a, c)+(b, d) $\epsilon$ (a, b, c, d\in \mathbb{C}) .

補題4.12. R_{ $\epsilon$} の実2次元表現 \mathbb{C} の複素化,すなわち R_{ $\epsilon$}\otimes \mathbb{C} の複素2次元表現 \mathbb{C}\oplus C

は上の同一視で次のようになる.ここで \mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}} を複素2次元ベクトル空間とみなした.

(a, b)+(c, d) $\epsilon$\in R_{ $\epsilon$}\otimes \mathbb{C}, (z, w)\in \mathbb{C}\oplus \mathrm{C} に対して,

((a, c)+(b, d) $\epsilon$)\cdot(z, w)=(az, \mathrm{c}w)+(b\overline{w}, z) .

証明.両辺の第一項が等しいことは明らかである.第二項が等しいことは次の等式を

\mathbb{C}\otimes \mathbb{C}\prime \mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}} でおくることでわかる.

( $\epsilon$\otimes 1)\cdot(1\otimes 1-i\otimes i)(z\otimes 1) =\overline{z}\otimes 1- 物 \otimes i

=(1\otimes 1+i\otimes i)(\overline{z}\otimes 1) )

( $\epsilon$\otimes 1)\cdot(1\otimes 1+i\otimes i)(w\otimes 1)=(1\otimes 1-i\otimes i)(\overline{w}\otimes 1) .

口
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命題4.11の証明.M塩 (R_{ $\epsilon$}\otimes \mathbb{C}) は (\mathbb{C}\oplus \mathrm{C})^{n}\simeq \mathbb{C}^{n}\otimes \mathbb{C} に左からの掛け算で作用する.こ

の作用は $\iota$_{\mathbb{C}} : M_{n}(R_{ $\epsilon$}\otimes \mathbb{C})\underline{\sim\backslash }\prime M_{2n}(\mathbb{C}) を導く . A=(A_{1}, \ldots , A_{n-1})\in(\mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}})^{n-1} と

すると H の複素化 H_{\mathbb{C}}\subset M_{n}(R_{ $\epsilon$}\otimes \mathbb{C}) は次のようになる.

H_{\mathbb{C}}:=\{h^{a}(A):=\left(\begin{array}{llllll}
(e^{ia} & e^{ia}) & A_{1} $\epsilon$ & \cdots & \cdots & A_{n-1}$\epsilon$^{n-1}\\
 &  & (e^{ia} & e^{\overline{ia}})\ddots &  & \\
 &  &  &  & \ddots A_{1} $\epsilon$ & \\
 &  &  &  & e^{\overline{ia}}) & (e^{ia}
\end{array}\right)- |A\in(a\mathbb{C}\in\oplus \mathbb{C}\overline{\mathbb{C}})^{n-1}\}.
(4.3) 式の H の場合と同様にして  $\iota$(H_{\mathbb{C}}) が SL(2n, \mathbb{C}) の部分群になることがわかるので,

以降 M_{n}(R_{ $\epsilon$}\otimes \mathbb{C}) の部分集合 H_{\mathbb{C}} と G_{\mathbb{C}}=SL(2n, \mathbb{C}) の部分群 $\iota$_{\mathbb{C}}(H_{\mathbb{C}}) を同一視する.

\mathbb{C}^{\mathrm{X}} の (\mathbb{C}\oplus \mathrm{C})^{n} 上の作用をスカラー倍で定める.ここで \mathrm{C} にスカラーは複素共役で作用

することを注意しておく . X_{\mathbb{C}}:=((\mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}})^{n}\backslash \{0\})/\mathbb{C}^{\times} とおくと (\mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}})^{n}\simeq \mathbb{C}^{2n} は同型

X_{\mathbb{C}}\simeq \mathbb{C}\mathbb{P}^{2n-1}\simeq G_{\mathbb{C}}/Q_{\mathbb{C}} を導くので次が成り立つ.

H_{\mathbb{C}}\backslash X_{\mathbb{C}}\simeq H_{\mathbb{C}}\backslash G_{\mathbb{C}}/Q_{\mathbb{C}}.

次に a \in \mathbb{C}, A = (Ai, . . ., A_{n-1} ) = ((a_{1}, b_{1}), \ldots, (a_{n-1}, b_{n-1})) \in (\mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}})^{n-1} と

する このとき補題4.12より h^{a}(A) の (\mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}})^{n} 上の作用は次のようになる.

((z\mathrm{i}, w\mathrm{i}), \ldots, (z_{n}, w_{n}))\in(\mathbb{C}\oplus \mathrm{C})^{n} として,

h^{a}(A) . \left(\begin{array}{l}
(z_{1)}w_{\mathrm{l}})\\
\vdots\\
(z_{n},w_{n})
\end{array}\right) = \left(\begin{array}{llll}
(e^{ia}z_{n-\mathrm{l}}+a_{1}\overline{w_{n}} & \vdots &  & e^{\overline{ia}}w_{n-1}+b_{1}\overline{z}_{n})\\
e^{ia}(z_{n} & \vdots & ' & e^{\overline{ia}}w_{n})
\end{array}\right) ,

従って  $\zeta$\in \mathbb{C} に対して X_{\mathbb{C}} の複素 2n-3 次元部分複素多様体 Y_{2n-3}^{ $\zeta$} を,

城 -3^{:=}\{(z_{j},w_{j})_{j=1}^{n}\in(\mathbb{C}\oplus\overline{\mathbb{C}})^{n}|w_{n}=0, z_{n}\neq 0, z_{n-1}= $\zeta$ z_{n}\}/\mathbb{C}^{\times} \subset x_{\mathbb{C}}

で定めると  $\zeta$ \neq  $\mu$ ならば  Y_{2n-3}^{ $\zeta$} と Y_{2n-3}^{ $\mu$} がそれぞれ異なる H_{\mathbb{C}} 軌道に含まれるこ

とが分かる (実際には各  $\zeta$ \in \mathbb{C} に対して \mathrm{Y}_{2n-3}^{ $\zeta$} は一つの H_{\mathbb{C}} 軌道になる) よって

|H_{\mathbb{C}}\backslash G_{\mathbb{C}}/Q_{\mathbb{C}}|=|H_{\mathbb{C}}\backslash X_{\mathbb{C}}|=\inftyとなる.口

5 低次元における部分群  H と不変超関数の具体形

この5章では n=2 , 3のときについて4章で構成した部分群 H と不変超関数 T_{ $\lambda$}^{l} の具

体的表示を与える (定義は (4.3) 式と (4.6) 式参照) n=3 のとき H\subset M_{3}(R_{ $\epsilon$}) ,  $\iota$(H) 欧
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GL(6, \mathbb{R}) , T_{0}^{l}\in \mathcal{D}'(\mathbb{C}^{3}\backslash \{0\})_{0}^{H} は以下のようになる.

H= \{\left(\begin{array}{lll}
 & e^{i $\theta$} & b $\epsilon$\\
 e^{i $\theta$} & b $\epsilon$ & ce^{i $\theta$}
\end{array}\right) | b_{C\in \mathbb{C}}^{ $\theta$\in \mathbb{R}} \}
 $\iota$(H)= \{\left(\begin{array}{llllll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & a_{\mathrm{l}} & a_{2} & a_{3} & a_{4}\\
-\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & a_{2} & -a_{\mathrm{l}} & -a_{4} & a_{3}\\
 &  & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & a_{1} & a_{2}\\
 &  & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & a_{2} & -a_{\mathrm{l}}\\
 &  &  &  & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
 &  &  &  & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$
\end{array}\right) | a_{j}\in \mathbb{R} $\theta$\in \mathbb{R} \}

T_{0}^{l}(z_{1}, z_{2}, z_{3})=z_{2}^{l}(|z_{2}|^{2}\displaystyle \frac{\partial^{l}}{\partial z_{3}^{l}}+l\overline{z_{1}}\frac{\partial^{l-1}}{\partial z_{8}^{l-1}}) $\delta$(z_{3}, \overline{z_{3}}) .

また n=2 のときは以下のようになる (注釈4.4参照)

H=\{\left(e^{i $\theta$} & b $\epsilon$ e^{i $\theta$}\right)  $\theta$\in \mathbb{R}b\in \mathbb{C} \},

 $\iota$(H):= \{ \left(\begin{array}{llll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & a_{1} & a_{2}\\
-\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & a_{2} & -a_{\mathrm{l}}\\
 &  & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
 &  & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$
\end{array}\right) | a_{j}\in \mathbb{R} $\theta$\in \mathbb{R} \},
T_{2}^{l}(z_{1}, z_{2})=z_{1}^{l}\displaystyle \frac{\partial^{l}}{\partial z_{2}^{l}} $\delta$(z_{2},\overline{z_{2}}) .
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