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1 はじめに

本論文では,複素平面上の指定された領域  $\Omega$ 内部の固有値および対応する固有ベク ト

ルを求める一般化固有値問題

 Ax_{i}=$\lambda$_{i}Bx_{i}, A, B\in \mathbb{C}^{n\mathrm{x}n} ) x_{i}\in \mathbb{C}^{n}\backslash \{0\}, $\lambda$_{i}\in $\Omega$\subset \mathbb{C} (1)

について考える.ここで,領域  $\Omega$ の境界  $\Gamma$ 上の点  z において zB-A は正則であるとする.

また,簡単のため行列束 (A, B) は対角化可能であるとする.

一般化固有値問題 (1) に対する有力な解法として,2003年に櫻井杉浦によって複素
モーメント型固有値解法が提案された [12]. その基本となるアイディアは,一般化固有値
問題の固有値を極に持つ有理関数

r(z):=\overline{v}^{\mathrm{H}}(zB-A)^{-1}Bv, v, \tilde{v}\in \mathbb{C}^{n}

を導入し,領域  $\Omega$ 内部の極を Cauchy の積分公式に基づく Kravanj aらのアルゴリズム [10]
を用いて,複素モーメント

 $\mu$_{k}:=\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\oint z^{k}r(z)\mathrm{d}z
を要素に持つ Hankel 行列の一般化固有値問題として求解するというものである.複素

モーメント型固有値解法は,計算コストの主要部に対して階層的な並列性を持ち,高い並
列性能を発揮することからこれまで活発に研究が進められてきており,櫻井杉浦のアプ
ローチに対する改良法 [4, 5, 13], Polizzi によるFEAST 法[11] およびその改良法 [2, 14, 15]
など,様々な同種の解法が提案されている.詳細は文献 [8] を参照されたい.また,近年我々
は,複素モーメント型固有値解法で用いられる部分空間がある種のKrylov部分空間であ
る点に着目し,block Arnoldi 法に基づく複素モーメント型固有値解法 block SS‐Arnoldi

法[6] およびその改良であるblock SS‐CAA 法 [9] を開発した.

また実用上,複素モーメント型固有値解法た対して部分空間反復法に基づく精度改善
が用いられる [7, 8, 11]. 本研究では,block SS‐CAA 法[9] に対して,部分空間反復法と比

数理解析研究所講究録
第2037巻 2017年 21-31

21



較して収束性が高い block Arnoldi 法を適用することで,収束性の改善を図る.提案法は,
高次の複素モーメントに基づく Krylov部分空間および反復で用いるKrylov部分空間の
2つの Krylov 部分空間を利用した複素モーメント型固有値解法となる.

本論文の構成を以下に示す.第2節において,複素モーメント型固有値解法の概略につ
いて記す.第3節において,2つのKrylov部分空間を利用した複素モーメント型固有値解
法の基本アイディアおよび効率的実装法を提案する.第4節で数値実験から提案法の有

効性を検証し,第5節でまとめを行う.
本論文では以下の表記を用いる.行列 \mathrm{V}= [v_{1}, v_{2}, . . . , v_{m}] \in \mathbb{C}^{n\times m} に対し, \mathcal{R}(\mathrm{V}) :=

span\{v_{1_{\rangle}}v_{2}, . . . , v_{m}\} を行列 V のRange 空間とする.また, A\in \mathbb{C}^{n\mathrm{x}n} に対し,

\mathcal{K}_{k}^{\square } (A ) V) :=\mathcal{R}([V, AV, \ldots, A^{k-1}V]) ,

\displaystyle \mathcal{B}_{k}^{\square }(A, V):=\{\sum_{i=0}^{k-1}A^{i}V$\alpha$_{i}^{\square }$\alpha$_{i}^{\square }\in \mathbb{C}^{L\times L}\}
をblock Krylov *_{\mathrm{p}}分空間とする.また,本論文では MATLAB 表記を用いる.

2 複素モーメント型固有値解法

本論文では簡単のため行列束 (A, B) が対角化可能であると仮定する.すなわち,次式
を満たすような正則行列 Y^{-1}=[\overline{y}_{1}, \tilde{y}_{2}, . . . , \tilde{y}_{n}]^{\mathrm{H}} および X=[x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}] が存在する.

Y^{-1}(zB-A)X=z\left\{I_{r} & O_{n-r}\right\} - \left\{$\Lambda$_{r} & I_{n-r}\right\}
ここで, $\Lambda$_{r}= diag ($\lambda$_{1}, $\lambda$_{2}, \ldots , $\lambda$_{r}) である.一般化固有値問題 Ax_{i}=$\lambda$_{i}B勘は r 個の有限
の固有値 $\lambda$_{1}, $\lambda$_{2} , . . .

, $\lambda$_{r} および n-r 個の無限固有値を持ち,対応する左/右固有ベクトル

は翫, x_{i} である.また, \tilde{X}^{\mathrm{H}}=[\overline{x}_{1}, \overline{x}_{2}, . . , \overline{x}_{n}]^{\mathrm{H}}=X^{-1} とし, X_{r}:= [x_{1}, x_{2} , . . .

) x_{ $\tau$} ], \tilde{X}_{r}:=
[\overline{x}_{1}, \overline{x}_{2}, . . . , \overline{x}_{r}], X_{ $\Omega$}:=[x_{i}|$\lambda$_{i}\in $\Omega$], \overline{X}_{ $\Omega$}:=[\overline{x}_{i}|$\lambda$_{i}\in $\Omega$], $\Lambda$_{ $\Omega$}:=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}($\lambda$_{i}\in $\Omega$) と置く.

L, M \in \mathbb{N} を入力パラメータ, V \in \mathbb{C}^{n\times L} を列フルランク行列とする.また,行列
S\in \mathbb{C}^{n\mathrm{x}LM}, S_{k}\in \mathbb{C}^{n\mathrm{x}L} を以下のように周回積分により定義する.

S:=[S_{0}, S_{1}, . . . , S_{M-1}], S_{k}:=\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\oint_{ $\Gamma$}z^{k}(zB-A)^{-1}BV\mathrm{d}z . (2)

この時,行列 S および亀に対し,以下の定理が成り立つ.詳細は [7] などを参照されたい.

定理1一般化固有値問題 (1) の固有値数 m が m\leq LM を満し,rank(S)=m とする.こ

の時,以下が成り立つ.
\mathcal{R}(S)=\mathcal{R}(X_{ $\Omega$}) .

定理2行列亀は以下のように展開される.

\&=X_{ $\Omega$}略 \overline{X}_{ $\Omega$}^{\mathrm{H}}V=C_{ $\Omega$}^{k}S_{0}, C_{ $\Omega$}:=X_{ $\Omega$}$\Lambda$_{ $\Omega$}\overline{X}_{ $\Omega$}^{\mathrm{H}}.
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Algorithm 1 The block SS‐RR method

Input: L, M, N\in \mathbb{N},  $\delta$\in \mathbb{R}, V\in \mathbb{C}^{n\mathrm{x}L}, (z_{j}, $\omega$_{j}) for j=1 , 2, . . .

,
N

Output: Approximate eigenpairs (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{i}) for i=1
, 2, . . .

, \hat{m}

1: Compute. \displaystyle \hat{S}_{k}=\sum_{j=1}^{N}$\omega$_{j}z_{j}^{k}(z_{j}B-A)^{-1}BV ,
and set \hat{S}=[\hat{S}_{0}, \hat{S}_{1}, . . . , \hat{S}_{M-1}]

2 : Compute low‐rank approx. of \hat{S} using the threshold  $\delta$ :

\hat{S}=[U_{1}, U_{2}][$\Sigma$_{1}, O;O, $\Sigma$_{2}][W_{1}, W_{2}]^{\mathrm{H}}\approx U_{1}$\Sigma$_{1}W_{1}^{\mathrm{H}}
3: Compute eigenpairs ($\theta$_{i}, t_{i}) of U_{1}^{\mathrm{H}}AU_{1}t_{i}=$\theta$_{i}U_{1}^{\mathrm{H}}BU_{1}t_{i},

and compute (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{i})=($\theta$_{i}, U_{1}t_{i}) for i=1
, 2, . . .

,
\hat{m}

定理1は部分空間 \mathcal{R}(S) が対象の固有ベクトル x_{i}, $\lambda$_{i} \in $\Omega$ のみを含み,部分空間 \mathcal{R}(S)
に基づく射影法により対象の固有対が計算可能であることを意味する.各種の複素モー

メント型固有値解法は上記の定理1, 2に基づき解法が設計され,周回積分 (2) を N 点台

形則等の数値積分により

\hat{S}:= [ \hat{S}_{0} , S\mathrm{u} . . .

, \hat{S}_{M-1} ], \displaystyle \hat{S}_{k}:=\sum_{j=1}^{N}$\omega$_{\mathrm{j}}z_{j}^{k}(z_{j}B-A)^{-1}BV
のように近似することでアルゴリズムが導出される.ここで, z_{j} は積分点, $\omega$_{j} は対応する

重みであり,一般に

\displaystyle \sum_{j=1}^{N}$\omega$_{j}z_{j}^{k}\left\{\begin{array}{l}
=0, k=0, 1, . . . , N-2\\
\neq 0, k=-1
\end{array}\right.
を満たすよう設定される.

2.1 block SS‐RR 法

代表的な複素モーメント型固有値解法の一つであるblock SS‐RR 法[5] は,定理1に基
づき,部分空間 \mathcal{R}(\hat{S}) に基づく Rayleigh‐Ritz の技法を一般化固有値問題 (1) に適用する

ことで導出される.実用上は,計算コストの削減および数値安定性の改善のため,行列 \hat{S}
の低ランク近似

\hat{S}=[U_{1}, U_{2}] \left\{\begin{array}{ll}
\sum_{1} & O\\
O & \sum_{2}
\end{array}\right\} \left\{\begin{array}{l}
W_{1}^{\mathrm{H}}\\
W_{2}^{\mathrm{H}}
\end{array}\right\} \approx U_{1}$\Sigma$_{1}W_{1}^{\mathrm{H}},
を行い, U\mathrm{i} を基底として用いる.この時,得られる小規模固有値問題は

U_{1}^{\mathrm{H}}AU_{1}t_{i}=$\theta$_{i}U_{1}^{\mathrm{H}}BU_{1}t_{i}

であり,近似固有対は (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{i})=($\theta$_{i}, U_{\mathrm{i}}t_{i}) として計算される.block SS‐RR 法のアルゴリ

ズムを Algorithm 1に示す.
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2.2 block SS‐CAA 法

行列亀の関係性として,以下の定理が成り立つ [7].

定理3  0\leq  k \leq  N- 1 に対して,行列 \hat{S}_{k} は以下のように展開される.

\hat{S}_{k} = C^{k}\hat{S}_{0}, C := X_{r}$\Lambda$_{r}\overline{X}_{r}^{\mathrm{H}}.

このため, M \leq  N に対し,

\mathcal{R}(\hat{S}) =\mathcal{K}_{M}^{\square }(C,\hat{S}_{0})
が成り立つ.

定理4 M\leq N に対し,一般化固有値問題 (1) は,標準固有値問題

Cx_{i}=$\lambda$_{i}x_{i_{\rangle}} x_{i}\in \mathcal{R}(X_{r}) , $\lambda$_{i}\in $\Omega$\subset \mathbb{C} (3)

と等しい右固有対を持つ.

近年我々は,定理3, 4に基づき,標準固有値問題 (3) に対するblock Arnoldi 法として,
block SS‐Arnoldi 法 [6], またその改良として block communication‐avoiding Arnoldi 法

に基づく block SS‐CAA 法[9] を提案した.
定理3より block 版の communication‐avoiding Arnoldi 過程 [3] を用いると,行列

\wedge, \hat{S}_{+}:= [ \hat{S}_{0} , Si, . . . , \hat{S}_{M} ] の関係式

C\hat{S}=\hat{S}_{+}D_{1}, D_{1}:= \left\{\begin{array}{l}
O_{L,LM}\\
I_{LM}
\end{array}\right\}
および \mathrm{Q}\mathrm{R} 分解

\hat{S}_{+}=Q_{M+1}^{\square }R_{M+1}^{\square },
\hat{S}=Q_{M}^{\square }R_{M}^{\square }=Q_{M+1}^{\square } 1: LM)R_{M+1}^{\square }(1:LM, 1: L\mathrm{M})

から \mathcal{K}兄 (C,\hat{S}_{0}) に対する block Arnoldi 過程の行列表現は

(Q_{M}^{\square })^{H}CQ_{M}^{\square }=H_{M}^{\square }, H_{M}^{\square }=\mathrm{D}_{2}\mathrm{R}_{M+1}^{\square }\mathrm{D}_{1}(R_{M}^{\square })^{-1}

で与えられ,対象の固有対はblock Hessenberg 行列 H是の標準固有値問題から求める事
ができる.ここで, D_{2}:=[I_{LM}, O_{LM,L}] である.

また,実用上の観点から,行列 \hat{S} の低ランク近似

\hat{S}=Q_{M}^{\square }R_{M}^{\square }=Q_{M}^{\square }[U_{\mathrm{R}1}, U_{\mathrm{R}2}] [0$\Sigma$_{\mathrm{R}1}
を用いると,解くべき小規模固有値問題は

$\Sigma$_{\mathrm{R}2}^{O}] \left\{\begin{array}{l}
W_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}\\
W_{\mathrm{H}2}^{\mathrm{H}}
\end{array}\right\} \approx Q_{M}^{\square }U_{\mathrm{R}1}$\Sigma$_{\mathrm{R}1}W_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}

U_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}H_{M}^{\square }U_{\mathrm{R}1}t_{i}=$\theta$_{i}t_{i}
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Algorithm 2 The block SS‐CAA method

Input: L
)
M

) N\in \mathbb{N},  $\delta$\in \mathbb{R}, V\in \mathbb{C}^{n\mathrm{x}L}, (z_{j},$\omega$_{j}) for j=1 , 2, . . .

, N

Output: Approximate eigenpairs (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{i}) for i=1 , 2, . . .

,
\hat{m}

1: Compute \displaystyle \hat{S}_{k}=\sum_{j=1}^{N}$\omega$_{j}z_{j}^{k}(z_{j}B-A)^{-1}BV , and set \hat{s}_{+}=[\hat{S}_{0}, \hat{S}_{1}, . . . , \hat{S}_{M}]
2: [Q_{M+1}^{\square } ) R_{M+1}^{\square } ] =\mathrm{q}\mathrm{r}(\hat{S}_{+})
3: Set R_{M}^{\square }:=R_{M+1}^{\square }(1:LM, 1:LM) , Q_{M}^{\square }:=Q_{M+1}^{\square } 1: LM)
4: Compute low‐rank approx. of R_{M}^{\square } using the threshold  $\delta$ :

 R_{M}^{\square }=[U_{\mathrm{R}1}, U_{\mathrm{R}2}][$\Sigma$_{\mathrm{R}1}, O;O, $\Sigma$_{\mathrm{R}2}][W_{\mathrm{R}1}, W_{\mathrm{R}2}]^{\mathrm{H}}\approx U_{\mathrm{R}1}$\Sigma$_{\mathrm{R}1}W_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}
5: Compute eigenpairs ( $\theta$_{i} ) t_{i} ) of U_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}R_{M+1}^{\square }(1:LM, L+1:LM+L)W_{\mathrm{R}1}$\Sigma$_{\mathrm{R}1}^{-1}t_{i}=$\theta$_{i}t_{i},

and compute (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{i})=($\theta$_{i}, Q_{M}^{\square }U_{\mathrm{R}1}t_{i}) for i=1
, 2, . . .

, \hat{m}

となり,近似固有対は (\hat{ $\lambda$}_{i_{\rangle}}\hat{x}_{i}) = ($\theta$_{i}, Q_{M}^{\square }U_{\mathrm{R}1}t_{i}) として得られる.ここで,係数行列
U_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}H_{M}^{\square }U_{\mathrm{R}1} は

U_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}H_{M}^{\square }U_{\mathrm{R}1}=U_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}R_{M+1}^{\square }(1:LM, L+1:LM+L)W_{\mathrm{R}1}$\Sigma$_{\mathrm{R}1}^{-1}

として効率的に計算可能である [9]. block SS‐CAA 法のアルゴリズムをAlgorithm 2に

示す.

block SS‐CAA 法は,Rayleigh‐Ritz の技法を直接適用する block SS‐RR 法と異なり,
block communication‐avoiding Arnoldi 過程に基づき小規模固有値問題を構築するため,
計算コストの面で優位性がある.また,block SS‐CAA 法はblock SS‐RR 法と同じ部分空
間 \mathcal{R}(\hat{S}) の正規直交基底を用いた射影法であるため,両解法はほぼ向じ精度を示す [9].

2.3 部分空間反復法に基づく精度改善

複素モーメント型固有値解法における数値積分の作用は,入力行列 V に対して対象の

固有ベクトルのみを強く透過するフィルターとして捉えられ,

\displaystyle \hat{S}_{k}=X_{ $\Gamma$}$\Lambda$_{r}^{k}f($\Lambda$_{r})\overline{X}_{r}^{\mathrm{H}}V, f($\lambda$_{i}):=\sum_{j=1}^{N}\frac{$\omega$_{j}}{z_{j}-$\lambda$_{i}},
と書くことができる.このため,部分空間 \mathcal{R}(S) を利用した複素モーメント型固有値解法
はフィルター f($\lambda$_{i}) の強度に応じた精度の固有対が得られる.この性質を利用し,フィル
ターを反復適用することによって固有対の精度改善ができることが知られている [7,8, 11].

具体的には,行列 \hat{S} の代わりに,初期行列を \hat{S}_{0}^{(0)}=V とし,

\displaystyle \hat{S}_{0}^{( $\nu$)}:=\sum_{j=1}^{N}$\omega$_{j}(z_{j}B-A)^{-1}B\hat{S}_{0}^{( $\nu$-1)},  $\nu$=1
,

2
)

. . .

, \ell-1 , (4)

\displaystyle \hat{S}^{(\ell)} :=[\hat{S}_{0}^{(l)}, \hat{S}_{1}^{(\ell)}, . . . , \hat{S}_{M-1}^{(l)}], \hat{S}_{k}^{(l)}:=\sum_{j=1}^{N}$\omega$_{\mathrm{j}}z_{j}^{k}(z_{j}B-A)^{-1}B\hat{S}_{0}^{(\ell-1)} (5)
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\overline{\frac{\mathrm{A}1\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}3\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{b}1\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{S}\mathrm{S}-\mathrm{C}\mathrm{A}\mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}}{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}:L,M,N,l\in \mathrm{N}, $\delta$\in \mathbb{R},\hat{S}_{0}^{(0)}=V\in \mathbb{C}^{n\times L},(z_{j},$\omega$_{j})\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}j=1,2,\ldots,N}}
Output: Approximate eigenpairs (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{l}\cdot) for i=1

, 2, . . .

, \hat{m}

1: Compute \displaystyle \hat{S}_{0}^{\text{（ $\nu$})}=\sum_{j=1}^{N}$\omega$_{j}z_{j}^{k}(z_{j}B-A)^{-1}B\hat{S}_{0}^{( $\nu$-1)} for  $\nu$=1
, 2, . . .

, \ell-1

2: Compute \displaystyle \hat{S}_{k}^{(l)}=\sum_{\mathrm{j}=1}^{N}$\omega$_{j}z_{j}^{k}(z_{\mathrm{j}}B-A)^{-1}B\hat{S}_{0}^{(l-1)} , and set \hat{S}_{+}^{(\ell)}= [ \hat{S}_{0}^{(\ell)}, \hat{S}_{1}^{(\ell)} ,
. . .

) \hat{S}_{M}^{(l)} ]
3: [Q_{M+1}^{\square }, R_{M+1}^{\square }]=\mathrm{q}\mathrm{r}(\hat{S}_{+}^{(\ell)})
4: Set R_{M}^{\square } :=^{r}R_{M+1}^{\square }(1:LM, 1:LM) , Q_{M}^{\square } :=Q_{M+1}^{\square } (:) 1: LM)
5: Compute low‐rank approx. of R_{M}^{\square } using the threshold  $\delta$ :

 R_{M}^{\square }=[U_{\mathrm{R}\mathrm{i}}, U_{\mathrm{R}2}] [ $\Sigma$_{\mathrm{R}\mathrm{i}}, O;O ) $\Sigma$_{\mathrm{R}2} ] [W_{\mathrm{R}\mathrm{i}}, W_{\mathrm{R}2}]^{\mathrm{H}}\approx U_{\mathrm{R}\mathrm{i}}$\Sigma$_{\mathrm{R}\mathrm{i}}W_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}
6: Compute eigenpairs ($\theta$_{i}, t_{i}) of U_{\mathrm{R}1}^{\mathrm{H}}R_{M+1}^{\square }(1:LM, L+1:LM+L)W_{\mathrm{R}1}$\Sigma$_{\mathrm{R}1}^{-1}t_{i}=$\theta$_{i}t_{i},

and compute (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{i})=($\theta$_{i}, Q_{M}^{\square }U_{\mathrm{R}1}t_{x'}) for i=1
, 2, . . .

,
\hat{m}

の反復計算により得られた行列 \hat{S}^{(\ell)} 用いる.この時,行列 \hat{S}_{k}^{(l)} は

\hat{S}_{k}^{(\ell)}=X_{r}$\Lambda$_{r}^{k}f($\Lambda$_{ $\Gamma$})^{p}\overline{X}_{r}^{\mathrm{H}}V

と書け,上記の式 (4), (5) によるフィルターの反復適用は, F := X_{r}f($\Lambda$_{r})\overline{x}_{r}^{\mathrm{H}} に基づく加

速部分空間法として解釈できる.

\hat{S}_{k}^{(l)}=C^{k}\hat{S}_{0}^{(\ell)}, \hat{S}_{0}^{(l)}=F^{\ell}V.

反復を伴った複素モーメント型固有値解法の精度に関し,以下の定理が成り立つ [7, 8].

定理5 ($\lambda$_{i}, x_{i}) を一般化固有値問題 Ax_{i}=$\lambda$_{\dot{l}}Bx_{i} の画有対であるとし, |f($\lambda$_{l})| \geq |f($\lambda$_{i+1})|
とする. \mathcal{P}^{(\ell)} および \mathcal{P}_{LM} を部分空間 \mathcal{R}(\hat{S}^{(l)}) に対する直交射影および不変部分空間

span{x_{1}, x_{2} )
. . .

, x_{LM} } に対する固有射影であるとする.行列 \mathcal{P}_{LM}[V, cV\cdots, C^{M-1}V] が

フルランクであるとすると,各固有ベク トル x_{i}, i=1
, 2, . . .

,
LM に対して, \mathcal{P}_{LM}s_{i}=x_{i}

を満たすベク トル s_{i}\in \mathcal{K}兄 (C, V) が唯一存在し,

\displaystyle \Vert(I-\mathcal{P}^{(\ell)})x_{i}\Vert_{2}\leq $\alpha \beta$_{i}|\frac{f($\lambda$_{LM+1})}{f($\lambda$_{i})}|^{\ell}, i=1 , 2, . . .

, LM,

が成り立つ.ここで,  $\alpha$=\Vert X_{r}\Vert_{2}\Vert\overline{X}_{r}||2, $\beta$_{i}= \Vert x_{i}-s_{i}||2 である.

block SS‐CAA 法に対して反復を適用したアルゴリズムをAlgorithm 3に示す.

3 2つの Krylov 部分空間を利用した複素モーメント型固有

値解法

近年,多項式フィルター型内部固有値解法に対して,Lanczos法に基づく反復を適用す
る改良法が提案された [1]. 本研究では,このアイディアを複素モーメント型固有値解法
の反復に導入する.
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3.1 基本的アイディア

2.3節に示したように,複素モーメント型固有値解法では,反復計算 (4), (5) により部分

空間

\mathcal{R}(\hat{S}_{0}^{(\ell)})=\mathcal{R}(F^{l}V)
が生成され,高次の複素モーメントを利用して拡大されたblock Krylov 部分空間

\mathcal{R}(\hat{S}^{(l)})=\mathcal{R}([\hat{S}_{0}^{(l)},\hat{S}_{1}^{(\ell)}, . . :,\hat{S}_{M-1}^{(\ell)}])=\mathcal{K}_{M}^{\square }(C,\hat{S}_{0}^{(\ell)})=\mathcal{K}_{M}^{\square }(C, F^{p}V)

を用いて近似固有対が計算される.

本論文では,部分空間反復法をblock Arnoldi 法に変更することで収束性の改善を図る.
具体的には部分空間 \mathcal{R}(F^{\ell}V) の生成過程で計算される \mathrm{F}^{ $\nu$}V,  $\nu$=1

, 2, . . .

,
\ell を全て取り込

んだ block Krylov 部分空間

\mathcal{K}_{p}^{\square }(F, FV)=\mathcal{R}([FV, F^{2}V, \ldots, F^{\ell}V])

を考える.また,生成されたblock Krylov 部分空間 \mathcal{K}臥F, \mathrm{F}V ) に対し,高次の複素モー
メントを利用して拡大する.生成される部分空間は

\mathcal{R}(\hat{T}^{(l)}) , \hat{T}^{(\ell)}:=[\hat{S}^{(1)}, \hat{S}^{(2)}, . . . , \hat{S}^{(\ell)}]

である.また, C = X_{r}$\Lambda$_{r}\tilde{X}_{r}^{\mathrm{H}}, F = X_{r}f($\Lambda$_{r})\overline{X}_{r}^{\mathrm{H}} より行列 F と C が可換 CF = FC である

点に着目すると,得られる空間は

\mathcal{R}(\hat{T}^{(\ell)})=\mathcal{K}_{M}^{\square }(C, FV)+\mathcal{K}_{M}^{\square }(C, F^{2}V)+\cdots+\mathcal{K}_{M}^{\square }(C, F^{p}V)
=\mathcal{K}_{p}^{\square }(F, FV)+\mathcal{K}_{p}^{\square }(F, CFV)+\cdots+\mathcal{K}_{\ell}^{\square }(F, C^{M-1}FV)
=:\mathcal{K}_{M,\ell}^{\bullet}(C, F, FV)\backslash 

と書くことができ,部分空間 \mathcal{K}翫(C, F
, FV) は可換な2つの係数行列を持つblock Krylov

部分空間と見ることができる.また,

\mathcal{K}_{M}^{\square }(C,F^{p}V)\subset \mathcal{K}翫 (C,F,\mathrm{F}V)

であるため,提案法は従来の複素モーメント型固有値解法と比較して高い精度の固有対
を計算できることが期待される.

3.2 効率的実装法

部分空間 \mathcal{K}_{M,\ell}^{\blacksquare}(C, F, FV) に基づく複素モーメント型固有値解法の最も簡単な実装法は,
block SS‐RR 法と同様に全ての基底ベクトル \hat{T}^{(l)} を生成し,一般化固有値問題 (1) }こ対し

て陽に Rayleigh‐Ritz の技法を適用することである.行列 \hat{T}^{(\ell)} の低ランク近似を

\hat{T}^{(\ell)}=[U_{\mathrm{T}1}, U_{\mathrm{T}2}] [0$\Sigma$_{\mathrm{T}1} $\Sigma$_{\mathrm{T}2}^{O} ] \left\{\begin{array}{l}
W_{\mathrm{T}1}^{\mathrm{H}}\\
W_{\mathrm{T}2}^{\mathrm{H}}
\end{array}\right\} \approx U_{\mathrm{T}1}$\Sigma$_{\mathrm{T}1}W_{\mathrm{T}1}^{\mathrm{H}},
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とすると,得られる小規模固有値問題は,

U_{\mathrm{T}1}^{\mathrm{H}}AU_{\mathrm{T}1}t_{i}=$\theta$_{i}U_{\mathrm{T}1}^{\mathrm{H}}BU_{\mathrm{T}1}t_{i}

となる.この実装法は非常にシンプルではあるものの,係数行列 U_{\mathrm{T}1}^{\mathrm{H}}AU_{\mathrm{T}1}, U_{\mathrm{T}1}^{\mathrm{H}}BU_{\mathrm{T}}\mathrm{i} を陽

に生成する必要があり,この計算コストが大きくなる.
この問題点を解決するため本論文では,部分空間 \mathcal{K}_{M,l}^{\bullet}(C, F, FV) のKrylov部分空間と

しての性質を利用し, \mathcal{K}_{Ml}^{\bullet}(C, F, \mathrm{F}V) に対する block Arnoldi 過程の行列表現を導出する.

行列 \hat{T}^{(\ell)} の定義から, \hat{T}_{+}^{(l)} :=[\hat{S}_{+}^{(1)}, \hat{S}_{+}^{(2)}, . . . , \hat{S}_{+}^{(l)}] とすると,

C\hat{T}^{( $\nu$)}=\hat{T}_{+}^{( $\nu$)}D_{1}^{( $\nu$)}, D_{1}^{( $\nu$)}:=\displaystyle \bigoplus_{i=1}^{ $\nu$}D_{1},  $\nu$=1
, 2, . . .

,
\ell

が成り立ち,行列 \hat{T}^{(l)}, \hat{T}_{+}^{(l)} の QR 分解を

\hat{T}^{( $\nu$)}=Q^{( $\nu$)}R^{( $\nu$)}, \hat{T}_{+}^{( $\nu$)}=Q_{+}^{( $\iota$\prime)}R_{+}^{( $\nu$)},  $\nu$=1
, 2, . . .

, P (6)

と置くと,行列表現として

(Q^{( $\nu$)})^{\mathrm{H}}CQ^{( $\nu$)}=H_{M}^{( $\nu$)}, H_{M}^{( $\nu$)}=D_{2}^{( $\nu$)}R_{+}^{( $\nu$)}D_{1}^{( $\nu$)}(R^{( $\nu$)})^{-1},  $\nu$=1 , 2, .. .

,
\ell

を得る.ここで,

 D_{2}^{( $\nu$)}:=\displaystyle \bigoplus_{i=1}^{ $\nu$}D_{2}
である.ただし,行列 \hat{T}_{+}^{( $\nu$)} のQR 分解は逐次的に行うことができ,また Q^{( $\nu$)}, R^{( $\nu$)} は

Q_{+}^{( $\nu$)}, R_{+}^{( $\nu$)} の部分行列として取り出すことができる.このため,QR 分解 (6) は \hat{T}_{+}^{(\ell)} の

\mathrm{Q}\mathrm{R} 分解1回分の計算コストで計算可能である.
block SS‐CAA 法と同様に行列 \hat{T}^{(l)} の低ランク近似

\hat{T}^{( $\nu$)}=Q^{( $\nu$)}R^{( $\nu$)}=Q^{( $\nu$)}[U_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}, U_{\mathrm{R}2}^{( $\nu$)}] [0$\Sigma$_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)} $\Sigma$_{\mathrm{R}2}^{( $\nu$)}^{O} ] [ (W_{\mathrm{R}2}^{( $\nu$)})^{\mathrm{H}}(W_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)})^{\mathrm{H}}] \approx Q^{( $\nu$)}U_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}$\Sigma$_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}(W_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)})^{\mathrm{H}}

を行うことで,小規模固有値問題

(U_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)})^{\mathrm{H}}D_{2}^{( $\nu$)}R_{+}^{( $\nu$)}D_{1}^{( $\nu$)}W_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}($\Sigma$_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)})^{-1}t_{i}=$\theta$_{i}t_{i}
が得られる.近似固有対は (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{i})=($\theta$_{i}, Q^{( $\nu$)}U_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}t_{i}) により計算される.提案法のアルゴ

リズムはAlgorithm 4に示される.

4 数値実験

本節では,提案法 (Algorithm 4) の有効性を代表的な複素モーメント型固有値解法であ
るblock SS‐RR 法(Algorithm 1) と比較し,検証する.テスト問題は

Ax_{i}=$\lambda$_{i}Bx_{i} )

A= diag (-49.99, -49.98_{\text{）}}\ldots, 49.91) , B=I_{\mathrm{i}_{0}\mathrm{o}\mathrm{o}}, $\lambda$_{i}\in[-1, 1]
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\overline{\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}4}Aproposed method

\backslash 

Input: L
) M, N, \ell\in \mathrm{N},  $\delta$\in \mathbb{R}, \hat{S}_{0}^{(0)}=V\in \mathbb{C}^{n\times L} ) (z_{j},$\omega$_{j}) for j=1 , 2, . . .

, N

Output: Approximate eigenpairs (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{i}) for i=1
, 2, . . .

)
\hat{m}

1: for  $\nu$=1
, 2, . . .

, \ell do:

2: Compute \displaystyle \hat{S}_{0}^{( $\nu$)}=\sum_{j=1}^{N}$\omega$_{j}z_{j}^{k}(z_{j}B-A)^{-1}B\hat{S}_{0}^{( $\nu$-1)}
3: Set \hat{S}^{( $\nu$)}=[\hat{S}_{0}^{( $\nu$)}, \hat{S}_{1}^{( $\nu$)}, . . . , \hat{S}_{M-1}^{( $\nu$)}] and \hat{S}_{+}^{( $\nu$)}=[\hat{S}_{0}^{( $\nu$)}, \hat{S}_{1}^{( $\nu$)}, . . . , \hat{S}_{M}^{( $\nu$)}]
4: Set \hat{T}^{( $\nu$)}=[\hat{T}^{( $\nu$-1)}, \hat{S}^{( $\nu$)}] and \hat{T}_{+}^{( $\nu$)}=[\hat{T}_{+}^{( $\nu$-1)}, \hat{S}_{+}^{( $\nu$)}]
5: Compute QR factorizations \hat{T}_{+}^{( $\nu$)}=Q_{+}^{( $\nu$)}R_{+}^{( $\nu$)} from Q_{+}^{( $\nu$-1)}, R_{+}^{( $\nu$-1)}
6: Set Q^{( $\nu$)}, R^{( $\nu$)} s.t. \hat{T}^{( $\nu$)}=Q^{( $\nu$)}R^{( $\nu$)} as submatrices of Q_{+}^{( $\nu$)}, R_{+}^{( $\nu$)}
7: Compute low‐rank approx. of R^{( $\nu$)} using the threshold  $\delta$ :

 R^{( $\nu$)}=[U_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}, U_{\mathrm{R}2}^{( $\nu$)}][$\Sigma$_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}, O;O, $\Sigma$_{\mathrm{R}2}^{( $\nu$)}][W_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}, W_{\mathrm{R}2}^{( $\nu$)}]^{\mathrm{H}}\approx U_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)} $\Sigma$留 (W_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)})^{\mathrm{H}}
8: Compute eigenpairs ($\theta$_{i}, t_{i}) of (U_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)})^{\mathrm{H}}D_{2}^{( $\nu$)}R_{+}^{( $\nu$)}D_{1}^{( $\nu$)}W_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}($\Sigma$_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)})^{-1}t_{i}=$\theta$_{\dot{l}}t_{i},

and compute (\hat{ $\lambda$}_{i},\hat{x}_{l}\cdot)=($\theta$_{i}, Q^{( $\nu$)}U_{\mathrm{R}1}^{( $\nu$)}t_{i}) for i=1
, 2, . . .

,
\hat{m}

9: end for

とし, m=20 個の固有対を求める.パラメータは (M, N,\ell,  $\delta$)=(4,16,5,10^{-15}) とし,初
期部分空間サイズ LM が対象の固有値数よりも小さい場合 L=3(LM=12<m=20) ,

L=4(LM=16<m=20) , 等しい場合 L=5(LM=20=m=20) , 大きい場合 L=6

(LM=24>m=20) の固有対の精度を比較する.積分路は中心 0 , 長径1, 短径0.1の楕

円とし, N 点台形則を用いて数値積分を行う.数値実験は MATLAB 2016\mathrm{a} で行った.

Fig. 1に各 L における残差ノルムを示す.Fig. 1に示されるように,block SS‐RR 法は

部分空間サイズ LM が対象となる固有値数より小さい場合 (LM\leq m) に対しては解を

得ることができない.これは,block SS‐RR 法が構築する部分空間サイズ LM が反復に

よらずに一定である点に起因する.一方,提案法の部分空間サイズ  LM\ell は反復回数 \ell に

併せて拡大するため,初期部分  LM が小さい場合においても高精度の近似固有対を計算
できる結果が得られた.

5 まとめ

本論文では,2つの Krylov 部分空間を利用した複素モーメント型固有値解法を提案し
た.複素モーメント型固有値解法の初期部分空間サイズ LM の設定は解法の性能に大き

く影響を与える..しかしながら,一般に対象の固有値数 m は未知であるため,初期部分
空間サイズ LM の適切な設定には予め固有値分布を推するなど様々な工夫が必要である.

これに対して,提案法は初期部分空間サイズの設定に対して非常にロバストであり, LM

の設定によらず常に高い精度の近似固有対を計算できることが数値実験から示された.
今後の課題として,より大規模な問題に対して提案法を適用しその有効性を検証する

ことが挙げられる.
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Fig. 1: Relative residual 2‐norms.
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