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Abstract

Whole new scheme for solving nonlinear wave propagation including shock waves based on non‐conservative formulation is introduced in

this paper. It is generally believed that such phenomena should be computed with the schemes based on conservative formulation because

of numerical stability for treating shock waves. However, such schemes often suffer from compromise between stabihty and accuracy.

Our new scheme, named Burgers‐Hayes CIP method, successfully achieves much accurate solution while keeping computational stability

around shock waves.

1 はじめに

衝撃波を伴う非線形波動は,航空宇宙分野で頻繁に登場する
現象であり,その数値的な予測手法について多くの研究がなさ
れてきた.その研究の過程で,安定な衝撃波の再現には保存則が
必須であるという考え方が広まった.すなわち,有限体積の界面
における流入流出を考えることにより,衝撃波のような不連続
性を弱解として扱うという方法が主流となった.一方で,界面に
おける Riemann 問題を解くというこの方法論は,精度を向上さ
せるために複雑な方法論を採らざるを得ず,現在でも安定性と
精度の両立を目指した研究が行われている.本稿では,敢えて
非保存型の Burgers 方程式について,衝撃波を含む非線形波動

を安定で精度良く解析する手法について述べる.Burgers方程
式は乱流現象の最も簡単なモデル方程式として導出されたもの
であるが,今日でも数値スキームの検証などの計算手法研究に
用いられるだけではなく,非線形音響学と呼ばれる分野1) にお

いて支配方程式として実用的に用いられる重要な方程式である.
本稿ではまず,一般化したBurgers方程式とその特性曲線に

ついて述べ,従来のスキームとその欠点を紹介し,新しい手法
である Burgers‐Hayes CIP 法を導入する.簡単な解析例を通し
て,本手法の有効性を議論し,今後の展望を述べる.

2 一般化したBurgers方程式と特性曲線
本稿では,非線形波動の方程式として,下記のような一般化

した Burgers 方程式 (以降これを Burgers 方程式と呼称する) を

扱う.

\displaystyle \frac{\partial u}{\partial t}+c(u)\frac{\partial u}{\partial x}=0, u(x,0)=\mathrm{u}_{0}(x) (1)

ここで c(u) は u に関する1次式とする.上式の解は形式的に次
のように書ける.

u(x+c(u) $\Delta$ t)=u_{0}(x) (2)

この形式解は,曲線  $\xi$=x+\mathrm{c}(u) $\Delta$ t に沿って  u_{0}(x\rangle が保存され
ることを意味しており,この曲線を一般に特性曲線と呼ぶ.本
稿で扱うスキームはすべて,この特性曲線の考え方に則って導
出される.具体的には,現在の時間ステップにおける解を  u^{n}(x)
とすれば,次時間ステップにおける解 u^{n+1}(x) は次のように表
される.

u^{n+1}(x_{i}+c(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t)=u^{n}(x_{i}) (3)

以上を模式的に表現したものが Fig. 1である.この図からも明

らかなように,一般に \mathrm{E}\mathrm{q}(3) で求められる u^{n+1}(x) は元の離散
点上で定義されないため,各時間発展後に離散点上への補間が
必要になる.この補間の選択がスキームの違い,具体的には精度
と安定性を決定すると言うこともできる.すなわち,この補聞

を線形で行うことによって1次精度風上差分になり,補間点を
増やせば高次精度スキームとなる.しかし,一般に線形補間は
著しい減衰に悩まされ,他方高次精度の補間は振動を生む.こ
のような振動を取り除きつつ,且つ滑らかな領域で精度を上げ
るための手法がこれまでに数多く提案されているのはご存じの
とおりである.

Figurel Schematic of nonlinear wave propagation based

on characteristics

3 Burgers‐Hayes CIP 法の導入

3.1 \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{P} 法
CIP 法2, 3) は,各格子点において u とその空間勾配 u

。
=

\partial u/\partial x を用いることにようて,補間に必要な格子点を2点に抑
えながらも補間精度を向上させる方法である.具体的には,(1)
式と同時に,(1) 式の x による微分式を同時に解く.

\displaystyle \frac{\partial u_{x}}{\partial t}+c(u)\frac{\partial u_{x}}{\partial x}=-d(u)(\frac{\partial u}{\partial x})^{2}\simeq 0 (4)

(1) 式のような非線形方程式の場合,一般に移流部分以外の項が
発生するが,これを無視してゼロとすることがある.こうする
ことによって,上式もまた移流方程式の形式解 (3) 式により次時
間ステップの解が得られる.CIP 法の具体的なアルゴリズムは
以下のとおりである.2, 3)

1. u^{n} 及び u_{x}^{n} の情報を用いて,格子点間の波形のプロファイ
ル F(x) をHermite 補間により求める.

F(x)=a_{i}x^{3}+b_{i}x^{2}+\mathrm{c}_{i}x+d_{i} (5)

上式の各係数は風上方向に応じて以下のように決定される.

a、 =\displaystyle \frac{u_{xi}+u_{xi\mathrm{u}\mathrm{p}}}{D^{2}}+\frac{2(u_{i}-u_{i\mathrm{u}p})}{D^{3}},
b_{i}=\displaystyle \frac{3(u_{i_{24}\mathrm{p}}-u_{i})}{D^{2}}.-\frac{2u_{xi}+u_{xi\mathrm{u}p}}{D} (6)

c_{\dot{l}}=u_{xi}, d_{i}=u_{i}
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iup 及び D は \mathrm{c}(u_{i}) の正負に応じてそれぞれ iup=i\mp 1 及
び D=\mp $\Delta$ x を取る.ここで  $\Delta$ x は格子間隔を表す.

2. 波動の移動量  $\xi$ を設定し,  u_{i}^{n+1} 厘び u_{xi}^{n+1} を次式により求
める.

u_{i}^{n+1}=F( $\xi$) , u_{xi}^{n+1}=F'( $\xi$) (7)

ただし  $\xi$=-c(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t であり,これが u_{i} の関数となっ
ているために波形の非線型歪が発生する.

このように, u 及び u_{x} を用いて3次精度のプロファイルを格
子点間で構築することができることが,安定で高次精度な計算
を実現する最大のポイントである.一方,後述するように上述の
方法では衝撃波が正しく計算できない.これは , 衝撃波前後に
おいて成立すべき条件,等面積則を考慮していないためである.
これを解決する方法が,次節に示すBurgers‐Hayes 法である.

3.2 Burgers‐Hayes 法

Burgers‐Hayes (\mathrm{B}\mathrm{H}) 法は,その名の通り Burgers 方程式を解
析するために Hayes により提案された手法である.4) 最大の特
徴は,前述のように等面積則を厳密に考慮できる方法である,と
いう点である.これを満たすため,次に示すような積分変数  $\varphi$

を導入する.

 $\varphi$(x)=\displaystyle \int_{-\infty}^{x}u( $\xi$)\mathrm{d} $\xi$ (8)

次時間ステップの  $\varphi$ は次式のように求めることができる.

 $\varphi$^{n+1}(x_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}+c(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t)

=\displaystyle \int_{-\infty}^{x.+c(u}
れ

(x.)) $\Delta$ t_{u^{n+1}( $\xi$)\mathrm{d} $\xi$}

=\displaystyle \int_{-\infty}^{x}u^{n+1}( $\eta$+c(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t)\mathrm{d}( $\eta$+\mathrm{c}(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t)
ここで,Eq (3) を思い出せば,

=\displaystyle \int_{-\infty}^{x_{i}}u^{n}( $\eta$)\mathrm{d}( $\eta$+c(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t)
=\displaystyle \int_{-\infty}^{x_{\mathfrak{i}}}u^{n}( $\eta$)\mathrm{d} $\eta$+\int_{\infty}^{x_{:}}u^{n}( $\eta$)\mathrm{d}c(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t

ここで,  $\varphi$ の定義及び \mathrm{d}c(u)=c'(u)\mathrm{d}u, d(u) が定数であるこ
とを思い出すと,最終的に以下の関係が得られる.

$\varphi$^{n+1}(x_{i}+c(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t)=$\varphi$^{n}(x_{i})+\displaystyle \frac{1}{2}c'(u) $\Delta$ tu^{n}(x_{i})^{2} (9)

すなわち,特性曲線に沿って u は保存されるのに対して,  $\varphi$ は

\mathrm{E}\mathrm{q}.(9) に示される規則によってその値は変化する.更に重要な
のは,衝撃波が発生した時の u 及び  $\varphi$ の関係である.その様子

をFig.2にまとめた.これを見ると,  u において衝撃波が発生し
ている部分は,  $\varphi$ においてもまた Multivalue になっていること

が分かるが,  $\varphi$ の定義を思い出すと,以下のような処理をするこ
とでMultivalue の部分を評価することができることが分かる.

 $\varphi$^{\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w}}(x_{\dot{l}}+c(u^{n}(x_{i})) $\Delta$ t)=\displaystyle \min_{x\in D_{\mathrm{e}}}\{ $\varphi$(x)+\frac{1}{2}\mathrm{c}'(u) $\Delta$ t\mathrm{u}(x)^{2}\}
(10)

ここで D_{ $\epsilon$} は,波動伝播に伴って影響を受ける x 近傍の領域を
表す.上式は,  $\varphi$ という面積そのものを変数として導入すること
で,等面積則が成り立つように衝撃波を導入できることを意味
しており,且つその処理は最小値演算だけで完了する,というこ
とも意味している.この処理が等面積則を満たす解を選択する
ことと等価であることの証明は省略するが容易である.

BH 法のアルゴリズムを以下に示す.

Figure2 Distortion of waveform and its potential

1.  $\varphi$^{n}(x) をEq.(9) 式に従って時間発展させる (これを $\psi$_{i} と

する.)
2. $\psi$_{i} を線形補間することで,離散点 x_{i} 上における  $\varphi$ を求め,

それらの中でその座標点における最小値を次時間ステップ
における  $\varphi$_{i}^{n+1} とする ( \mathrm{E}\mathrm{q}(10) 参照.)

3. $\varphi$_{i}^{n+1} を数値的に微分して u_{i}^{n+1} を得る.

BH 法の利点は,変数 u の代わりにその積分である  $\varphi$ を用い

ることにより, \mathrm{u} の不連続性を陽的に扱わない点である.実際,
Fig.2の  $\varphi$ の様子からも明らかなように,  u で衝撃波が発生する
場所においても  $\varphi$ は連続である.一方で,上記2. において線形
補間を行うために高々 1次精度にしかならないという欠点もあ
る.これを高次精度化するために補間点を増やすと計算の破綻
につながる.これを解決するのが本稿で述べるBurgers‐Hayes
CIP 法である.

3 \cdot 3 Burgers‐Hayes \mathrm{C}|\mathrm{P} 法
まず Burgers‐Hayes CIP(BHCIP) 法5, 6) のアルゴリズムを

示す.

1. BH 法に基づき,(9) 式に従って $\varphi$^{n}(x) を時間発展させて中
間変数 $\psi$_{i} 及び x_{i} の移動点 $\xi$_{i} を求める.

2. $\psi$_{i} 及び耀の情報を用いて CIP 補間 ((6) 式及び (7) 式) を

行い,離散点鑑における u_{i}^{n+1} 及び $\varphi$_{i}^{n+1} を求める.ただ

し,(‐6) 式において D= 干  $\Delta$ x であったが,BHCIP では

D=$\xi$_{i}-$\xi$_{i-1} である.
3. $\varphi$^{n+1} はMultivalue になる個所が存在するが (Fig.3内の

$\varphi$_{\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{c}}]_{\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e}} 及び $\varphi$_{\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}}) . この場合小さい方を採用する (この
例の場合は  $\varphi$ad。ptedを採用する).

上述のアルゴリズムから,BHCIP法がBurgers‐Hayes 法と CIP

法の利点をうまく取り入れていることが分かるであろう.

4 解析例

本節では,前節で述べた3手法を用いてテスト問題を解析し
た結果を示し,BHCIP法の有効性を議論する.ここでは,下記
に定義する one‐sawtooth 問題7) を解いた結果を示す.この問
題の解析解は以下の通りである.
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Figure3 Concrete processes of Burgers‐Hayes CIP method
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u(x,t)=\left\{\begin{array}{ll}
(1+\overline{x})/(1+t) & -1<\overline{x}\leq t\\
(1-\overline{x})/(1-t) & t<\overline{x}\leq 1 \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} t<1,\\
0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right. (11)

u(x, t)=.\left\{\begin{array}{l}
(1+\overline{x})/(1+t) -1<\overline{x}\leq x_{s}\\
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} 1<t,\\
0 \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right. (12)

ここで x_{s}=\sqrt{2(1+t)}-1 は衝撃波位置であり, \overline{x}=x-d(u)t
である.Fig.4及び5はそれぞれ c(u)=0.1+u 及び \mathrm{c}(u)=1+u
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Figure5 Solutions of one‐sawtooth problem using several
schemes including BHCIP for \mathrm{c}(u)=1+u

として解析した結果である.この図の中で,WENOは空間5
次精度WENOスキーム 8) 及び時間3次精度の TVD Runge
Kutta 法9) による解析結果である.いずれも CFL 数は0.4に
設定している.両図に共通して言えるのは,BH 法の結果は著し
く減衰していること,CIP� 法は衝撃波が発生するとその位置が

合わなくなること,そしてBHCIP法が最もよく解析解を表して
いることである.また,WENOのように衝撃波を含む現象に適
している手法と比較しても,BHCIP法の結果は衝撃波及びそれ
以外の領域のいずれにおいても優れた結果を示している.CIP
法由来の不連続前後におけるovershootについては,例えば有
利関数 CIP 法2, 3) を用いることで解決できる.
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Figure6 Time history of error from exact solution, Eqs. (11) aJid (12), in the three left coluJnns and error versus grid
spacing in the right‐most columm; all cases above have c=1

one‐sawtooth 問題を様々な格子解像度で解いた際の誤差の時
間履歴を Fig.6にまとめた.ここで誤差は次式のようにして評
価した.

error =\displaystyle \frac{1}{N_{x}}\{\sum_{i\in D}.(u_{i}-u^{\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}}(x_{i}))^{2}\}^{1/2} (13)

D_{i}=[\mathrm{i}\in[0, N_{x})||x_{i}-x_{8}|>5 $\Delta$ x] , (14)

ここで x_{s} は前述の衝撃波位置を表す.上式は,衝撃波が発生し
た際は衝撃波前後の振動的な部分について,誤差の評価に加え
ないということを意味する.これは,衝撃波の伝播により発生す
る,衝撃波以外の部分の誤差を見積もるためである.Fig.6を見
ると,Burgers‐Hayes 及び WENO による結果の誤差がいずれ

も卓越して大きいことが分かる.前者の場合,1次精度スキーム
による散逸性からくるものであり,後者はWENOの不得意な
微分不連続な点が含まれるためであると考えられる.上述の観
点から,CIP は理想的な傾向を示す.すなわち,微分が不連続
であってもそのプロファイルを再現可能であり,かつ3次精度
補聞により誤差を小さく抑えることができる.一方で, t=1 で

衝撃波が発生して以降,その誤差は急激に増大する.これは前
述のように,衝撃波の移流速度を再現できていないためである.
これに対してBHCIPの結果は衝撃波位置を正確に追跡するこ
とが可能であり,その結果誤差は一定の範囲内で変動するのみ
である.

Fig.6の右端の図は,横軸を格子幅に変更し,各格子で解析し
た結果のうち t=5 における誤差をまとめたものである.これ
らを見ると,いずれもせいぜい1次精度しか達成できないこと
が分かる.このことは,衝撃波の伝播の影響が,衝撃波のない
領域に対しても顕著であることを示している.CIP の結果は衝
撃波位置を再現できていないために誤差が著しく大きく,もは
やCIP 単体での解析は行うことはできない.一方,BHCIPの
結果は1次精度よりもやや傾きが大きく,更に誤差の絶対値は
同じ格子で比較しても他の手法より1桁以上低い.このことか
ら,今回提案したこの手法が衝撃波のない領域に与える影響の
少ないスキームであることが分かる.

5 おわりに

本稿は衝撃波を含む非線形波動現象を解析する方法として,
BHCIP法を提案した.これは BH 法及び CIP 法と呼ばれる従

来法を組み合わせたものであり,これにより衝撃波を正しく再
現しつつ,精度の高い解析結果が得られることが分かった.本
手法は主に Burgers 方程式を解析する際に用いるものであるが,
これがより高次の非線形性を含んだ流体方程式へ適用できない
か模索したいと考える.実際,流体現象は乱流変動のような大小
さまざまな連続的変動の重ね合わせと,衝撃波のように不連続
的で大きな変化を伴う現象とが入り乱れており,これらの両極
端な現象をいずれも高精度かつ安定に解析したいという要求に
十分に応えられていないのが現状である.本稿で述べたような,
衝撃波の不連続性を陽的に扱わずにこれを再現できる手法が流
体方程式にも導入できれば,上記の問題を解決することが可能
になるかもしれない.本発表を通して,そのような応用の可能
性を議論できれば幸いである.
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