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(M , 卜 \Vert_{M} ), (N, \Vert\cdot\Vert_{N}) を線形ノルム空間とする。 S : M\rightarrow N が等距離写像とは

\Vert S(f)-S(g)\Vert_{N}=\Vert f-9\Vert_{M} ( \forall f ) g\in M ) (1)

が成り立つことである。等距離写像の研究において,線形性を仮定することが一般的のよ

うであるが,本稿では特に断らない限り等距離写像に線形性は仮定しない。つまり,本稿

における等距離写像とは,単に (1) を満たす写像 S をいう。 S : M\rightarrow N が線形写像であ

るとき, S が等距離写像であるための必要十分条件は \Vert S(f)\Vert_{N}= \Vert f\Vert_{N} が任意の f\in M

に対して成り立つことである。

等距離写像の研究は1932年の Banach [1] にまでさかのぼることが出来る。 C_{\mathbb{R}}(K)
をコンパク ト Hausdorff 空間 K 上の実数値連続関数全体のなす Banach 空間とする。

Banach [1, Theorem 3 in Chapter XI] はコンパクト距離空間 X, Y に対して C_{\mathbb{R}}(\mathrm{X}) か

ら C_{\mathbb{R}}(Y) への全射等距離写像を特徴付けた。その後1937年に,Stone [19] は距離付け

可能性を仮定せずに,コンパクト Hausdorff空間 X, Y に対してBanachの主張が成り

立つことを示した。ここでBanach, Stone は等距離写像が線形であることを仮定せずに

C_{\mathbb{R}}(X) から C_{\mathbb{R}}(Y) への全射等距離写像を特徴付けていることに注意する。Banach [1],
Stone [19] の結果は,複素数値連続関数全体のなす Banach 空間 C(\mathrm{X}) から C(Y) への

等距離写像の構造定理に拡張されているが,誰の結果であるかは明確でない。少なくとも

[4, Theorem 8 in Chapter \mathrm{V}] には �Banach‐Stone Theorem� として述べられ,多くの研

究者が �The Banach‐Stone Theorem� として引用している。

定理1 (The Banach‐Stone Theorem, [4, Theorem 8 in Chapter \mathrm{V}] 参照). X, Y をコ
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ンパクト Hausdorff 空間とする。全射複素線形等距離写像 S : C(X) \rightarrow C(Y) に対して,

連続関数 u : Y\rightarrow \mathbb{T}=\{z\in \mathbb{C}: |z|=1\} と同相写像  $\phi$ :  Y\rightarrow X が存在して

S(f)(y)=u(y)f( $\phi$(y)) (\forall f\in C(Y))

が成り立つ。

The Banach‐Stone Theorem は複素線形性を仮定しているが,Banach [1], Stone [19]
は線形性を仮定せずに,全射等距離写像を特徴付けている。全射等距離写像の背後には線

形性が隠されていることを解明した結果は,the Mazur‐Ulam Theorem として知られて

いる。

定理2 (Mazur and Ulam [14]). M, N を線形ノルム空間とする。 S : M\rightarrow N が全射等

距離写像ならば S-S(0):M\rightarrow N は実線形である。

The Mazur‐Ulam Theorem により, S-S(0) は実線形となるが, S が全射等距離であ

ることから S-S(0) も全射実線形であることが分かる。よって S が全射等距離写像なら

ば, S-S(0) は全射実線形等距離写像である。つまり全射等距離写像を考えるとき,それ

は実線形であると仮定しても一般性を失うことはない。Väisälä [20] はthe Mazur‐Ulam

Theorem の簡潔な証明を与えている。

The Banach‐Stone Theorem は,様々な関数空間上の等距離写像の研究に拡張されて

いる。[5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 15, 16] 参照。Cambern [3] は, C^{1}([0,1]) 上の全射複素線形

等距離写像の特徴付けを

\displaystyle \Vert f\Vert_{C}= \sup (|f(t)|+|f'(t)|) (\forall f\in C^{1}([0,1
t\in[0,1]

に関して与えた。

定理3 (Cambern [3]). S を (C^{1} ([0,1 \Vert\cdot\Vert_{C}) 上の全射複素線形等距離写像とする。こ

のとき c\in \mathbb{T} が存在して

S(f)(t)=cf(t) (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[0,1])

または

S(f)(t)=cf(1-t) (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in [0,1])

が成り立つ。

Pathak [17] はCambern の結果 [3] を, n 階連続微分可能な関数全体に対して証明する

ことにより一般化した。Botelho and Jamison [2] は,有限次元 Hilbert 空間 E に値をと
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る C^{1} 関数空間 C^{1}([0,1], E) 上の全射複素線形等距離写像の構造を決定することにより,

Cambern の結果 [3] のベクトル値版を与えた。

Rao and Roy [18] は,Cambern の定理と類似の結果を C^{1}([0,1]) 上の異なるノルム

\Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} に対して示した。ここで

\Vert f\Vert_{ $\Sigma$}=\Vert f\Vert_{\infty}+\Vert f'\Vert_{\infty} (\forall f\in C^{1}([0,1

であり, \displaystyle \Vert g\Vert_{\infty}=\sup_{t\in[0,1]}|_{9}(t)| である。

定理4 (Rao and Roy [18]). S を (C^{1} ([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$}) 上の全射複素線形等距離写像とする。

このとき c\in \mathbb{T} が存在して

S(f)(t)=cf(t) (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[0,1])

または

S(f)(t)=cf(1-t) (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[0,1])

が成り立つ。

Rao and Roy の結果 [18] は,Cambern の定理 [3] のノルムを \Vert\cdot\Vert_{C} から \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} に置き換

えただけにもみえる。しかし実際は,Rao and Roy は [0 ,
1 ] 閉区間上の絶対連続関数全体

\mathrm{A}\mathrm{C}([0,1]) 及び Lipschitz 関数全体 Lip ([0,1]) を考え,そのノルムとして \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} と類似の

ノルムを導入し, \mathrm{A}\mathrm{C}([0,1]) 及び Lip ([0,1]) 上の全射複素線形等距離写像を特徴付けてい

る。それらと類似の手法を用いることにより,Rao and Roy は( C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} ) 上の全

射複素線形等距離写像の構造を決定しているため,定理4は定理3のノルムを少し変え

ただけの結果とみるべきではない。

定理1の S は荷重合成作用素と呼ばれる形をしている。従って定理3, 定理4の S は

いずれも荷重合成作用素の特別な形である。このように,等距離写像は荷重合成作用素

となることがあるが,これはノルムの性質に強く依存することが知られている。例えば

C^{1}([0,1]) 上のノルム \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$} を

\Vert f\Vert_{ $\sigma$}=|f(0)|+\Vert f'\Vert_{\infty} (\forall f\in C^{1}([0,1

により定めると,( C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$} ) 上の全射複素線形等距離写像は荷重合成作用素とはな

らない。実際,次の結果は Koshimizu [12] の特別な場合である。
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定理5 (Koshimizu [12]). S を (C^{1} ([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$}) 上の全射複素線形等距離写像とする。

このとき c\in \mathbb{T} と連続関数 u : [0, 1]\rightarrow \mathbb{T} , 同相写像  $\phi$ : [0, 1]\rightarrow[0 ,
1 ] が存在して

S(f)(t)=cf(0)+\displaystyle \int_{0}^{t}u(s)f'( $\phi$(\mathcal{S}))ds (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in [0,1])
が成り立つ。

ここでこれまでの結果を振り返ってみると,the Banach‐Stone Theoremは線形性を

仮定せずに全射等距離写像を特徴付けている。それは the Mazur‐Ulam Theoremが可能

としているともいえる。一方で Cambern [3], Rao and Roy [18], Koshimizu [12] の結果

は,いずれも複素線形性を仮定した上で, C^{1}([0,1]) 上の全射等距離写像の構造を解明し

ている。そこで次の問題は自然といえよう。

問題 1. 線形性を仮定せずに,Cambern [3], Rao and Roy [18], Koshimizu [12] の

定理と類似の結果を得ることは出来ないか?

2. Cambern [3], Rao and Roy [18], Koshimizu [12] の結果を統一的に扱う手法はな

いか?

問題1に関しては,the Mazur‐Ulam Theorem により実線形生を仮定してよいため,

虚数単位 i 倍が保存されるとは限らないことが解消されればよいことになる。問題2につ

いては,異なるノルムを同時に扱わなければならないため,新しいアイディアが必要とさ

れる。しかし Cambern [3], Rao and Roy [18], Koshimizu [12] の証明を調べると,そこ

には共通した手法が用いられていることが分かる。実際,Cambern [3] は \Vert\cdot\Vert_{C} を直接扱

うのではなく

\displaystyle \Vert f\Vert_{C}= \sup (|f(t)|+|f'(t)|)= \sup |f(t)+zf'(t)|
 t\in[0,1] (t,z)\in[0,1]\times $\Gamma$

であることを用いて,(  C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{C} ) を (C([0,1] \times \mathbb{T}), \Vert\cdot\Vert_{\infty}) に等長的に埋め込むこ

とにより (C^{1}([0,1 \Vert_{C} を (C([0,1] \times \mathbb{T}), \Vert\cdot\Vert_{\infty}) の部分空間とみなして, \Vert\cdot\Vert_{C} ではな

く \Vert\cdot\Vert_{\infty} を考えている。同様に Rao and Roy [18], Koshimizu [12] は

\displaystyle \Vert f\Vert_{ $\Sigma$}=\Vert f\Vert_{\infty}+\Vert f'\Vert_{\infty}= \sup |f(s)|+ \sup |f'(t)|
s\in[0,1] t\in[0,1]

= \displaystyle \sup |f(s)+zf'(t)|
(s,t,z)\in[0,1]\times[0,1]\times \mathbb{T}
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\Vert f\Vert_{ $\sigma$}=|f(0)|+\Vert f'\Vert_{\infty}=|f(0)|+ \displaystyle \sup |f'(t)|
t\in[0,1]

= \displaystyle \sup |f(0)+zf'(t)|
(t,z)\in[0,1]\times $\Gamma$

であることを用いて, (C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} ) を C(([0,1]\times[0,1]\times \mathbb{T}), \Vert\cdot\Vert_{\infty}) に, (C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$} )
を C (([0,1] \times \mathbb{T}), \Vert\cdot\Vert_{\infty}) にそれぞれ埋め込み, \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$}, \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$} の変わりに \Vert \Vert_{\infty} を扱ってい

る。そこで (C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{C} ), (C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} ), (C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$} ) を C(([0,1] \times [0,1] \times

\mathbb{T}) , \Vert \Vert_{\infty}) に埋め込むことが出来れば,ノルムの違いに左右されずに統一的な取り

扱いが可能となることが期待される。このとき \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} が [0 ,
1 ] \times [0 ,

1 ] \times \mathrm{T} に対応して

いることから, \Vert\cdot\Vert_{C} を \{ (s, t ) z) \in [0, 1] \times [0, 1] \times \mathbb{T} : s = t\} に対応させ, \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$} を

\{(s, t, z) \in [0, 1] \times [0, 1] \times \mathbb{T}:s=0\} に対応させればよいことが分かる。

このアイディアによって,次の結果を統一的に示すことが出来た。

定理6. S を ( C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{C}) または ( C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} ) 上の全射等距離写像とする。こ

のとき c\in \mathbb{T} が存在して,次のいずれかが成り立つ :

S(f)(t)=S(0)(t)+cf(t) ,

S(f)(t)=S(0)(t)+cf(1-t) ,

S(f)(t)=S(0)(t)+\overline{cf(t)},

S(f)(t)=S(0)(t)+\overline{cf(1-t)},

(\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[0,1

(\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[0,1

(\forall f\in C^{1}([0,1]) ) \forall t\in[0,1

(\forall f\in C^{1}([0,1]) ) \forall t\in[0,1

定理7. S を ( C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$}) 上の全射等距離写像とする。このとき c\in \mathbb{T} と連続関数

u : [0, 1]\rightarrow \mathbb{T} , 同相写像  $\phi$ : [0, 1]\rightarrow [0 ,
1 ] が存在して,次のいずれかが成り立つ :

S(f)(t)=S(0)(t)+cf(0)+\displaystyle \int_{0}^{t}u(s)f'( $\phi$(s)) ds, (\forall f\in C^{1}([0,1]) ) \forall t\in[0,1

S(f)(t)=S(0)(t)+\displaystyle \overline{cf(0)}+\int_{0}^{t}u(s)f'( $\phi$(s)) ds, (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[0,1

S(f)(t)=S(0)(t)+cf(0)+\displaystyle \int_{0}^{t}\overline{u(s)f'( $\phi$(s))} ds, (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[0,1

S(f)(t)=S(0)(t)+\displaystyle \overline{cf(0)}+\int_{0}
オ

\overline{u(s)f'( $\phi$(s))} ds, (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[0,1

定理6, 定理7を示すために, (C^{1}([0 )1 \Vert\cdot\Vert_{C} ), (C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\Sigma$} ), (C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{ $\sigma$} )
を [0 ,

1 ] \times [0 ,
1 ] \times \mathbb{T} の部分集合に対応させた。それでは逆に, [0 ,

1 ] \times[0 ,
1 ] \times \mathbb{T} の部分集

合がノルムを定めるとき,そのノルムに関する C^{1}([0,1]) 上の全射等距離写像を決定する
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ことが出来るであろうか。そこで [0 ,
1 ] \times [0 ,

1 ] の部分集合 D に対して, \Vert\cdot\Vert_{\langle \mathrm{D}\rangle} を次のよ

うに定める :

定義1. [0 ,
1 ] \times [0 ,

1 ] のコンパクト連結部分集合 D に対して, \Vert\cdot\Vert_{\langle \mathrm{D}\rangle} を

\displaystyle \Vert f\Vert_{\langle D\rangle}= \sup (|f(s)|+|f'(t)|) (\forall f\in C^{1}([0,1
(s,t)\in D

により定める。このとき

\displaystyle \Vert f\Vert_{\langle D\rangle}= \sup (|f(s)+zf'(t)|) (\forall f\in C^{1}([0,1
(s,t,z)\in D\times $\Gamma$

が成り立つ。

pj (j=1,2) を [0 ,
1 ] \times[0 ,

1 ] から第 j 座標への射影とする。このときコンパクト連結部

分集合  D\subset [0 ,
1 ] \times [0 ,

1 ] に対して \Vert\cdot\Vert_{\langle D\rangle} が C^{1}([0,1]) 上のノルムであるための必要十分

条件は

p_{1}(D)\cup p_{2}(D)=[0, 1]

となることである。このような D に対して,( C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{\langle \mathrm{D}\rangle} ) 上の全射等距離写像を

決定することが出来れば,Cambern [3], Rao and Roy [18], Koshimizu [12] の結果を含

み,より広いクラスに対する等距離写像の特徴付けを与えることになる。実際,以下の結

果が得られた。

定理8 ([11]). D を [0 ,
1 ] \times [0 ,

1 ] のコンパクト連結集合で, p_{1}(D)\cup p_{2}(D) = [0 ,
1 ] を

みたすとする。さらにpi (D)= [a, b] , p2 (D)= [c, d] とする。ただし a\leq b,  c\leq  d であ

る。 S が( C^{1}([0,1 \Vert\cdot\Vert_{\langle D\rangle}) 上の全射等距離写像ならば,連続関数  $\kappa$,  $\beta$ : [0,1] \rightarrow \mathbb{C} , 定

数 $\epsilon$_{0}, 5_{1} \in\{\pm 1\} と C^{1} 級微分同相写像  $\varphi$ : [a, b] \rightarrow [a, b] 及び同相写像  $\psi$ : [c, d]\rightarrow [c, d]
が存在して,以下が成り立つ :

[a, b] 上 | $\kappa$|=1 であり, [c, d] 上では  $\kappa$ は定数である。また [c, d] 上で | $\beta$|=1 であり,さ

らに

S(f)(t)=S(0)(t)+ $\kappa$(t)[f( $\varphi$(t))]^{$\epsilon$_{0}} (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in [a, b

(S(f))/(t) = (S(0))�(t) + $\beta$ (t)[f ( $\psi$ (科) ] $\epsilon$ O
 $\epsilon$ 1 (\forall f\in C^{1}([0,1 \forall t\in[c, d])

となる。ただし [f(s)]^{ $\epsilon$} は,  s\in [0 ,
1 ] 及び  $\epsilon$\in\{\pm 1\} に対して

[f(s)]^{ $\epsilon$}= \left\{\begin{array}{ll}
f(s) & if  $\epsilon$=1,\\
\overline{f(s)} & if  $\epsilon$=-1
\end{array}\right.
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と定める.

もしさらに a<b ならば, $\epsilon$_{1}=1 であり, [a, b]\cap[c, d] 上  $\varphi$= $\psi$ が成り立ち,さらに定

数  $\gamma$\in\{\pm 1\} が存在して

$\varphi$'= $\gamma$,  $\beta$= $\kappa \gamma$ on [a, b]\cap[c, d].

をみたす。
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