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§1. 序 尤度法

尤度法を学んだ後でベイズ法を学ぶと、尤度法はベイズ法の特殊な場

合であるとの印象をもつ。最尤推定量が一様事前密度を仮定した下での

事後尤度で説明できることは直ぐに理解されることであり、早くから指

摘されてきた。しかし、その直感についての議論は多くない。

大西との一連の共同研究 (Yanagimot and Ohnishi, 2009, 2011, 2014,

Manuscript) により、Kullback‐Leibler separator を損失関数とした予測

子の研究とか、Jefffreys 事前分布を仮定した下での事後平均による母数の

研究を行っている。これらの共同研究を通じてベイズ法の普遍性と尤度

法の限界を改めて考える機会を得た。この考察を纏めることが、が将来

の研究の進展に役立つと考えて発表する。

議論を整理するために、先ず尤度法の概要を復習する。話題を絞り焦

点をあてるために、観測値 x =(x\mathrm{i}, . . , , x_{n}) は指数分布族

\mathcal{M} = \{p(x| $\theta$) =\exp\{n(\overline{t} $\theta$- M( $\theta$))\}a(x)| $\theta$\in $\Theta$\} (1.1)

に含まれる確率密度に従う確率変数からの大きさ n の実現値ベクトルと

する。密度関数を母数の関数と見なして尤度

L( $\theta$;x) =p(x| $\theta$)
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が定義される。尤度法は、尤度だけに依存して推測を行う体系だと定義

できる。母数の最尤推定量 \hat{ $\theta$}_{M} と二つのモデル \mathcal{M}_{i}=\{p_{i}(x|$\theta$_{i})\} に対す

る尤度比 p_{1}(x|\hat{ $\theta$}_{1M})/p_{2}(x|\hat{ $\theta$}_{2M}) が代表的な推測法である。また、条件付き

尤度とか周辺尤度など、最尤推定量の改良がなされている。更には、複

数のモデルを比較する AIC も提案されている。

歴史的に見て、尤度法は大きな役割を果たした。モーメント法とか最小

二乗法による母数の推定では必ずしもモデルの仮定は明確ではない。実

際指数分布族に属する密度 p(x| $\theta$) が(1.1) の \mathcal{M} に属すると仮定できる

ときには、最尤推定量は十分統計量の関数 t(x) の関数になる。一方で、

ガンマ分布の母数推定ではモーメント推定量が提案されることがあった

(例えば [JK])。ところがガンマ分布の密度関数

p(x| $\mu$,  $\tau$) = \displaystyle \prod\frac{$\tau$^{\prime r}}{ $\Gamma$( $\tau$)}\frac{x_{i}^{ $\tau$-1}}{$\mu$^{ $\tau$}}\exp(-\frac{ $\tau$ x_{i}}{ $\mu$})
と書けるから、十分統計量は標本平均 \overline{x} と標本幾何平均あ だから、通

常のモーメント推定量のように、2次モーメント \displaystyle \sum x_{i}^{2} を用いる理由は

無い。

一方で、最尤推定量の最適性は驚くほど貧弱である。よく知られた最

適性は

1) 弱い正則性条件の下で、漸近的に正規分布に従い、漸近分散は最小

である。

2) 指数分布族の平均母数の推定では、UMVUE になる。

二つの最適性において、1) では漸近性、2) では不偏性条件が付けられた

下での最適性である。特に後者の不偏性の条件は実際的でない。

§2. 一様事前分布の下での事後モード

Bayes 法では、未知母数  $\theta$ が超母集団からの実現値とみなす。その密

度を

 $\pi$( $\theta$) (on  $\Theta$ )

と書いて事前分布と呼ぶ。
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観測値を固定して考える意味で、事後密度の考え方と相通じる面があ

る。実際、  $\Theta$ 上で一様な事前密度

 $\pi$( $\theta$) \equiv 1 (2.1)

を仮定すると、尤度と事後密度とは比例する。但し、一様事前密度は、例

えば  $\Theta$ = R^{\mathrm{p}} の場合、積分して有限でないことが多い。積分が有限でな

い場合、不適切 (improper) な事前密度と呼ばれる。事前密度が不適切で

あっても、事後密度が滑らかに定義できれば問題はない。

一様密度の困難は、  $\theta$ に対する一様密度と  $\eta$=g( $\theta$) に対する一様密度

が同等でない事実である。事前密度 (2.1) と  $\pi$( $\eta$)\equiv 1 は同等ではない。

変数変換に伴う Jacobian が無視されているからである。一方最尤推定量

では元々事前密度を仮定しないから、そうした困難は生じない。

また、一様事前密度は常識的に見て不自然なことも多い。実際2項分

布 \mathrm{B}\mathrm{i}(n,p) では  $\theta$=\log\{p/(1-p)\} に対して (-\infty, \infty) 上の一様密度が

仮定されることがあるが、滑らかな事後密度が導かれない。そして、そ

の一様密度から導かれる事後平均が最尤推定量と対応している。

確かに、一様事前密度を仮定することにより、最尤推定量を説明でき

る。しかしその説明は簡単ではあるが無理があり、より一層の深い議論

は行えない。

§3. Jeffreys 事前分布の下での事後平均

Jefffreys 事前分布は標本密度が指数分布族 (1.1) に従うときには

$\pi$_{J}( $\theta$) \propto \sqrt{M''( $\theta$)}. (3.1)

で定義される。より一般的には行列式を用いて、 M''( $\theta$) を

|\mathrm{E}\{\partial$\theta$^{2}\log L( $\theta$;x)/\partial^{2} $\theta$;p(x| $\theta$\rangle\}|

と置き換える。この事前密度は変数変換を行っても同等な事前密度が得ら

れる。むしろ変数変換に関して不変な事前密度として導入されてた (Jef‐

freys, 1961)_{0}
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共役事前密度は適当に m,  $\delta$ を選んで、次のように表される。

 $\pi$( $\theta$;m,  $\delta$) = \exp\{ $\delta$(m $\theta$ - M( $\theta$) - N(m))\}b( $\theta$)k(m,  $\delta$) (3.2)

但し、 \mathrm{N}(t) は凸関数 M( $\theta$) に共役な凸関数である。二つの確率密度 p_{1}(y)
and P2 (y) のKullback‐Leibler divergence, \mathrm{E}{\log (pi (y)/p_{2}(y)) ;pi (y)}, を

\mathrm{D} (p_{1}(y),p2 (y)) と書く。この記法を使うと (3.2) は c=\mathrm{N}'(m) とおいて、

次のように書き直すことができる。

 $\pi$( $\theta$;m,  $\delta$) = \exp\{- $\delta$ \mathrm{D}(p(y|c),p(y| $\theta$))\}b( $\theta$)k (m,  $\delta$ (3 \cdot 3)

この事前密度を特定するためには、  $\delta$ と  m を選ぶと共に b( $\theta$) をどのよ

うに選ぶ必要がある。この問題は、 m の選択が難しいときには  $\delta$=0 と

置く ことにより困難が解消できるので特に重要になる。この場合 b( $\theta$) は

無情報事前密度と呼ばれる。Jeffreys事前密度は一つの提案である。

事後平均で母数を推定することにより、一つの最適性が導かれる。勝

手な \check{ $\theta$} に対して次の不等式が成り立つ。

\mathrm{E}\{ (\hat{ $\theta$}-  $\theta$)^{2}; $\pi$( $\theta$|x)\} \leq \mathrm{E}\{(\check{ $\theta$}-  $\theta$)^{2}; $\pi$( $\theta$|x)\}.

Jeffreys 事前密度の下での事後平均により母数を推定すると、別の魅力

的な最適性が導かれる。推定値を plug‐in した予測子は e‐最適な予測子

である。

Yanagimoto and Ohnishi (Manuscript) は次の関係式を得て、同時に

Jeffreys 事前密度を特徴付けた。

命題.M(の と Fisher 情報行列 I( $\theta$) についての適当な正則条件の下に、

事前確率密度

 $\pi$( $\theta$;$\theta$_{0}, n)\propto\exp { -n\mathrm{D} ( $\theta$_{0},  $\theta$) } b( $\theta$) .

を定義すると仮定する。このとき漸近的な関係式

\mathrm{E}\{ $\theta$; $\pi$( $\theta$;$\theta$_{0}, n =$\theta$_{0}+O(n^{-2})
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をすべての  $\theta$_{0}\in $\Theta$ で満たすための必要十分条件は、  b( $\theta$) が偏微分方程式

\displaystyle \nabla\{\log\frac{b( $\theta$)}{\sqrt{\det I( $\theta$)}}\}=0 (3.4)

を満たすことである。Jeffreys事前密度はこの偏微分方程式を満たす唯一

の解である。

この命題は最尤推定量とベイズ推定量の聞の深い関係を示している。有

効性など最尤推定量の漸近的性質は、そのまま Jeffreys事前密度の下で

の事後平均 \hat{ $\theta$} が満たす性質になる。また、尤度比検定統計量も同様であ

る。最尤推定量が満たして、 \hat{ $\theta$} が満たさない性質は、指数分布族の平均

母数のUMVUEであることと、修正尤度法だけである。この点も次節で

その限界を指摘する。

予測子の視点から見る。一つの最適な予測子 p_{e}(y|x) は、勝手な予測

子 p(y|x) に対して

E\{\mathrm{P}\mathrm{D} (p(y|x), p_{e},(y|x), p(y; $\theta$)) | $\pi$( $\theta$|x)\}=0

を満たす。その予測子は、plug‐in 予測子 p(y|\hat{ $\theta$}) と一致する。しかしが、

最尤推定量の plug‐in 予測子にはこれと言った最適性はない。

更に詳しく調べるために、次の等式を満たす予測子の族を考える。

\mathrm{E}\{\log\{p(x|x\rangle/p(x| $\theta$)\} -\mathrm{D}(p(y|x),p(y| $\theta$)); $\pi$( $\theta$|x)\} =, 0 . (3.5)

最尤推定量を plug‐in した予測子 p(y|\hat{ $\theta$}_{M}) は上の等式を事後平均を取らな

いでも成立する。その等式は、最尤推定量と Kullback‐Leibler separator

の双方にとって好ましい性質とされている。しかし、同時に p(y|\hat{ $\theta$}_{M}) は上

の族の中でベイズリスクを最大化する (Yanagimoto and Ohnishi, 2011).

ベイズリスクを最小にするのはベイズ予測子は p(y|\hat{ $\theta$}) で表される。言い換

えると、漸近的には二つの推定量は、 O(n^{-2}) まで同等であるが、plug‐in

予測子を評価すると Jefffreys 事前密度の下では Kullback‐Leibler 損失の

ベイズリスクの最大化させる予測子と最小化させる予測子に分かれる。
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近年統計的推測における予測子の役割が広く認められている中ではこ

の違いは大きい。例えば AIC は観察 plug‐in 予測子 p(x|\hat{ $\theta$}_{M}) に基づい

ているが、 p(x|\hat{ $\theta$}) に基づいて DIC を補正した方が望ましいことが予想さ

れる。

上の定理がもたらす興味深くある意味で皮肉な側面は、最尤推定量も

Jeffrevs 事前密度 (従ってそれから導かれる推定量) も批判の対象である

事実である。しかもその批判は故のない批判ではなくて、ごく真っ当で十

分納得できる。実際、最尤推定量は Neyman‐Scott 推定量とか Stein 推定

量が示すように、母数の次元が高いときを始め多くの欠点があることが

受け入れられている。修正尤度法は欠点を避けたり小さくするための工

夫と理解できる。Jeffieys 事前密度も同様に批判の対象である。Reference

事前密度の方が受け入れられているように思われる。左右Haar測度に

関しては Robert (2001, Chapter 9.3) が参照できる。

問題は欠点があるかどうかではない。欠点が小さいときにだけ適用し

て、欠点が大きいときにはその欠点が小さくなるように対策を施せば良

いからである。だから、欠点が見込まれるときの対策を議論する。この

議論に入ると、尤度推論の限界が明瞭になる。

§4. ベイズ法の多様性と coherency

最尤推定量 \hat{ $\theta$}_{M} と Jeffreys 事前密度の下での事後平均 \hat{ $\theta$} に欠点があ

るときにどのように対処できるだろうか。最も簡単な例として正規分布

\backslash _{\wedge}^{$\tau$_{:}}( $\mu,\ \sigma$^{2}) の場合を考える。この場合は両者は同じ推定量 \hat{ $\mu$} = \overline{x}, \hat{ $\sigma$}^{2} =

\displaystyle \sum(x_{i}-\overline{x})^{2}/n となる。しかし、この推定量は欠点がある。その欠点のた

めに Neyman‐Scott 問題が生じる。この欠点を排除するために提案され

るのが修正尤度法である。正規密度を

p_{N}(x| $\mu,\ \sigma$^{2}) = \displaystyle \prod\frac{1}{\sqrt{2 $\pi$} $\sigma$}\exp-\frac{1}{2$\sigma$^{2}}(x_{i}- $\mu$)^{2}
= \displaystyle \frac{\sqrt{n}}{\sqrt{2 $\pi$} $\sigma$}\exp-\frac{n}{2$\sigma$^{2}}(\overline{x}- $\mu$)^{2} \overline{\sqrt{2 $\pi \sigma$^{2}}}(1n-1)_{\sqrt{n}^{\exp-\frac{1}{2$\sigma$^{2}}\sum(x_{i}-\overline{x})^{2}}}
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と分解して、分散の推定を右辺の第2項を最大化させる。第2項は周辺

尤度とも見られるし、 \overline{x} を与えた時の条件付き尤度とも見られる。つま

り、通常の尤度ではなくて修正尤度である 。 0 結果として得られる推定量

は \displaystyle \hat{ $\sigma$}_{C}^{2}=\sum x_{i}-\overline{x})^{2}/(n-1) である。

ベイズ法での対応の一つは、  $\tau$=1/$\sigma$^{2} とおく と ( $\mu$,  $\tau$) が自然母数であ

ることに注意して、いて reference 事前密度として  $\pi$_{R}( $\mu$,  $\tau$)\propto 1/ $\tau$ を仮

定する。  $\tau$ の事後平均を求めると \hat{ $\tau$}=1/\hat{ $\sigma$}_{C}^{2} となる。自然母数の事後平均

であったから、島 \hat{ $\tau$} をplug‐in して得られる予測子は最適になる。多くの

研究者は reference 事前密度の方が尤もらしいと考えているから、事前密

度を変えるだけである。

事前密度を変えることは極めて広範囲の中から選ぶことである。実際

には、事前密度を選択することは必ずしも容易ではない。しかし、選択の

範囲は広い。Neyman‐Scott 問題は reference 事前密度を仮定して、Stein

問題もクーロン ポテンシャルに基づいた事前密度を仮定した下での事

後平均を用いて解消される。事前密度の選択は多様である。無情報事前

密度に限らないで、(3.2) のような共役事前密度を利用することも可能で

ある。更には、より一般的な事前密度が状況に応じて選ぶことができる。

事前密度の選択が自由であること特徴は、母数の次元が高いときによ

り明瞭になる。一つの実用的な例として、平滑化問題を考える。正規モ

デル x\sim \mathrm{N} ( $\mu$, (1/ $\tau$)\mathrm{I}) を仮定して、絢が i に伴い変化すると仮定する。

問題はその変化の傾向をデータ x から推測することである。尤度法では

回帰モデルとして定式化する。適当な関数系  $\mu$( $\theta$) を仮定して,回帰モデ
ルを

x =  $\mu$( $\theta$) + e, e \sim \mathrm{N}(0, (1/ $\tau$)1)

とする。多項式回帰モデルでは $\mu$_{i}( $\theta$) =\displaystyle \sum_{j=0}^{p}$\theta$_{j+1}i^{j} とする。その上で

母数は最尤推定量で推定される。母数の次元が高いと最尤推定量の性能

は全く保証されない。それより重要な点は、関数系  $\mu$( $\theta$) を見つけるこ

とは難しい事実である。
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平滑化法を階差2の行列 D_{2} を  $\mu$'D_{2}. $\mu$ = \displaystyle \sum($\mu$_{i+2}-2$\mu$_{i+1}+$\mu$_{i})^{2} を使っ

た場合で考える。事前密度を D_{2}^{-} を D_{2} の (Moore‐Penrose の一般化) 逆

行列、 e_{1}' = (1, \ldots\ldots, 1) , e_{2}' = (. . ., i-n/2, \ldots ) として

 $\mu$( $\theta$) \sim \mathrm{N}($\theta$_{1}e_{1}+$\theta$_{2}e_{2}, (1/$\theta$_{3})D_{2}^{-}) (4.1)

で与えられる。これから母数が、 $\theta$_{3} については細かい議論が必要になる

が、推定できる。必要であれば、階差の次数を変えても良い。指摘して

おきたい点は、階差行列は多項式回帰モデルのように格別の工夫もなく

仮定できることである。また、隣り合った平均値が近いことは平滑化で

はごく自然な仮定であり、Wiener過程とかスプライン関数などと関連が

ある理論的な裏付けのある仮定である。一方で、多項式回帰モデルは大

抵のデータには適合が悪いことが知られている。更には、良い適合が見

込まれる関数系  $\mu$( $\theta$) を見つけることには匠の技が求められる。しかも、

今日解析が求められるデータは大規模で複雑化しているから、従来の匠

の技では対応不可能である。

尤度法の本質的な限界は、モデルが制約される点にある。また、モデ

ルの適合が疑われるときの対応が限られている。

§5. 尤度法に長所はあるのか

改めて尤度法見直すと

1) 事前密度仮定しなくても良い

2) 指数分布の平均母数の推定量がUMVUEである。

の2点が残された長所である。第1点は推測における根源に関わる問題

である。不要な仮定は排除して可能な限り観察から推測することは経験

科学根源である。だから、事前密度のような排除が可能でデータに基づか

ない仮定を設けることに抵抗があるのも納得できる。一方で、事前密度

を仮定しなければ客観性が担保されるかを議論すると、話が変わる。要

するに、本質的な違いは無い。回帰モデルのような統計モデルは客観的

も受けられる訳ではない。また、データから自然に導かれる訳でもない。
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解析者の主観的判断で仮定したモデルである。この事実は広く受け入れ

られている。

科学哲学の世界では広く受け入れられているが、しばしば看過される

事実に観測値データ x が関係者の主観経験関心に影響された結果で

ある事実である。いわゆる観察の 「理論依存 (負荷) 性」 である (例えば

内井 (1995))。統計解析が受け入れられている典型的な分野である、比較
対照臨床試験を例に考える。試験は、プロトコールに定められた手順に

より実施される。そのプロトコールは専門家グループにより作成される

が、専門家とは将に既存の知識に囚われた人でであり、その知識も不十

分である。実施に携わるスタッフも同様である。データは比較が公平に

なされるように努力がなされる一方で、関係者の主観経験関心が深

く入り組んだ結果でもある。臨床試験に疎い人にとっては、臨床試験に

おけるデータ マネージャーの大きさには気付きにくいと思われる。プ

ロトコールに忠実に試験が実施されるように、データのを正確に扱う職

務を担当する。真面目な人であれば直ぐにでも携わることができるとも

考えられるが、実際はそうではない。専門的な研修を経たデータマネー

ジャーが参画した試験の方が、信頼性の高いデータが得られる。「先入観

を排除して虚心坦懐に観察する」 としたイメージとは真逆である。

確かにデータに含まれる情報を事前密度の仮定によりねじ曲げられる

怖れは否定できない。しかし、仮定しないとより客観的な推論になるか

というと何の保証もない。臨床試験データの収集と解析の分野でベイズ

法の導入が試みられている現状は、おかしな試みと言うより目的に即し

てデータに情報を作り込んでそこから情報を縛り出すための有効な方法

の開発と捉えることができる。従来、事前密度はデータが収集された後

の事後解析の一部であった。今日では科学研究は計画された下にデータ

が収集され、その計画の一部として統計解析手法が予め設定される。臨

床試験の場合には登録制度が普及しているので、事前密度の事前登録の

推奨が提案されつつある (例えば、Ogura and Yanagimoto, 2016) 。
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この節に挙げた2) の長所は、その簡明さと直感的な訴求性にも拘わら

ず、その内容は貧弱である。先ず、平均母数の不偏な推定量に限る根拠

が明瞭でない。確かに偏りがある推定量は望ましくないが、推定量の評

価はリスクで評価することが原則である。そのためには妥当な損失を選

択する必要がある。平均母数についても、位置母数でなければ、2乗損

失が広く受け入れられるとは限らない。近年では、Kullback‐Leibler 損失

のような予測子に関連した損失がより受け入れられている。

上の議論はおいて平均母数の2乗損失を仮定した議論を、正規モデル

\mathrm{A}\backslash ^{?}:( $\mu,\ \sigma$^{2}) を例に考える。平均母数は ( $\mu,\ \mu$^{2}+$\sigma$^{2}) となる。その UMVUE

は (\displaystyle \overline{x}, \sum x_{i}^{2}) であり、最尤推定量でもある。改めて見直すと、  $\mu$ について

はともかく  $\mu$^{2}+$\sigma$^{2} の不偏な推定量に議論を限ることの妥当性は説得的

ではない。実際この UMVUE は前節でも指摘したように、批判の対象で

ある。その結果、修正尤度法とかreference 事前密度を仮定した下での事

後平均が勧められる。両者は一致して $\sigma$^{2} のUMVUEでもある。

以上の考察を要するに、「尤度法はベイズ法無き里の蠕蠕」 であるとの

結論になる。この言明はやや性急すぎるかも知れない。しかし一歩譲っ

ても、殆ど成り立つ言明と思われる上に、更に議論を進めるに値する言

明である。

補注 :

本文でも述べたように、本稿の骨子は専ら大西教授 (九州大学) との共

同研究による成果である。しかし、本稿で展開した推測に関する論考は

専ら筆者によることから単著とした。
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