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要旨

角田譲追悼研究集会 *1 における同タイ トルの口頭発表の内容を記録補足する.抽象モデル

理論としてのチャンネル理論を振り返り,角田が提唱した抽象設計論を契機とするチャンネル
理論の新たな可能性を考察する.付録として,チャンネル理論と トポスに関連する命題を追加
した: 分類と情報射全体の成す圏留の部分圏として,自然なタイプ演算を持つ分類とその間の
情報射全体のなす elementary トポス 9を構成し,さらに9から 曽への忘却関手が左随伴
関手を持つことを示す.

1 はじめに

本稿は,角田譲先生 (以下 「先生」 は省略) の追悼研究集会における筆者の口頭発表の記録と

示す.巾の存在から次の命題が得られる.分類圏留の部分圏としてトポス 9を構成し,さら
に忘却関手の左随伴関手となるように7から9への関手を構成する.トポスは集合と関数の
圏Set の一般化であるから,この命題は,分類圏が Set のように自然であり,豊かな記述力を
持つことを示唆すると考えられる.

数学用語は数学辞典 [ 54\mathrm{J} による.圏論については Mac Lane[26] に従う.圏論は [46, 72,
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41, 27, 47] を参照した 「圏論の歩き方」 [46] は,異分野の概念を機能的に統合する圏論の

様子などが興味深く解説されている.数学において,集合と関数のなす有向ネットワークの帰
納的極限および逆極限の存在は基本的である [51]. 圏論ではそれぞれ余極限(colimit), 極限

(limit) という.余極限は節3.4でも述べるように,チャンネル蓮論でも使われる.トポスにつ
いては [23, 47] を参照する.分類と情報射などのチャンネル理論 [12] の基本定義を節4.2にま
とめる.

圏論とトポロジーが工学上の応用にも使える技術であることが玉木 [48] に平易に解説されて

いる.必要となるホモトピー計算の基礎のひとつに胞体分割がある.胞体分割にはモース理論

[56, 57, 39, 50] が使われる.ホモトピー計算のこれら一連の仕組みは,分類を特徴付ける指標,
いわば 「分類圏上のホモロジー論」 の構築の雛形として注目される.分類圏のホモロジー論の

構築に向けて,幾何学的な考え方は大森 [66, 65] が参考になる.たとえば,群作用の軌道の解釈
がおもしろい.群の既約表現がなぜ素粒子論と対応するのかを,同一視の認知行為まで掘り下
げて分析している.「無為 (何もしない)」 の意味付けの難しさの指摘もある.ベクトル空間と

線形写像からなるネットワークは線形写像の向きを形式的に逆向きにすると,分類と情報射の
ネットワークである.微分幾何学におけるファイバー束および接続 ([55]) などめ幾何学的な概

念構成は,分類圏上のホモロジー論構築のヒントになるだろう.

確率論を使う分野への適用がチャンネル理論の試金石になると考えられる.たとえば,機械
学習への応用である.機械学習については [53, 44] を,深層学習については [68] が詳しい.量

子力学も確率論と密接である [60]. [70] など量子コンピュータの考え方がよくわかる入門書

も身近にある.量子情報の数理につ  $\iota$ ・ては [59, 58] を基本文献とする.圏論と量子力学への

量子力学への応用については,淡中双対定理に基づくミクロ . マクロ双対性などの詳しい解説

が[61, 46] にある.Effectus[22] は,圏論による量子計算と確率の統一の最新の理論である.
BS (以下 BS) [12] も量子論理に一章を割いている.ニヌーラルネットモデルなどの分類器も広

い意味で確率と関係している.脳を分類器あるいは分類器のネットワークとみなせば,節3.9
の選好でふれるように,チャンネル理論による脳モデルは取り組むべき自然な研究テーマにみ

える.[40] にはエピソード記憶の驚くべき数学モデルの解説がある.しかも解剖学的に裏付け

られているという.現実の脳内に,コッホ曲線のような純粋数学にしか現われないと思われて

節3は,チャンネル理論の基本概念ををさまざまな視点からコメントする.とりあげたト
ピックスは次のとおりである.括弧内は節番号である.遠隔推論 (3.1), 関係とチャンネル

(3.2), 制約 (3.3), 普遍被覆 (=余極限) 計算 (3.4), 「数学の大統一」 から (3.5), データベース

(3.6), 分類と Chu 空間 (3.7), 学習 (3.8), 選好 (3.9), 分類圏のホモロジー論 (3.10), 正則論理

(3.11).
第4節は,分類圏の中にトポスを構成する命題とその証明である.分類圏が集合圏 Set のよ

うに自然かつ良い性質を持っていることを示していると考えられる.節4の構成は次のとおり
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である.証明の概略 (4.1), 分類と情報射 (4.2), 分類の和 (4.3), 完備分類と完備化 (4.4), 商分

類と外延化 (4.5), 完備分類の和 (4.6), 巾分類の構成 (4.7), 情報射適用 (4.8), 情報射のカリー

化(4.9), 情報射適用 (apply) の性質 (4.10), 分類圏のトポス性について (4.11), 惑星系メタ

ファによる分類圏の位置付け (4.12).

2 チャンネル理論と4人の研究者

抽象モデル理論としてのチャンネル理論ゆかりの研究者から,筆者の視点で4人を選びその,
研究の一部を紹介する.

2.1 角田譲

1980年前後,ある雑誌の集合論関連の記事の中で,内包的オブジェクトを添加した集合の世
界を提唱している研究者として,角田譲が紹介されていた.当時筆者はモンタギュの言語意味

論[32] を勉強中であった.たとえば,「明けの明星」 と 「宵の明星」 は外延(Bedeutung) は等

しいが内包 (Sinn) は異る,と説明されるような言語の意味論である.集合論に内包を添加する
.というのは,Kripke 流の可能世界と関係しているのだろうかと興味を覚えた.その後1990年

代半ばに知己を得て,論理の教科書 [71] などジ していることを知った.ロジックに興味はある

が専門家ではない筆者にとっては,別格のロジシャンであった.
そのような碩学が始めたのがチャンネル理論を使った抽象設計学である.抽象設計学とはな

にか? たとえば,ソフトウェア設計にも概念設計,機能設計,論理設計など,さまざま設計があ
る.それらの設計を文字どおり抽象化したものだろうか? また,造船や航空機の設計のような,
制約充足問題 [69] としての設計と角田の抽象設計とはどうつながるのか? あるいは,節3.4お
よび節3.9で述べる 「分類圏上の分散ネットワークの普遍被覆 (=余極限) 」 が,どう使われて
いるのだろうか? いずれにせよ,設計という広く異分野にまたがある基本的な概念をきちん
と定式化しようという精神こそ大事であり,受け継がなければならない.なお,抽象設計学の共

うな新分野を始めたこともうなずける.また,開放的民主的であった.ある会食での談笑の
折,循環集合を認める集合論の応宙にはなしが及んだとき,「モデル論は民主的である」 として

喜んでいた.集合論のいろいろな宇宙を研究してきた実践からくる本音の感想だろう.数学基

礎論の応用について,角田精神は将来に引き継がれてほしい.
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2.2 J. Barwise

Barwise は抽象モデル論,無限論理,弱い集合論の上での計算論,モンタギュ意味論,状況意
味論,状況理論,チャンネル理論などの研究で知られる.数理論理学のハンドブック [14] を編

集し,また,モデル論的ロジックのハンドブック [11] をFeferman と共同編集している.自然

言語の意味論にも強い関心があり,Mostowski の一般限量子理論 [33] を自然言語へ応用した,
Robin Cooper と共著の一般限量子理論などがある.解釈おける割り当て (assignment) の拡

張可能性に基づく,照応に関する研究もある [8]. 動的意味論や可能世界意味論とも関連性が深

い研究である.

哲学者 JPerry と 「状況と態度 (Situations and Attitude)j [38] を著し,�「文の意味は状況
の間の関係である」 のスローガンを掲げ関係意味論を提唱した.対象の同一性の信念や矛盾し

た信念を抱くこと,いわゆる 「明けの明星宵の明星」 問題に Austine 命題を使って取り組ん

でいる.
\grave{}

状況意味論の Complex Indeterminate(CI, 構造化不定元) はH Kamp の談話表現

構造 (DRS) と似ている.筆者はこのことに興味を持ち,CI を組み込んだプログラミング言語
CIL を論理プログラミング言語 Prolog の上に試作した [34].

その後,状況意味論のメタ理論としての状況理論を始めた.命題,事態,状況,型,パラメー
タ,不定元,制約,意味論の宇宙,などの自然言語の意味を構成する部品のモデルを構成してい
る [6]. 状況理論自身は,PAczel の反基礎公理 (AFA) 集合論で記述されている.状況理論の成

果は,研究集会報告集 [2, 29, 6] に収められている.

Barwise は,共有知識の循環構造など非整礎構造の観察から,現実世界に PAczel の非整礎

(non‐well‐founded) な状況が実在していると主張した.そして非整礎な状況の直接的なモデル

化のため,状況意味論のメタ理論として,状況理論を作った.「悪循環」 [10] で 「嘘つき文」 の

ような循環命題に対する Austin モデルと Russel モデルが,AFA 集合論に基き比較されてい

る.前者は文の内容をタイプとトークンを一体化する.Ausutin モデルの優位性が結論されて

いる.このように,Barwise にとって Aczel の反基礎 (AFA) 集合論は,超(hyper) 集合論と命

名したように特別であた

なせることがわかる.分類について,節3でもふれる.
Institution 理論 [20] のGoguen によれば,チャンネル理論は,Institution 理論と同じく,モ

デルの間の関係を論ずる抽象モデル論の一種であるという.「チャンネル理論は易しくてあり

がたい」 と,角田から筆者への私信の中にあった.フォーマルに書けば短かく気持良く書ける

のに,ロジックに詳しくはない読者層のために,平易に書いている.その力量と態度に敬意を
払ってのことだろう.一流の人は一流の人の作品の価値を理解できるのだと思った.

なお,チャンネル理論の分類は集合と所属関係の一般化でもある.分類圏は,状態空間と射影

103



の圏と随伴の関係にある ([12] の第8章状態空間).この対応で,情報射はプロセス理論でいう
模倣関係 (simulation) であることもわかる.分類圏は隠れたプロセス理論でもある.なお,山
田[49] は状態空間圏と分類圏のこの双対性に着目し,言語行為論の記述に同双対性を適用する
構想を発表している.

Barwise は,構文論は意味論の一部であると考えていたと思われる.文法は記号列の集合を
規定するが,集合のような構造を持つものの集まりを規定するものを文法であると考えた.実
際,弱い集合論 (KPU) 上の計算論を研究している [7]. 文法は集合上の計算可能関数であるか

らには,2次元の視覚情報にも構文がある,としてベン図など視覚情報についての構文論として
提唱した.このように,Barwise やAczel の研究をふりかえると,集合を構造化オブジェクトと
みる考えがみえてくる.数学基礎論がもっと注目してよい応用の方向だと思う.

ところでチャンネル理論には,ところどころ圏論的構成が暗黙的に使われている.チャンネ

ル理論出版の何年か前に,カリフォルニアで,彼に 「圏論は好きか」 とたつねたことがある.デ

ザートとしては好きだがメインディッシュとしての圏論はあまり好きではない,という返事で
あった.私見であるが,圏論のことばで表現しなおせば,チャンネル理論はもっと分りやすくな
り,他の関連する基礎理論たちとの建設的な比較ができるだろう.

2.3 P. Aczel

Aczel[1] はMilner の非同期プロセス理論 [31, 19] の状態遷移関係を集合論のメンバシップ

関係 ( \in ) として解釈した.しかし,ZFC では循環集合は許されないので,状態遷移を永遠に続
けるプロセスを集合で表わすことができない.これを克服するために,ZFC の基礎公理 (FA)
を捨てて,ある種の集合等式系が常に解をユニークに持つという反基礎公理 AFA を導入する.

AFA により例えば  x=\{x\} なる循環集合も存在する.なお,例4. 1で述べるよ‐ うに,Aczel [1]
は,集合全体のクラス V など,固有クラスも扱う.たとえば,巾クラス関数 pow の引数はクラ

スであり,pow(V) =V である.クラス関数が set‐based で単調ならば最大および最小不動点

クラスが存在することを示す.Aczel とMendlerは,その後,set‐based で単調な V上のクラ

ス操作 F に関する終余代数定理を証明した3終余代数定理は述語論理の項のようなさまざ

呼称した.しかし,Aczel は,その名前は好きではないと筆者に言っていた.Aczel 自身にとっ

ては終余代数定理がより大事な結果であるとのこと.同定理は,AFA を仮定せずとも,標準の
ZFC 内で集合の多様な世界を一挙に保証することができるからであろう.集合の多宇宙を認め

るという精神において,Aczelは�角田民主主義� 的である.

104



2.4 A. Colmerauer

Colmerauer は論理プログラミング言語 Prolog を作った [28]. Colmerauer のProlog の単

一化は,定理証明論における伝統的なロビンソン流の最汎単一化子ではなく,解形式から出発
点している [16, 15]. 解形式と,Aczel の公理 \mathrm{A} $\Gamma$ \mathrm{A} の定義に用いる等式系とは,形式が驚くほ
ど似ている.適切なオペレーションに関する余代数であることを知ったのはAczel[1] からであ

る.筆者は長年論理プログラミングに関ってきたが,余代数を知ったときのその便利さに驚い
た.あれから約20年後,オープンソース SWI‐Prolog の \mathrm{C} 言語組み述語variant (=@=) の改

良という貢献をした.それまでの変数の出現に関する制限を排し,効率のよい,しかも正当性は
余代数の一般論で保証されている.SWI‐Prolog[37] のコンパイラーの裏方として動作してい

る.次は述語 = $\Phi$= の使用例である.

?- \mathrm{f}(\mathrm{X}, \mathrm{X},Y) =@= \mathrm{f}(\mathrm{Y},Y,\mathrm{X}) .

true.

?- \mathrm{X}=\mathrm{f}(Y, \mathrm{A} ), Y=\mathrm{f} ( \mathrm{X} , A), X = $\Phi$= Y.

true.

7- \mathrm{X}=\mathrm{f} (Y , A), Y=\mathrm{f} ( \mathrm{X}, \mathrm{B}),X =@= Y.

true.

Colmerauer, Aczel, Barwise の三人は,筆者の中では,余代数の糸でしっかりつながってい
る.実際これら三者の理論を借りて,筆者は博士論文 [34] を書いた.

3 チャンネル理論再訪

数学では,論理学 圏論と一体化した集合論が,数学全分野の共通の記述言語となっている.
一方,インタネット,ユビキタス,データベース,マルティメディア,ビッグデータ,セキュリ

3.1 遠隔推論

チャネル理論は,「風が吹けば桶屋が儲かる」 のような文の意味を説明するためのモデルで

ある.時空的に離れた状況の間の情報の流れの枠組みである.集合論が \in および = を基本関

係とするように,チャンネル理論の基本関係は,支持関係 \models である.状況意味論の  x\models a (状
況 x が事態 a を支持する) を一般化した関係である.「情報を運ぷ」 , 「情報が流れる」 などは

すべてこの基本関係から組み立てられる.とくに,Dretskeの情報の意味 [17] に強く影響され

ており,情報の流れの基本型を,  x\models acarries the information that  y\models b とする.つまり,
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x \models a\Rightarrow y\models b を,証明論でいうところの判断 (judgment) 形式とする.角田の抽象設計論

も,遠隔の状況間の推論を伝統的な一階述語論理による定式化から出発している.
Dretske 流の情報の流れの定式化のためには,位相空間論における連続写像のような写像が

必要である.位相空間には点集合および点を分離するための開集合系が与えられる.ふたつの
空間の間の点写像 f は開集合の逆像が開集合であるとき連続と定義される.チャンネル理論の

情報射も連続写像とほとんど同じである.開集合こそタイプに一般化されているが,情報射の
定義はあとで正確に述べるように,連続写像を随伴的に書き換えただけである.しかし,随伴的
な定義の効果で,分類間の情報の流れが双方向にバランスよく 「流れる」 しかけになっている.

意味の関係性を重視するBarwise[38] らしい定式化である.

3.2 関係とチャンネル

集合論では,関係 R とは集合の直積の部分集合である. a と b が関係 R にあるとは,たんに
順序対 (a, b) が集合 R に属すことである.大変明快な定義である,集合論の大きな貢献のひと

つは,この関係概念を定義したことである,と筆者は思っている.関係の特別な場合として関数
概念が定義される.ジャン デュドネのことばと記憶するが,集合と関数があればどんな数学
も記述できるし,なければなにもできない.

関係と関数に対応するのは何であろう? 私見であるが,チャンネル理論においては2項チャ
ンネルが,集合論の関係に該当し,一般には分散ネットあるいは錐が多項関係に該当している.
2項チャンネルの定義を,直積の部分集合としての関係を較べてみると,チャネル理論の関係は
グラフ理論のリンクのように具体的であることがわかる.素朴かつ神秘的な �赤い糸� としての

関係概念の復活とも考えられる.一方,集合論に関数に対応するのは,状態(tate space) であ

ろう.ただしチャンネル理論では状態は分類の双対として定義される.つまり異なる圏に棲む

対象である.現時点でこれ以上のことは筆者には分からない.

3.3 制約

,,

に記述されている.正則理論を局所的に与える枠組みは他にはみられない.チャンネル理論独
自の特徴であろう.

制約はタイプからなるシーケントの集合であったから,データとしてシーケント上の操作が
できる.この特徴を活かすと,情報の流れの性質についての議論ができる.たとえば,図を用い
ると なぜ情報が効率よく伝わるのか,いわゆる,情報ただのり (free ride) 現象はどういうメカ

ニズムで起こるのか? 下嶋 [36] は分類,情報射,局所論理を使ってこれらの現象を説明する

モデルを詳細に展開している.例えば,局所論理が�ホーン節論理�(シーケントの右辺がたかだ
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か一個のタイプ) なら,「ただのり」 現象が起きるなどの分析が得られる.局所論理の意義を示

すとして,下嶋の理論は BS [12] の中でも高く評価されている.

3.4 普遍被覆計算

BS [12] は分散システムの意味論の基礎となり得る.ひとつの理由は,分類と情報射のなす
ネットワーク D には,余極限 (colimit) L が常に存在することである. L を問題 D の解,ある
いは意味と解釈する.

数学の地味な定理の一つに,任意の関数系に対する射影的極限および帰納的極限の存在定理

がある.やさしい集合論で容易に証明される定理である.チャンネル理論でも,分類と情報射か
らなる系に対して普遍被覆 (=帰納的極限=余極限) の存在が証明される.この普遍被覆定理の

証明は,関数系の場合とまったく同様である.極限/余極限は実数順序に関する最大元/最小元

の一般化であるから,チャンネル理論では最大/最小原理が使えるともいえる.この 「普遍被覆

定理」 を用いて,たとえば,論理プログラミングやデータベースなどの意味論を再構成できる.
普遍被覆は分散システムと制約の意味つまり解空間と解釈できる.分散システムと制約

から それらの普遍被覆をを構成するプログラミングは難しくない..実際次の実験的 CGI

http: //\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{b} .sfc.keio.ac.jp /-\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}/\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{g}\mathrm{i}7/\mathrm{d}\mathrm{s}- cover. html は,分類と情報射からな
る規模の小さなネットワークの普遍被覆を計算して表示する.普遍被覆の計算は,まずトーク
ン集合の直積を構築し,制約を適用してフィルタリングする.磨けばチャンネル理論のため
の小規模実験道具としては使えるだろう.ソースコードは SWI‐Prolog のパッケージ (名前

=\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}) としてすでにオンライン公開している.

3.5 「数学の大統一」 から

情報系の分野の統一言語の有力候補としてチャンネル理論に期待していることは既に述べた.

参考に,「数学の大統一」 [73] をみてみよう.内容は,異分野の思わぬ統一のパターンが分かり

,,

ル理論に情報系の統一の指針になるような原理はあるだろうか?

まったくの私見であるが,情報系の問題を分類圏で考えることが情報系の原理となるのでは
ないだろうか? 分類圏では普遍被覆定理,すなわち最小原理で問題の意味を定義し,解を情報
射とする原理である.「選好」 の節3.9は原理のひとつの雛形の考察である.
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3.6 アータベース

関係データベースのスギーマ,統合制約チャンネルは関係概念の一般化であり,かつリンクの
集合でもある.タイプや制約や論理もチャンネル理論の基本である.関係データベース [64] の

スキーマ,統合制約あるいは,entity‐relation の記述には十分の表現力を持っている.論理プ

ログラミング言語に対しても同様である.

3.7 分類と Chu 空間

Chu 空間 [21] は行列である.行列の要素は与えられた体の元である.したがって,行列どう
しの足し算や掛け算ができる.テンソル積など豊富な空間演算を持っている.Chu 空間は数

学の双対性 (duality) 探求に発する.計算機科学者 V Pratt[35] らにより,並列計算モデルに
応用 開発されている.チャンネル理論の分類は,形式的にはChu 空間の行列要素が真偽値

(0,1) に退化したものである.

Gupta[21] は,Chu 空間を非同期プロセスのモデルとして考察している.Chu 空問と Chu

写像の概念は,射の向きが逆であることを除けば,分類と情報射のそれとほぼ同じである.プロ
セス理論を背景に持つ Chu 空間論と言語意味論を背景を持つチャンネル理論が独立に開発さ

れたにもかかわらず,ほぼ同一の枠組みを持っている.

3.8 学習

学習理論の応用と理論の進展はめざましいものがある [63, 5, 43, 67]. 学習理論は,広い意
味で分類を対象とするが,チャンネル理論を適用した例はまだ見られない.チャンネル理論
の対象は分類であるので,チャンネル理論で 「学習」 はどう定式化されるだろうか.それは今

後の課題であるが,ここでは,チャンネル理論による定式化について予備的な考察をしてみよ

遍被覆定理が成り立つから,学習の意味は,エネルギー関数 E に対応するものとして,系 vi の

普遍被覆として定式化できるだろう.つまり,数値列が分類のネットワークに一般化され,その
ネットワークの普遍被覆が学習の意味出力となる.なお,伊藤清のマルチンゲールによる確率
過程論 [62, 75] は可測集合の単調増加列を用いており , 可測集合は分類であるから,形式的に
はチャンネル理論と重なる.

確率空間はすでに学習にも用いられている.確率空間を分類に言い換えただけに終るのでは

つまらない.しかし,チャンネル理論は局所論理という 「推論」 を持っている.確率計算だけで

.はないロジックベースの学習理論が得られると期待する.
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学習理論は,選好理論や設計理論など他の応用分野とも重なる.そのためにも,学習理論ない
しそのためのチャンネル理論へのダイナミックスの導入はチャンネル理諭の今後の試金石であ

る.応用分野角を開拓する上で,角田の抽象設計論は貴重な糸口を示してくれた.

3.9 選好

坂原佐藤 [42] はチャンネル理論を基礎に選好理論を解説している.選好の3要素を知識.

欲求観察なる分類とし,欲求と観察それぞれから知識に向う情報射が形成されること,すなわ
ち知識を中央とする2項チャンネルの形成を選好としてモデル化している.制約から普遍分類

が作れたから,知識欲求観察は制約であるとしてよい.選好行為は情報射の構成であるとい
うアイデアがポイントである.例として 「甘いジュースは好き」 しかし,「甘いジュース \rangle ゴキ

ブリ入りはだめ」 という選好の非単調論理的な現象をチャンネル理論を基礎に説明している.
BS [12] はチャンネル理論の日常言語の非単調論理性の説明に力を入れている.人工知能のフ

レーム問題の回避のために,帰納論理あるいは仮説推論(abduction)の研究も盛んである.実
際,Google の衝撃的な,世界のトップレベルの棋士 をすでに凌駕したと言われるアルファ碁

の開発には,帰納論理の研究者 R. Goebelの研究室出身の学生4,5人が参加していると聞いて
いる.

人は仮説的推論,感情,感性で行為する.演繹だけでは動かない.またフレーム問題はひとつ

のモデルの中の問題である.チャンネル理論やその前身である状況意味論では,世界の断片と
しての分類あるいは状況,言い換えると多部分モデルを対象とするので,フレーム問題はそもそ
も存在しないと考えられる.

3.10 分類圏のホモロジー論

モノを 「分ける」 ということは生命体にとって必須の能力である.獲物かあるいは捕食者か

の見分けはまさに命懸けの分類である.分類の数学理論は,オイラー標数に始まり,ボアンカレ

..

ホモロジー計算をするこころ (心) のモデルをを提唱している.分類圏上のホモロジー論は現時

点では雲をつかむような夢想に過ぎな  $\iota$\backslash 
, しかし,分類圏のホモロジー論を構築する過程で,逆

にこころのモデルが浮ぴあがってくることも期待される.

次のモース理論によるホモロジー計算の例は,分類圏上のホモロジー論の最初のヒントとし
て,注目している. G 群として G_{-}^{r}集合 Xは自然に分類と見なせる. G の元は Xから Xへの関

数であり,関数は分類の特別な場合である.実際,チャンネル理論 [12] では関数を状態空間と言

い,状態空間とその間の射影(projection) とよぶ射の圏を状態空間の圏と称して,分類圏との
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関係を詳しく調べている.明示的にこそを述べられてはいないが,状態空間圏と分類圏の間の随
伴性を記述していることは明白である.これを念頭に, h : G\times X\rightarrow X を G のXへの作用と

し,分類 A_{G} を \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A_{G})=X, \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A_{G})=X, x\models A_{G}y \Leftrightarrow \exists g\in Gh(g, x)=y で定義す

る.状態空間 S_{G} を \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(S_{G})=G\times X, \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(S_{G})=G\times X, (g, x) \models S_{G}y \Leftrightarrow  h(g, x)=y
で定義する.

G‐集合 Xが分類であることを使うと,次のように多様体のホモロジーを分類のホモロジー
と見なせる.多様体のモース理論 [56, 57, 39, 50] によれば,多様体 M 上のモース関数が与え

られると,勾配ベクトル場が決まる.勾配ベクトル場から1パラメータ変換群 G が決まる. G

により M は互いに交わらない軌道の集合に分割される.その分割から M は胞体に分割され.

胞体に分割されるとホモロジーやホモトピーが定義できる. M の点 x が時間 t 後に点 y に移

るという関係の原因とみれば, G は分類とみなせる.ここに現われる胞体分割を分類のホモロ

ジーの雛形と考えている.

3.11 正則論理

チャンネル理論に用いられている正則理論を他に変更することは可能だろうか? 正則論理

の公理,その中で特に大域ガットは,与えられた制約から普遍分類を構成する根拠である.一
方,大域カットは普遍分類の構成を保証するためだけに使われているように見える.ただし,普
遍分類は分類のプール化にも使われている.チャネル理論の特徴は,正則理論に基いた局所論
理を持っている点である.この点で他の枠組み (Chu 空間,Institutions, Locale, Information

System (D.Scott)) とは異なる.局所論理に用いられている大域カットなど推論規則の意味や

意義について,筆者には不明である.なお局所論理の大域カットは[18] 由来であることが [12]
に記されている.

4 分類圏とトポス

さて,どんな圏も米田補題を使って,トポスに埋め込める,ことは良く知られている [47]. しか

しながら,モデル記述の枠組みとしての分類圏の特徴を体験してみたい.一例として,分類圏の
部分圏として具体的にトポスが作れるだろうか? 本節は,そのために情報射のタイプ射がトー
クン射に支配されていることを,まず確認する (命題4.6).集合と関数の圏がトポスをなすこ
とは,具体的でほぼ自明な事実であるので,トークン射の情報射に対する �実効支配� を使って,
この事実を情報射ヘリフトする.これが証明の基本方針である.本節の証明が》米田埋め込みの
系として簡単に,あるいは自動的に得られるのかどうか,筆者には不明である.本節は分類圏の
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ホモロジー論構築というスローガンの実現に向けての準備体操のつもりであった.長い準備体
操になってしまった.

以下,トポスの定義は既知とする [23]. 分類圏留の部分圏として,あるトポス 9を構成し,
9から曽への忘却関手 G の左随伴関手が存在する.この意味で分類圏は実質トポスである.

証明は ZFC 集合論の宇宙 Vの中で行う [25]. .通常どおり \{x|p(x)\} は性質 p(x) を満たす x

全体のクラスを表わす.pow(X) \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=\{S|S\subseteq X\} . finpow(X) でXの有限部分集合全体を表

わす.集合 Xから集合 \mathrm{Y} への関数全体を Set (X, Y) で表す.

4.1 証明の概略

目標は分類圏留が実質的にトポスであることの証明である.曽の対象を分類(classification)
という.分類圏留は,巾の存在以外はelementary トポスの定義条件を満たしている.よって

証明すべきは巾分類の存在のみである.残念ながら簡単な反例により,一般には巾分類は存在
しないことが分かる.位相空間でいう開集合の共通部分演算の相当する演算がないために,留
の分類のタイプが少ないことが理由である.

巾の構成のために,まず分類圏曽の部分圏として以下のようなトポス 9が存在することを

いう.トポス ff には,対象 A, B の�直積�A \oplus B および,9の対象  A, B の巾対象 A^{B} , さら

に情報射適用 ev: C\Leftrightarrow C^{B}\oplus B が存在する.それらは巾の特徴付けの性質を満す.すなわち,
F の任意の情報射 h : C\Leftrightarrow A\oplus B に対してカリー化情報射 Kh: C^{B}\Leftrightarrow A がユニークに存在

して, h=(\mathrm{K}_{h}\oplus \mathrm{i}\mathrm{d}_{B}) oev となる.

次に,曽 から 9 への関手  $\Gamma$ を構成する 留 の射  h : C\Leftrightarrow A + B に対して,
 $\Gamma$(h) :  $\Gamma$(C)\Leftrightarrow $\Gamma$(A) \oplus \mathrm{r}(B) が,関数適用射と \mathrm{r}(h) のカリー化の合成に一致する:

 $\Gamma$(h)=(\mathrm{K}_{ $\Gamma$(h)}\oplus \mathrm{i}\mathrm{d}_{B})\circ \mathrm{e}\mathrm{v} . (巾を特徴付ける命題4.11).
留自身はトポスではない.トポスを構築するために,分類のタイプつまり �開集合� を形式的

に十分たくさん付け加える.その効果で,留における任意の2変数関数� を9の巾分類のトー

クンとしてカリー化できる.こうして,留が実質的にトポスであることが示される.

.

, a, \in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}() .の x\in \mathrm{t}\mathrm{o}()
について x\models Aa\Rightarrow x\models Ab なるとき, a を b の部分タイプという.

注意4.1. 関係は集合の直積の部分集合であるから,分類および関係の概念は,両者まったく
同一であることに注意する.

A, B を分類, f^{\wedge}:\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)\rightarrow \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B) , f^{\vee}:\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B)\rightarrow \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) とする.任意の a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) ,

y\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B.) .に対して同値

y\models Bf^{\wedge}(a) \Leftrightarrow  f^{\vee}(y) \models A a
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が成り立つとき,写像の対 f=(f^{\wedge}, f^{\vee}) を A から B への情報射といい, f:A\Leftrightarrow B , あるいは

まぎれのないときは,たんに f:A\rightarrow B と書く. f〈を f のタイプ射, f〉を f のトークン射と

いう.

注意4.2. すでに注意したように,分類と関係は集合論では同一の概念である.一方,状態空間
と射影は,圏論の矢圏 (arrow catego蛎と明きらかに同じものである.あとでふれるように,
矢圏と分類圏には良く知られた反変随伴関手が存在する.ちなみに,関係の圏 (Allegow) の矢

は情報射を抽象化したものではない.

f:A\Leftrightarrow B, g:B\Leftrightarrow C のとき, h=(g^{\wedge}\circ f^{\wedge}, f^{\vee}\circ g^{\vee}) は A から C への情報射である. h を

f と g の結合といい g\circ f と書く.順序対 (\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)}, \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A)}) は A から A 自身への情報射で

あり, \mathrm{i}\mathrm{d}_{A} と書く. f:A\Leftrightarrow B, g : B\Leftrightarrow C, h : C\Leftrightarrow D は結合律 (h\circ g)\circ f=h\circ(g\circ f) を満

たす.単位元律 f\circ \mathrm{i}\mathrm{d}_{A}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{B}\circ f も成り立つ.ゆえに,すべての分類と情報射の集まり留は圏
を成す [26]. g\circ f=\mathrm{i}\mathrm{d}_{A}, f\circ g=\mathrm{i}\mathrm{d}_{B} なる情報射 f:A\Leftrightarrow B, g : B\Leftrightarrow A が存在するとき, A

と B は同型といい, A\cong B で表す.明らかに \cong は分類の間の同値関係である.

以下, \models A^{=}\{(x, a)\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A)\times \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)|x\in a\} , すなわち \models A がメンバシップ \in の制限の

とき, \models A を \in と略記する.

例4.1. 分類と情報射は,集合と関数の一般化である. \mathrm{X}, Y を集合, f:X \rightarrow \mathrm{Y} を関数,
A= (X, pow (X), \in ),  B= (Y, pow(y), \in ) とする.すると,  f(x)\in S \Leftarrow\Rightarrow  x\in f^{-1}(S) で

ある.ゆえに (f^{-1}, f) は B から A への情報射である.

例4.2. 線形空間 X の線形部分空間の全体を \mathscr{L}(X) で表す.線形空間 X, Y , 線形写像

f:X\rightarrow Y に対して, A=(X, \mathscr{L}(X), \in) ,
B= (Y, \mathscr{L}(Y), \in) , S\in \mathscr{L}(Y) , x\in X とする.

f は線形写像であるから, f^{-1}(S)\in \mathscr{L}(\mathrm{X}) であり,かつ f(x)\in S \Leftrightarrow  x\in f^{-1}(S) である.

ゆえに (f^{-1}, f) は分類 B から A への情報射である.

例4.3. 可測空間 Xの可測集合の全体を  $\sigma$(\mathrm{X}) で表す.可測空間 X, Y , 可測写像 f:X\rightarrow Y

に対して, A=(X,  $\sigma$(X), \in) , B=(Y,  $\sigma$(Y),.\in) , S\in $\sigma$(Y) , x\in X ならば,可測写像の定義
より f^{-1}(S) \in $\sigma$(\mathrm{X}) であり,かつ f(x) \in S \Leftrightarrow  x\in f^{-1}(S) である.ゆえに (f^{-1}, f) は

分類 B から A への情報射である.

定義4.1. [外延的分類] 分類 A のすべてのタイプ a b\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) について次の性質が成り立つ

,

ように,外延的分類の間の情報射はトークン射で決まる.位相空間など,集合とその上の部分集
合系の理論は多い.分類は部分集合系をタイプ集合として,抽象化一般化したものと考えら
れる.

曽は広大である.集合と関数の圏,位相空間と連続写像の圏,可測集合,可測写像の圏をそれ
ぞれ部分圏として留に包含される.しかし,たとえば,可測写像が連続写像とは限らないこと
から分かるように,この包含関手は充満(full)ではない.しかし,これらの包含関手を留への
忘却関手とみて,その左随伴関手の存在を議論をすることはできる.実際,のちに定義する完備
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分類圏9については,その忘却関手が左随伴関手を持つことが示される (命題4.7).
\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)=\emptyset かつ \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) がシングルトンなる分類が存在する. A の支持関係は常に \emptyset (空集

合) である. A は留の始対象である. A を始分類ともいう.同様に, \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B) がシングルトン,
かつ \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B)=\emptyset なる分類も存在し,  B の支持関係は空集合である. B は留の終対象である.

B を終分類という.

注意4.3. f^{\vee}, f〈の記法における \vee,\wedge は[12] の踏襲である.便利ではあるが,タイプにブー
ル演算を導入するときに和と積の記号と衝突する.混乱の恐れがあるときは括弧を使うことに
する.  f^{\vee}, f〈に代わるもっと良い記法が望まれる.たとえば,それぞれみ, f^{*} はどうだろう.

4.3 分類の和 A+B

定義4.2 (分類の和 A+B).
\bullet \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A+B)=\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)+\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B) (直和).
. tok (A+B)=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A)\times \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B) (直積).

(x ) y ) \models A+Bu.\Leftrightarrow \left\{\begin{array}{l}
x\models Au (u\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)) ,\\
y\models Bu (u\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B)) .
\end{array}\right.
分類の和 + は結合律を満す. (A+B)+C\cong A+(B+C) .

和のタイプの外延は [a1_{A}\times \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B) ) \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)\times[b]_{B} なる �帯� のみであり,ふたつの帯の共
通部分は必ずしも帯ではない.

注意4.4. 分類の和は,トークン集合については積,タイプ集合について直和をとる.トークン
レベルでみれば,位相空間における直積位相空間の定義に近い.古典的な位相空間論では,まず
点集合があり,その上に開集合系を考え,連続写像の向きは点集合の関数の向きとし,その逆関
数で開集合の対応が定義される.一方チャンネル理論では,タイプ(開集合) とトークン (点)
の二元論である,とくにタイプは外延では決まらない内包的な対象であり,情報の流れの観点
から,むしろタイプ澗集合) が主でトークン (点) が従と考える.したがって,情報射を連続写
像と思うと写像の向きが逆になっている.経験上,混乱が予想される.慣れるまで注意が必要

\wedge(\{a, b\}) ) ai \wedge a2\wedge\cdots\wedge a_{n}= \wedge(\{a\mathrm{i}, \mathrm{a}2, . . . , a_{n}\}) と規約する (n\geq 0) .

すべての x\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) , S\in \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)) について x\models A(S) \Leftrightarrow \exists a\in Sx\models Aa.
\bullet すべての  x\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) , a ) b\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) について x\models Aa\wedge b \Leftrightarrow  x\models A aかつ x\models b.

注意4.5. A が完備ならば [(\emptyset)]_{A}=\emptyset, [\wedge(\emptyset)]_{A}=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) である.

完備分類の問の情報射はタイプ演算と可換である. A, B が完備, f : A\Leftrightarrow B, S \subseteq \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) な

らば明きらかに x \models B f^{\wedge}((S)) \Leftrightarrow  x \models B (f^{\wedge}(S)) である.さらに, a, b\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) な

らば, x\models Bf^{\wedge}(a\wedge b) \Leftrightarrow  x\models bf^{\wedge}(a)\wedge f^{\wedge}(b) .
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定義 4.3. A を分類と して,完備分類 \mathrm{r}(A) を次の等式で定義する. S, S' \in

\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A))) , x\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) とする.

1. \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}( $\Gamma$(A))=\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A))) ,
2. \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}( $\Gamma$(A))=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) ,
3. S=\cup S (S\in \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A))))_{J}
4. S\displaystyle \bigwedge_{\backslash }S'=\{p\cap q|p\in S, q\in S
5. x\models_{ $\Gamma$(A)}S \Leftrightarrow \exists p\in S\forall a\in px\models Aa.
\mathrm{r}(A) が完備であることは明らかである. \mathrm{r}(A) を A の完備化という.空集合 \emptyset は分類 \mathrm{r}(A)

の空タイプである.一方,シングルトン \{\emptyset\} は分類 \mathrm{r}(A) の全トークンにより支持される.

\mathscr{T} をすべての完備分類と情報射からなるクラスとする.

命題4.1. 9は圏である.

次に,分類 A, B , 関数  $\sigma$:\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B)\rightarrow \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) に対して,

$\delta$_{ $\sigma$}(a)^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\{b\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B)|\forall y\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B)(y\models Bb \Leftarrow\Rightarrow  $\sigma$(y) \models Aa)\}

とおく. $\delta$_{ $\sigma$}(a) は,  $\sigma$ によってその外延がすべて  a の外延に写されるようなタイプ b の全体であ

る. $\delta$_{ $\sigma$} は \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) から \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B)) への関数である. $\delta$_{ $\sigma$}(a)\neq\emptyset とは限らない.

定義4.4.  $\sigma$ : \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B)\rightarrow \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) は,すべての a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) に対して $\delta$_{ $\sigma$}(a)\neq\emptyset なるとき可連

続という.

定義4.5.  A を分類, B を完備分類,  $\sigma$:\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B) \rightarrow \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) を可連続とする. $\Delta$_{ $\sigma$}:\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) \rightarrow

\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B) を次で定義する.

$\Delta$_{ $\sigma$}(a)^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\vee$\delta$_{ $\sigma$}(a) .

$\Delta$_{ $\sigma$} をトークン射  $\sigma$ から誘導されるタイプ射という.
 $\sigma$ が可連続であるから,集合族 ($\delta$_{ $\sigma$}(a))_{a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)} の直積は空ではない.しかも $\delta$_{ $\sigma$}(a) の定義よ

り,任意の t \in ($\delta$_{ $\sigma$}(a))_{a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)} について, (t,  $\sigma$) は \mathcal{A} から B ぺの情報射である.よって明ら

かに対 ($\Delta$_{ $\sigma$},  $\sigma$) は A から B への情報射である.しかも, A から B への情報射 (t,  $\sigma$) はすべて

x \models  t() \Leftrightarrow \models $\Delta$_{ $\sigma$}() (\in \mathrm{t}\mathrm{k}(B) \in \mathrm{t}(A) を満たすこの意味で $\Delta$_{ $\sigma$} は

f:A\Leftrightarrow B, g:B\Leftrightarrow C を留の射とする.一般性を失うことなく, \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) , \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B) , \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(C) の

元はすべて urelement と仮定してよい.(タイプが集合の場合,タイプの集合が再びタイプにな
る可能性がある.urelement はその混乱を避けるためである.) 定理は,  $\Gamma$(g\circ f)= $\Gamma$(g)\circ $\Gamma$(f)
を証明すればよい.そのため P \in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}( $\Gamma$(A)) と仮定する. a \in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) ならば,仮定より a,

f(a) はurelement である.したがって, a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) ならば f(a) = $\Gamma$(f)(a) である.この等

式を次の式変形で暗黙に使う. B, g についても同様である.式変形中の \wedge の引数は完備化の定

義によりつねに有限であることに注意する.
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\mathrm{r}(g\circ f)(P)=\vee\{\wedge\{(9^{\circ f)(a)|a\in p\}|p\in P\}}
=\vee\{\wedge\{g(f(a))|a\in p\}|p\in P\}
=\vee\{ $\Gamma$(9)(\wedge\{f(a)|a\in p\})|p\in P\}

= $\Gamma$(g)(\{\vee(\wedge\{f(a)|a\in p\})|p\in P\})
= $\Gamma$(g)(\mathrm{r}(f)(P))

=( $\Gamma$(g)\circ $\Gamma$(f))(P) .

ロ

f, g : \mathcal{A}\Leftrightarrow B を情報射とする. f^{\vee} =g^{\vee} かつ,すべての a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) について, f^{\wedge}(a) と g^{\wedge}(a)
の外延が一致するとき, f\simeq g で表わす.明きらかに関係配は A から B への情報射の間の同

値関係である.

定義4.6. A, B を分類, f:A\Leftrightarrow B, F: $\Gamma$(A)\Leftrightarrow \mathrm{r}(B) を情報射とする.次の条件が成り立つ
ことを F 「 A\simeq f と表す : すべての a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) , y\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B) について,次の同値が成り立つ:

y\models $\Gamma$(B)F^{\wedge}(a) \Leftrightarrow y\models Bf^{\wedge}(a) .

条件 F [A\simeq f は,任意の a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) について F^{\wedge}(a) と f^{\wedge}(a) の外延が一致することで

あるから,次の命題は明らかである.
命題4.3. A, B を分類, f, g : \mathcal{A}\Leftrightarrow B, F :  $\Gamma$(A)\Leftrightarrow $\Gamma$(B) を情報射とする. F \mathrm{r}A\simeq f かつ

F [A\simeq g ならば f\simeq g である.

命題 4.4. A, B を分類, f:^{\mathrm{J}}A\Leftrightarrow B を情報射とする. f
〉 から誘導される情報射

 $\Gamma$(f): $\Gamma$(A)\Leftrightarrow \mathrm{r}(B) は次を満す :

 $\Gamma$(f) \mathrm{r}A\simeq f.

証明 記号の定義をほどくだけである. A, B を分類, f : A\Leftrightarrow B,  $\Gamma$(f) :  $\Gamma$(A)\Leftrightarrow \mathrm{r}(B) を f^{\vee}
から誘導された情報射とする. a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) , y\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B) とする. y\models $\Gamma$(B) $\Gamma$(f)^{\wedge}(a) と仮定す

ゆえに情報射 f のタイプ射 f はトークン射 f^{\vee} の逆対応 (f^{\vee})^{-1} で決まる.井出は修士論

文[76] で 「情報射のトークン射はタイプの外延をタイプの外延に写す」 ことを示した.連続写

像の逆写像が開集合を開集合に写すことの一般化である.次の命題はその言い換えである.

命題4.6 (トークン射はタイプ射を決定).情報射 f, g : A\Leftrightarrow B が f^{\vee} =g^{\vee} ならば f\simeq g で

ある.

完備分類はタイプ演算 V と \wedge を忘れれば,留の対象である.この忘却関手を  G とおく:

G : \mathscr{T}\rightarrow 曽.以下簡単のため,圏9の射集合 ff (A, B) を商集合  F(A_{;}B)/\simeq に置き換えて

改めて \mathscr{T}(A, B) で表わし,得られる圏も同じく9で表わす.混乱はないであろう.
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命題4.7. G を9から留への,タイプ和演算およびタイプ積演算を忘れる関手とおく.
分類 A を \mathrm{r}(A) に,情報射 f を  $\Gamma$(f) に割り当てる7から9への上述の対応  $\Gamma$ は忘却

関手  G の左随伴関手である.すなわち留の任意の分類 A, ff の任意の分類 B について

曽 (A, G(B))\cong \mathscr{T}( $\Gamma$(A), B) なる同型 $\theta$_{A,B} が存在し, A, B それぞれについて自然である.

証明 情報射はトークン射で決ったから,同じトークン射を持つ情報射を割り当てる関数を
$\theta$_{A,B} とおけばよい.同値な情報射を同一視すれば, $\theta$_{A,B} が全単射であることは明らである.

A, B について自然であることもルーティンである \blacksquare

4.5 商分類と外延化

 A が分類, R が \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) 上の同値関係のとき,商分類 A/R を次で定義する.

\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A/R)=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) .

\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A/R)=\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)/R (商集合).
. すべての (x, P)\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(x)\times \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A/R) について, x\models A/RP \Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}} \exists a\in Px\models Aa.
支持関係 \models A のもとで外延が等しいという関係 \sim A は \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) 上の同値関係である.商

分類 \tilde{A}^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}A/\sim A を分類 A の外延化という. \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k} (\overline{A}) =\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) . \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(\overline{A}) =\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)/ \sim A.

x \in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(\overline{A}) , q \in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(\overline{A}) ならば x \models_{\overline{A}} q \Leftrightarrow \exists a \in  q x \models A aである. X, Y を集合,
R\subseteq X\times X, S\subseteq Y\times Y, f:X\rightarrow Y とする.

x, y\in X, (x, y)\in R\Rightarrow(f(x), f(y))\in S

が成り立つならば,関数 f は関係 R, S と両立するという.次の命題は明らかである.

命題4.8 (射の商分類リフティングの一意性).1. f:A\Leftrightarrow B ならば \overline{f}:\tilde{A}\Leftrightarrow\overline{B} である.

2. F : A\Leftrightarrow\tilde{B}, F^{\vee}=f^{\vee} ならば F^{\wedge}=f^{\overline{\wedge}} , すなわち, F は \overline{f} と一致する.

4.6 完備分類の和 A\oplus B

C\Leftrightarrow B\oplus D を次のように,圏論的に定義する�. A\oplus C, B\oplus D の定義より, A から A\oplus C へ

の標準情報射 $\varphi$_{A}, C から A\oplus C への標準情報射  $\varphi$ c, B から B\oplus D への標準情報射 $\varphi$_{B}, D

から B\oplus D への標準情報射 $\varphi$_{D} がある.すると $\varphi$_{A}\circ f:A\Leftrightarrow B\oplus D, $\varphi$_{D}\circ g : C\Leftrightarrow B\oplus D
である. B\oplus D の普遍性から, A\oplus C から B\oplus C への,次の等式を満す情報射 F がユニーク

に存在する.

. F\mathrm{o}$\varphi$_{A}=$\varphi$_{B},
\bullet  F\circ $\varphi$ c=$\varphi$_{D}.
この F を f\oplus g で表す.
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4.7 巾分類 B^{A}

定義4.8 (巾分類).分類 A から分類 B への情報射の全体留(A, B) (=\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathscr{E}} $\zeta$(A, B)) をトー

クン集合とする分類 B^{A} を構成する.

. \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B^{A})^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\mathscr{C}(A, B) .

\bullet typ (B^{A})^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}} pow(typ(A) \times typ(B)).
\bullet  f\models_{B^{A}} P \Leftarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}}\Rightarrow^{\mathrm{f}} \exists(a, b)\in P\forall x\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B)

x\models Bb\Rightarrow f^{\vee}(x) \models Aa.

情報射 f がタイプ (a, b) を支持するとは, b を支持するトークンはすべて, a を支持するトー

ケンへ, f^{\vee} により写されることである.

4.8 情報射適用 ev

分類 A, B の巾 B^{A} に関する情報射適用 \mathrm{e}\mathrm{v}A,B : B\Leftrightarrow B^{A}+A を定義する.ev の添字 A, B

は適宜省略する.

f\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B^{A}) , x\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B) ならば, \mathrm{e}\mathrm{v}^{\vee}(f, x)=f^{\vee}(x) .

b\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B) ならば, \mathrm{e}\mathrm{v}^{\wedge}(b) を次の集合と定義する.

{ ((b, a), a)|a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(a) , \forall f\models_{B^{A}} (b )  a)\forall x\in tok (A)(x\models Aa\Rightarrow f^{\vee}(x) \models B b) }.

次の命題は適用 \mathrm{e}\mathrm{v}_{A,B} の定義から明きらかである.

命題4.9. 完備分類圏9において,情報射適用 \mathrm{e}\mathrm{v}A,B は情報射である : \mathrm{e}\mathrm{v}_{A,B:} B\Leftrightarrow B^{A}+A.

4.9 情報射のカリー化

(\mathrm{K}_{f}^{\vee}(x))^{\vee}(y)=f^{\vee}(x, y)\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(C) (y\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B)) ,
. (\mathrm{K}_{f^{\vee}}(x))^{\wedge}(c)= {  b\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B)|\exists a\in typ(A)  x\models Aa, (a, b)\in f^{\wedge}(c) } (\mathrm{c}\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(C)) .

すると �カリー化� \mathrm{K}_{f}=(\mathrm{K}_{f}^{\wedge}, \mathrm{K}_{f}^{\vee}) は次の命題を満たす.

命題4.10. f : C\Leftrightarrow A\oplus B のカリー化 \mathrm{K}_{\overline{f}} = (\mathrm{K}_{f}^{\wedge}, \mathrm{K}_{f^{\vee}}) は巾 B^{C} から A への情報射で

ある.

証明 すべての x\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) と (b, c)\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B^{C}) について次が成り立つことを示せばよい.

x\models A\mathrm{K}_{f^{\wedge}}(b, c) \Leftrightarrow \mathrm{K}_{f^{\vee}}(x) \models_{B^{C}} (b, c) .
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x \models A\mathrm{K}_{J^{\wedge}}(b, c) と仮定する. \mathrm{K}_{f}^{\wedge}(b, c) の定義より x\models A aかつ \mathrm{K}_{f^{\vee}}(x) \models_{B}c (b, c) を満

たす a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) が存在する.ゆえに x\models A\mathrm{K}_{J^{\wedge}}(b, c)\Rightarrow \mathrm{K}_{f^{\vee}}(x) \models_{B}c (b, c) .

逆向きを示すため, \mathrm{K}_{f^{\vee}}(x) \models_{B^{C}} (b, c) を仮定する. y\models Bb ならば,仮定より f^{\vee}(x, y) \models c
c が成り立つ. f は情報射なので, (x, y) \models A\oplus B f^{\wedge}(c) である.情報射の定義から,各
y \models B b について, a_{y} \in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) ,  by\in typ (B) ,

\cdot (a_{y} , bのが f^{\wedge}(c) の部分タイプ, x \models A a_{y},

y \models B b_{y} , さらに妬が b の部分タイプであるように選ぶことができる.明らかに, b と

\{b_{v}|y\models Bb\} は同一の外延を持つ. a= \{a_{y}|y\models Bb\} とおく.ゆえに,A の任意のトー
クン u について, u \models A a, y \models B b ならば \mathrm{K}_{f^{\vee}}(u)(y) \models c c である.すなわち u \models A aな

らば \mathrm{K}_{f^{\vee}}(u) \models_{B}c (b, c) である. x \models A aであるから, x \models A \mathrm{K}_{f^{\wedge}}(b, c) を得る.ゆえに,
\mathrm{K}_{f^{\vee}}(x) \models_{B}c (b ) c) \Rightarrow x \models A \mathrm{K}_{f}^{\wedge}(b, c) である.よって Kf は B^{C} から A への情報射で

ある.口

4.10 情報射適用の性質

A, B, C が完備ならば,情報射適用の普遍性命題が成り立つ.
命題4. 1\mathrm{i}. \mathrm{e}\mathrm{v}C,B : C\Leftrightarrow C^{B}\oplus B を情報射適用とする. h : C\Leftrightarrow A\oplus B を情報射とする. h の

カリー化 \mathrm{K}_{h} : C^{B}\Leftrightarrow A (情報射) は,次の等式を満たす: (\mathrm{K}_{h}\oplus \mathrm{i}\mathrm{d}_{B})\circ \mathrm{e}\mathrm{v}c,B=h . すなわち

次の図は可換である.

さらに  $\Gamma$(h) を商集合 F(C, A\oplus B)/ \simeq の  h の同値類に対応させる関係は一対一対応で
ある.

証明 \ell=(\mathrm{K}_{h}\oplus \mathrm{i}\mathrm{d}_{B})\circ \mathrm{e}\mathrm{v}_{C,B} とおく. \ell^{\vee} =h^{\vee} はカリー化と関数適用射の定義より明らか

である. l^{\wedge} は \ell^{\vee} から誘導され, h^{\wedge} は h^{\vee} から誘導される.命題4.5で示された完備分類の性

\mathrm{d}_{ $\Gamma$(B)})\circ \mathrm{e}\mathrm{v}_{ $\Gamma$} (c), $\Gamma$(B)=() . \mathrm{K}_{h} (, \oplus)/\simeq
らユニークに決まる.

注意4.6.  A, B, C のいずれかが完備でないとする.そのときは,次の図式を可換にするよう
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な情報射  $\varphi$:B^{C}\rightarrow A が存在するとは限らない.すなわち,留においては,巾が存在するとは
限らない.

4.11 分類圏のトポス性

留をすべての分類と情報射の圏とする.

定義 4.9 (右簡約可能).情報射 m : A\Leftrightarrow B は,任意の分類 C と任意の情報射

f : B\Leftrightarrow C, g : B\Leftrightarrow C に対して,fom =gom ならば f = g であるとき, m は右簡

約可能であるという. m が右簡約可能であることはつぎの条件と同値である: m〈が単射かつ

m^{\vee} が全射である.

\overline{1}=\{\emptyset\}, 2=\{\emptyset, \{\emptyset\}\} とおく.

0=(\overline{1}, \emptyset, \emptyset) は7の始対象.

1=(\emptyset, \overline{1}, \emptyset) は%の終対象.

さらに

2=(\emptyset, 2, \emptyset) を分類,
t : 1\Leftrightarrow 2 を  t^{\wedge}(\emptyset)=\emptyset なる情報射

とおくと,(2, t) は分類圏の分類器である: 任意の  $\chi$ :  A\Leftrightarrow 2 に対して,右簡約可能な m : S\Leftrightarrow A
が存在して,次がpullback図式となる.

補足である.まず,角田の研究に関連する研究者から3人,筆者の個人的興味と関わりの視点
から \mathrm{J} . Barwise, P Aczel, A Colmerauer を選び,その研究を簡単に紹介する.次に,抽象モ
デル理論としてのチャンネル理論を振り返り,いくつか再考察する.最後に分類圏とトポスに
関連する命題を立て,詳細に証明する.用語や記号の定義はあとまわし (節4) にして述べると,
まず分類の間の情報射をトークンとして扱うために適切な �情報射� タイプを導入する.ふたつ

の位相空間の間の写像全体に位相をいれる手法 [52] を参考にした.さらに情報射のタイプを増

やして,情報射適用 (apply) が情報射として構成できることを示す.すなわち巾対象の存在を

いた至る所ところ微分不可能な連続関数が登場するということだ.チャンネル理論による脳の

モデルは,このエピソード記憶をうまく記述および説明できるか,具体的な試金石として興味
深い. カ,人工知能学会,and 神鴬敏弘.深層学習: Deep Leam伽g. 近代科学社,2015.

本稿の構成は次のとおりである.節2では4人の研究者,抽象設計論の角田譲 (2.1), チャン

ネル理論の J. Barwise (2.2), 反基礎集合論の P. Aczel (2.3), 論理プログラミングProlog を

発明した A. Colmerauer (2.4) を選び,筆者の視点から研究内容を簡単に紹介し,若干の思い
出を加える.

同研究者の菊池が一般設計学と抽象設計論に関して,哲学および数学の両方から詳細に考察し
ている [74]. 今後の設計学に欠かせない貴重な考察が記述されている.

非整礎集合論について,urelementに関する技術的な筆者の勘違いを,角田に,親切に訂正し
ていただいたことがある.はっとすると同時に敬意を覚えた.非整礎集合論や,固有クラスの使
用については,数学基礎論の研究者は,安全衛生的な傾向が強いのか,だいたいは消極的あるい
は否定的であるように感じる.しかしすぐあとに続く三人の紹介でもふれるように,どちらも
応用上は大変便利である.角田は数学基礎論の応用に積極的であったようだ.抽象設計論のよ

,っ.

状況意味論の状況,事態,制約という枠組みを,トークン,タイプ,情報射,局所論理という形
に整理し再構成したのがチャンネル理論 [12] である.状況意味論がチャンネル理論の背景理論

である.状況とは世界の一断片である [38] という部分性の視点も引き継がれている.1997年

インディアナ大学のあるセミナーで,この本を手に,いい本が書けたとほほずりしながらうれ
しそうに紹介していた.そのときの講義で,分類の構成要素は,トークンとはセンサー のような

もの,あるいはセンサーと接続するポートのようなものであるというイメージの説明があった.

この説明によれば,センサーが分類であることなど,身のまわりの多くのものが自然に分類とみ

[].
まデータ構造を集合論で議論することを可能にする.

Aczel はクラスのクラスなど巨大な圏の扱いについてはAdamek [4] を参照している.Aczel

は巨大クラスの使用の危険性を心配していない.集合論では,ある到達不能順序数までのラン
クの集合でモデルが作れるからである.みかけの危険性よりも,アイデアの明晰性を重視して
いる.

\mathrm{A} $\Gamma$ \mathrm{A} を特別視せず集合論のいろいろなモデルを許容する Aczel の姿勢は,モデル論は民主的
とよろこぶ角田と通じるものがある.AFA を満たす集合論をBarwiseは超集合(Hypersets)

ティ,論理プログラミングなど,情報処理技術はますます拡散発展している.情報処理に深く関
わる隣接分野の脳科学,心理学,言語学,自然言語も同様であろう.さらに,量子情報通信 [30]
などの新らしい分野も現われている.集合論が数学を効果的に束ねてきたように,チャンネル
理論 (BS [12]) が,拡散発展する情報系分野の共通言語として使えないだろうか? チャンネル

理論は,情報系のメタ言語としてバランスがとれているのではないだろうか? このような予想

と期待をこめて,チャンネル理論と関連理論からいくつかトピックスを選び解説する.

タイプの集合  $\Gamma$,  $\Delta$ の順序対をシーケントとい  $\Gamma$\vdash $\Delta$ と書く [12].  $\Gamma$\vdash $\Delta$ の意味は,通常の
ロジックのとおりである.シーケントからなり,ID, Weakening, Global Cut で閉じている集

合を正則理論という.与えられた制約を満たす普遍分類が存在する.その構成はタイプのすべ

ての解釈からなる2進意味木を用いる.定理証明の分解法の完全性の証明にも使われる標準的

な構成である.正則理論は大域カットを許すので,通常の有限カットを使う証明論との関係が
気になる.さいわい正則論理の保守拡大性が成り立つことが証明される (未発表).なお,[12]
の中で制約を情報射に沿って動かす操作とその移動操作の完全性および健全性について詳細

易く解説されている.ラングランズ プログラムとも呼ばれているものであり,数学のみなら
ず数学と物理の �超統一,までも視野に入れている.黒川 [77] にもガロア群とその表現の視点か

ら,ラングランズ プログラムが解説されている.その中で群 SU(3) の既約表現が,Wittenの
ゼータ関数を通じて,物理の素粒子の系列と見事に対応していることが,ひとつの練習問題とそ
の解答の形で示されている.素粒子論の難解な理論の帰結が,群の表現理論を使うと,数頁でス
ラスラ導出されるのほ驚きである.おなじく黒川 [77] は,群そのものでなく,群のはたらきす
なわち群の表現論に視点を移す重要性を説いている.

数学および物理の統一で群の表現あるいは双対性原理が指針となっているようにチャンネ

う.学習とは4‐組  L = (A, X, E, f, n) であるとしよう.ここで, f : A \times  X \rightarrow \mathbb{R} は観測関数,
E : \mathbb{R}^{n} \rightarrow\cdot \mathbb{R} は �エネルギー関数� である, n は自然数である. n 回の試行 xi に対して観測値

vi= f (a , xi) が得られたとする.最尤推定法によれば, E(v\mathrm{i}, . . . v_{n}, a) を最大にするような

a を決定することが解である.それには変分法などさまざま数学的手法が使えるだろう.

この学習モデルは数値計算的である.一方,チャンネル理論では,系 vi に相当するのは確率

空間としての分類の発展系となるだろう.確率空間はそもそも分類であったから,学習過程を
確率空間がダイナミックに変化していく過程であるとみるのは自然である.チャネル理論は普

が始めたとされるトポロジー (位相幾何学) である.玉木 [48] にトポロジーとくにホモトピー

論の概要と意義が分り易く解説されている.純粋数学のトポロジーが画像認識など工学的な問

題に実際応用されていることも分かる.モデル圏も含めて進んだ話題もとりあげられている.

ホモロジー論は,形式的には,曲面など幾何学的対象とそれらの間の幾何学的写像のなす圏を他

の圏,たとえば,線形空間と線形写像. $\sigma$J 圏へ移す関手の研究としてとらえられている.

分類と情報射のなす圏すなわち分類圏は,位相空間と連続写像のなす圏の一般化と考えられ
る.それでは分類圏上の �ホモロジー論� は可能か? 玉木 [48] などによれば,グラフや圏のホモ
ロジー論も開発されているしたがって分類圏上のホモロジー論も期待している中沢 [45] は

数理論理学のモデル論は集合論に支えられているといっても言い過ぎではないだろう.チャ

ンネル理論は自然言語意味論のために開発されたモデル論であるが,基本は集合論である.チャ
ンネル理論は,タイプとトークンの2層に分け,タイプ集合に演算を導入し,その演算の意味は
支持関係で定義する.特徴のひとつであろう.プール演算の導入が一例である.演算の性質を

公理的に記述する手間が省けて便利である.Barwiseは言語自体も集合論化する.そもそも無

限論理の研究から出発している [13, 24]. チャンネル理論の局所論理として使われる正則理論

は,無限個のタイプからなるシーケントを許す点は,まさに無限論理である.

4.2 分類と情報射

3‐組  A=(\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A), \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A), \models A) を分類という.tok(A) を A のトークン集合, \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) を A

のタイプ集合,2‐項関係 \models A\subseteq \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) \times \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) を A の支持関係という. x \models A aを x が a

を支持するという.どのトークンにも支持されないタイプを空タイプという. a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) に対

して,集合 [a\mathrm{I}_{A}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=\{X\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A)|x\models Aa\} をタイプ a の外延という.外延が \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) である

タイプを普遍タイプという A を分類 bA とするすべてトークン \mathrm{k}A

,

とき, A を外延的という.

\forall x\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A)(x\models A a \Leftrightarrow x\models Ab)\Rightarrow a=b.

集合論の外延性公理そのものである [25].
明らかに,外延的分類とその間の情報射のなす圏は分類圏望の部分圏である.外延的分類と

情報射からなる圏を外延的という.上述の例の,位相空間と連続写像からなる圏,可測空間と可
測写像からなる圏,線形空間と線形写像からなる圏はすべて外延的である.節4.5で注意する

である.

4.4 完備分類と完備化

分類圏の上にトポスを構築するために,タイプの無限和および有限積のふたつの演算
を持つ分類を導入する. \mathcal{A} を分類とする.二つの演算 : \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}(\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)) \rightarrow \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) と

\wedge : finpow(typ(A)) \rightarrow \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) が次の性質を満たすならば, A を完備という.なお a\wedge b=

B a x B a x\mathrm{o},a\mathrm{y}\mathrm{p}) .,  $\sigma$

からユニークに決まる.位相空間の連続写像  f の逆対応 f^{-1} が,開集合の対応を決めることに
酷似している.情報射は連続写像の一般化である.

A, B が完備とは限らない一般の分類とする. f : A\Leftrightarrow B が情報射のとき, f : A\Leftrightarrow B とみ

なし, $\Delta$_{f^{\vee}} を f^{\vee} から誘導されるタイプ射とおく.順序対 ($\Delta$_{f^{\vee}}, f^{\vee}) は \mathrm{r}(A) から \mathrm{r}(B) への

情報射である.  $\Gamma$(f)^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}($\Delta$_{f}\vee, f^{\vee}) とおく.

命題4.2.  $\Gamma$ は留から9への関手である.

証明  $\Gamma$ が恒等情報射を保存することは自明である.情報射の結合を保存することを示す.

る. \mathrm{r}(f) は情報射であるから,  $\Gamma$(f)^{\vee}(y) \models $\Gamma$(A) a である. a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) だから \mathrm{r}(A) の定義よ

り,  $\Gamma$(f)^{\vee}(y)\models A aである.  $\Gamma$(f)^{\vee}(y)=f^{\vee}(y) であるから, f^{\vee}(y) \models A aである.

逆の証明のため, f^{\vee}(y) \models A a を仮定する. \mathrm{r}(A) の定義より, f^{\vee}(y) \models $\Gamma$(A) a. f^{\vee}(y) =

 $\Gamma$(f)^{\vee}(y) だから,  $\Gamma$(f)^{\vee}(y) \models $\Gamma$(A)a. \mathrm{r}(f) は情報射であるから, y\models \mathrm{r}(B) $\Gamma$(f)^{\wedge}(a) .

よつて y\models $\Gamma$(B) $\Gamma$(f)^{\wedge}(a) \Leftrightarrow  y\models Bf^{\wedge}(a) である.ゆえに  $\Gamma$(f) |A\simeq f である.口

命題4.5 (完備化の性質).情報射 f, g:A\Leftrightarrow B が f^{\vee}=g^{\vee} ならば  $\Gamma$(f)\simeq $\Gamma$(g) である.

証明 命題4.3からでる.ロ
〈

 $\Gamma$ は,完備分類圏9から圏曽へ忘却関手  G の左随伴関手であった.左随伴関手は余極限を

保存するから,とくに和も保存する.完備分類圏9における和であることを強調する場合は \oplus

で表わす.すなわち  A\oplus B= $\Gamma$(G(A)+G(B)) である.圏の一般論から,完備分類圏 \mathscr{T} の中

では, A\oplus B を, A, B のそれぞれから情報射が存在する中で普遍的な分類として定義してもよ

い.あるいは,直積位相空間の位相のように, A\oplus B は \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) と \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B) を含む最小の完備分

類であるといってもよいだろう. \oplus は結合律を満す. (A\oplus B)\oplus C\cong A\oplus(B\oplus C) .

定義4.7. A, B, C, D が完備で f:A\Leftrightarrow B, g:C\Leftrightarrow D を情報射とする.情報射  f\oplus g:A\oplus

 A が完備分類のとき,曽の情報射 f : C\Leftrightarrow A+B のカリー化 \mathrm{K}_{f} : B^{C}\Leftrightarrow A を定義する.

\mathrm{K}_{f} は \mathscr{C} の射である.まず, \mathrm{K}_{f^{\wedge}}:\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B^{c})\rightarrow \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A) を (b, c)\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B^{C}) について

\mathrm{K}_{f^{\wedge}}(b, c)=\vee\{a\in \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(A)|\forall x\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A)x\models Aa\Rightarrow f^{\vee}(x) \models_{B^{C},\backslash } (b, c)\}
と定義する.次に, \mathrm{K}_{f^{\vee}}:\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A)\rightarrow \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B^{C}) を定義する.そのために,まず x\in \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(A) につ

いてふたつの関数 (\mathrm{K}_{f^{\vee}}(x))^{\vee}:\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(B)\rightarrow \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}(C) , (\mathrm{K}_{f^{\dot{\vee}}}(x))^{\wedge}:\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(C)\rightarrow \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}(B) を次の等

式で定義する.

質より, \ell^{\wedge}\simeq h〈である.ゆえに, \ell\simeq h.

h, h'\in \mathscr{T}(C, A\oplus B) , h\simeq h' ならば定義により h^{\vee}=h^{J\vee} であり, h^{\vee}=h^{\prime \mathrm{v}} ならばカリー

化の定義より \mathrm{K}_{h}=\mathrm{K}_{h'} である.Kh =\mathrm{K}_{h'} なら,トークン射を共有する情報射の性質 (命
題4.5).から, \mathrm{K}_{h}\simeq \mathrm{K}_{h'} である: \mathrm{K}_{h}^{\vee}=\mathrm{K}_{h'}^{\vee} ならば h^{\vee}=h^{\prime\vee} であることは,カリー化の定
義から明らかである.結局, \mathrm{K}_{h} は商集合  F(C, A\oplus B)/\simeq の  h の同値類で決まる. h と \mathrm{K}_{h}

の対応は一対一である \square 

系4.12. B, C を分類とする. A が分類で h : C\Leftrightarrow A+B が曽の情報射ならば, ( $\Gamma$(\mathrm{K}_{h})\oplus
\mathrm{i}  $\Gamma$ \mathrm{h} であるさらには商集合ff CAB の h の同値類か

完備圏に巾対象が存在することは,すでに示されている. 0 , 1, 2は分類圏留の対象であり,
完備圏9の対象でもある.したがって, 0 , 1, 2はそれぞれ完備分類圏の始対象,終対象,分類
器でもある.

完備分類圏9では,極限,余極限,分類器,巾対象が存在することが示されているので,9は
トポスである.さらに,分類圏留から9への関手  $\Gamma$ が9から曽への忘却関手  G の左随伴で

あることも示された:  $\Gamma$\dashv G. F は留の部分圏であった.この意味で分類圏曽は実質的にト

ポスである.
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4.12 分類圏の惑星系

分類圏は太陽であり,位相圏,局所コンパクト圏,可測圏,完備分類圏はその惑星である.惑
星とは,冒への忘却関手が左随伴を持つ圏である.同様に他にも,frame の圏とその惑星系,
Chu 空間圏 とその惑星系,など多くの惑星系があるのだろう.本節は,基礎理論のなす宇宙の
地図を描くためのひとつのデータになることを念頭に書かれた.
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巾の構成の根拠は,情報射が,トークン射により外延的には決まってしまうという簡単な事実

であった.この事実および巾の構成が集合の圏では自明であることから,集合の圏における巾
を分類圏に持ち上げることできた.集合の圏がモデル構築のための道具であるように分類の圏

もモデル構築のための道具である.分類のタイプは制約をになうので,集合はタイプが退化し
た分類とみなせる.あるいは位相空間のような点空間とその上の構造を,分けずにひとつの対
象としているとみることもできる.対象の内部を見ないのであれば,情報射が圏論における矢
の役割りを担うことになる.分類の圏論的な考察は半ば必然であろう.分類圏の圏論的な性質
が,本節の内容を含めて,もっとすっきりと明らかにされることだろう.
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