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1 はじめに

有限群から何か環を与え,その構造を調べることでもとの群の構造を調べる手法は昔か

ら使われているが,特に本報告では有限群から Burnside環を与え,さらにその単元群を

調べることに焦点をあてている.Burnside環の単元群を調べることでもとの群のどのよ

うな構造が分かるかを軽く紹介し,それに関係する新たに得られた結果や,Coxeter群の
Burnside 環の単元群に関して既存のものと,新たに得られた結果を圏論的なものも交え

つついくつか簡単な証明とともに紹介する.

2 記号

とくに注意しない限り,本報告では以下の意味で各記号を用いる.

G : 有限群

1_{G} : G の自明な群 (明らかな場合は添え字の G を省略する)

\mathrm{S}(G) G の部分群全体

\mathrm{C}(G) G の部分群の G‐共役類全体

\mathrm{C}(\mathcal{D}) G の部分群の族 \mathcal{D} の G‐共役類全体

H^{g} : g^{-1}H_{9} ただし, H\leq G, 9\in G
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9H : gHg^{-1} ただし, H\leq G, g\in G

(H) : \{H^{g} |g\in G\} ただし, H\leq G

 $\Omega$(G) : G のBurnside 環

[X] : G‐集合 Xの同型類

1_{ $\Omega$(G)} :  $\Omega$(G) の乗法単位元

3 Burnside環と単元群

本報告では,自由 \mathbb{Z} 加群として,Burnside 環を記述したほうが分かりやすいので,次の

ようにBurnside 環を定義する.

定義3.1. G を有限群とする.このとき G のBurnside 環  $\Omega$(G) とは,推移的 G‐集合の同

型類を基底とする自由 \mathbb{Z} 加群に,直積で積をいれたものである.つまり,

 $\Omega$(G)=\langle[G/H] | (H)\in \mathrm{C}(G)\rangle_{\mathbb{Z}}.

である.

定理3.2. G を有限群,X ,
Y を有限 G ‐集合とする.このとき

X\simeq Y\Leftrightarrow|\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}_{H}(X)|=|\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}_{H}(Y)| \forall_{H}\leq G

となる.ここで, \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}_{H}(\mathrm{X}) :=\{x\in X | hx =x, \forall_{h}\in H\} である.

各 H\leq G に対し,写像 $\varphi$_{H} :  $\Omega$(G) \rightarrow \mathbb{Z} は環準同型となるので,定理3.2は環準同型

写像

 $\varphi$=\displaystyle \prod_{(H)\in \mathrm{C}(G)}$\varphi$_{H}: $\Omega$(G)\rightarrow\overline{ $\Omega$}(G):=\prod_{(H)\in \mathrm{C}(G)}\mathbb{Z}
が単射であることを意味する.この写像  $\varphi$ をBurnside準同型写像, \overline{ $\Omega$}(G) を G のゴース

トBurnside 環という.

Burnside 準同型写像の単射性より,次の系を得る.

系3.3. G を有限群とするとき,  $\Omega$(G) は整数環 \mathbb{Z} の直積環の部分環と同型であり,さら

に  $\Omega$(G) の単元群  $\Omega$(G)^{\times} は基本可換2‐群となる.

これによって Burnside 環の単元群の位数は常に2幕となることが分かる.また,[to79]
のProblem1.5.2で述べられている Burnside 環の単元群の位数と有限群の構造と密接に

関わっていることがわかる定理を紹介する.
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定理3.4. G を奇数位数の群とする.このとき, G が可解群であるための必要十分条件は,

| $\Omega$(G)^{\times}|=2 となることである.

奇数位数の群が可解群であることは既にFeit と Thompsonによって証明されているこ

とは有名であるが,Burnside 環を用いることで,その別証明を与えることが期待される.

また,幕零群は可解群であることは簡単に確かめられるが,それについてもBurnside環を

用いたいくつかの証明が知られており,そのうちの1つを紹介する.

定理3.5. G を奇数位数の群とする.このとき,

 $\Omega$(G)^{\times} \simeq $\Omega$(G/Z(G))^{\mathrm{x}}

となる.

Proof. [Ma82] の定理4.1より得られる.□

定理3.5を繰り返し使用することによって幕零群Burnside環の単元群の位数が2とな

ることが簡単にわかる.

有限群 G のBunside 環の単元群の位数は |G| が大きくなればなるほど難しくなってく

る.そこで,研究対象を少しでも小さくするために,Burnside環の部分環を構成する方法
を次の章で述べる.

4 部分 Burnside 環

定義4.1. G の部分群の族 \mathcal{D} が次の3つの条件を満たすものとする.

\bullet  G\in \mathcal{D}

\bullet  H\in \mathcal{D}\Rightarrow H^{9}\in \mathcal{D} (\forall_{9\in}G)
\bullet  H, K\in \mathcal{D}\Rightarrow H\cap K\in \mathcal{D}

このとき, G の D に関する部分 Burnside 環を,

 $\Omega$ (  G ) D) :=\langle[G/H] | (H)\in \mathrm{C}(\mathcal{D})\}

で定義する.

部分 Burnside 環は Burnside 環の部分環となる.特に D=\mathrm{S}(G) のとき,部分 Burnside

環と Burnside 環は一致する.
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例4.2. G を有限群とし, N を G の正規部分群とする.このとき,

G_{N}:=\{H\leq G|N\leq H\}

と置く と, G_{N} は定義4. 1の3つの条件を満たすので,  $\Omega$(G, G_{N}) は部分 Bumlside 環と

なる.

この例に対する命題を紹介する.

命題4.3. G を有限群とし, N を G の正規部分群とする.このとき,

 $\Omega$(G, \mathcal{D})\simeq $\Omega$(G/N)

となる.

Proof. 写像 f を G_{N} から \mathrm{S}(G/N) への自然な全単射とする.このとき,

 $\Omega$(G, \mathcal{D}) \rightarrow
[G/H] \mapsto

から誘導される写像は環同型写像となる.

 $\Omega$(G/N)
[(G/N)/f(\mathrm{H})]

口

様々な分野で対応定理というものが存在するが,この命題によってBurnside環におい

ても同様の定理が存在することが確認できる.また,定義4.1の3つの条件を満たすもの
として代表的なもの \rangle その定理を紹介する.

定理4.4.  G を有限群とし, \mathrm{N}\mathrm{S}(G) を G の正規部分群全体とする.このとき, \mathrm{N}\mathrm{S}(G) は

定義4.1の3つの条件を満たし \ovalbox{\tt\small REJECT} さらに,

| $\Omega$ (G , NS (G))^{\times}|=2^{\#\{H\leq G}| |G:H|\leq 2\}

となる.

Proof. の定理4.1を部分 Burnside 環に拡張することによって得られる.□

これは既存の G が可換群の場合の G のBurnside 環の単元群に関する結果の拡張にも

なっており,さらに面白いことに, G が非可換群の場合でも,この G の \mathrm{N}\mathrm{S}(G) に関する部

分Burnside 環の結果は可換群の場合の結果と同じになっている.

これら部分 Burnside 環に関する結果から次の定理を得る.

定理4.5. G を奇数位数の群とする.このとき以下の5つの条件は同値である.
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(i) G : 可解群

(ii) | $\Omega$(G)^{\times}|=2

(iii)  $\Omega$(G)^{\times} \simeq $\Omega$(G/G')^{\times}

(iv)  $\Omega$(G)^{\times} \simeq $\Omega$(G, G_{G'})^{\times}

(v)  $\Omega$(G)^{\mathrm{x}} \simeq $\Omega$(G, \mathrm{N}\mathrm{S}(G))^{\times}

ここで, G' は G の交換子部分群である.

Proof. (i) と (ii) の同値性は,定理?? である.(iii) と (iv) は命題4.3より同値である.

(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{v}) の右辺の位数については, G/G' が可換群であることと,定理4.4より直接計算で

き,(ii) の右辺と一致するので, (\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{v}) は同値である.よってこれら5つの条件は同

値である.口

このように部分 Burnside 環の単元群ともとになる Burnside 環の単元群との関係性か

ら群の構造を調べることもできる.次の章では有限Coxeter群において存在する特別な部

分Burnside 環とその結果について述べる.

5 有限 Coxeter 群とその部分 Burns |\mathrm{d}\mathrm{e} 環

定義5.1. 有限群 W が

W\simeq\langle S=\{s_{1}, s_{2}, , s_{n}\} | (s_{i}s_{j})^{m_{ij}} =e\}

ただし, m_{ii}=1 かつ 2\leq m_{ij} <\infty(i\neq j) となる有限集合 S が存在するとき, W を有限

Coxeter 群という.またこのとき,組 (WS) をCoxter 系という.

有限 Coxeter 群は1935年に Coxeter によって以下のように分類されている.

古典型 : A_{n} ) B_{n} ) D_{n}, I_{2}(n) .

例外型 : H_{3}, H_{4}, F_{4}, E_{6}, E_{7}, E_{8}.

この報告では特に A_{n} 型と I_{2}(n) 型について注目する. n 次対称群 S_{n} は,

S_{n}= \langle (12), (23), , (n-1n)\}

より, A_{n} 型の Coxeter 群とみなすことができる.また,二面体群 D_{n} は

 D_{2n}=\{ $\sigma$,  $\sigma \tau$\rangle
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より,  I_{2}(n) 型の Coxeter 群とみなすことができる.ここで  $\sigma$ は回転,  $\tau$ は鏡映を意味す

る.次に,有限 Coxeter 群に対し,部分 Burnside 環を導入するために有限 Coxeter 群部

分群族を定義する.

定義5.2.  W を Coxeter 系 (W, S) をもつ Coxeter 群とする.このとき各部分集合

J\subseteq S に対し,
 W_{J}:=\langle J\rangle

を  W のstandard parabolic 部分群という.また W の部分群 P に対し, P=gW_{J} とな

る 9\in W が存在するとき, P を W のparabolic 部分群という.さらに, W のparabolic

部分群全体を \mathcal{P} と書く.

Coxeter 群 W に対し, W の部分群族である parabolic 部分群全体 \mathcal{P} は明らかに定義

4.1の3つの条件のうち,上2つを満たす.さらに, \mathcal{P} が共通部分をとることで閉じている

ことがSolomon によって証明されている ([\mathrm{S}\mathrm{o}66]) ので, \mathcal{P} は部分 Burnside 環の条件をす

べてみたすことが分かる.また,Coxeter群のparabolic部分群族に関する部分Burnside

環の単元として,次のものが常に存在することが知られている.

定理5.3. W を (W, S) を Coxeter 系にもつ有限 Coxeter 群とし, \mathcal{P} を W のparabohc

部分群全体とする.このとき,

 $\epsilon$:=\displaystyle \sum_{J\subseteq S}(-1)^{|J|}[W/W_{J}]\in $\Omega$(W_{\text{）}}\mathcal{P})^{\times}
となる.

特に,Coxeter 群 W に対し,定理5.3から得られる W の単元を,符号単元 (sign unit)
という.

例5.4. S := \{ (1 2), (2 3 W := \langle S\rangle とおく と,  W は (W, S) を Coxeter 系にもつ

Coxeter 群となる.このとき,

\mathcal{P}=\{1, \langle (1 2) \rangle, \langle(1 3)\rangle, \langle(2,3)\rangle, \{W\rangle\},
\mathrm{C}(\mathcal{P}) = {(1) , (H) ) (W)} ) ここで, H:= \{(1 2) ),

 $\Omega$(W, \mathcal{P}) = \{[W/1] ) [W/H] ) [W/W]\rangle,
 $\Omega$(W_{\text{）}}\mathcal{P})^{\times} = \{-[W/W]\} \times \{ $\epsilon$\rangle

となる.ここで,
\in=[W/1]-2[W/H]+[W/W]
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である.

A_{n} 型の Coxeter 群の部分 Burnside 環の単元群については,すでに [I015] で示されて

いるので紹介する.

定理5.5. W を A_{n} 型Coxeter 群, \mathcal{P}_{n} をその parabolic 部分群全体とする.このとき,

 $\Omega$(W, \mathcal{P}_{n})^{\times} =\{-[W/W],  $\epsilon$\}

となる.ここで,  $\epsilon$ は  W の符号単元である.

また, I_{2}(n) 型の Coxeter 群についても新たに分かったので紹介する.

定理5.6. W を I_{2}(n) 型Coxeter 群, P_{n} をその parabolic 部分群全体とする.このとき,

 $\Omega$(W, \mathcal{P}_{n})^{\times} =\{-[W/W],  $\epsilon$\rangle

となる.ここで \ovalbox{\tt\small REJECT} $\epsilon$ は  W の符号単元である.

さらに他の型のいくつかのCoxeter群の部分Burnside環の単元群についてコンピュー

タによって計算したものを紹介する.

E_{8} 型の Coxeter 群については計算に用いた PC の性能が足りなかった.

これらの結果から既約な有限Coxeter群のparabolic部分群族に関する部分Burnside

環の単元群の位数は常に4だろうと予想されている.いくつか知られている結果だけでも

Coxeter 群の位数が大きいほど,その Burnside 環の単元群の位数も大きくなるのに対し

て,部分 Burnside 環の単元群の位数が常に一定なのは非常に興味深い.

6 可約 Coxeter 群の部分 Burnside 環の単元群

この章では,既約な場合ではなく可約な場合の有限Coxeter群のparabolic部分群族に
関する部分 Burnside 環の単元群の位数について述べる.講演の際は,部分 Bumside 褒の
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単元群の位数が4となるような既約Coxeter群の直積で与えられる Coxeter群について

述べたが,その証明に一部誤りがあったので, A_{n} 型のCoxeter群の直積に対して得られ

た結果を紹介する.

この章では特に指定しない限り, (W, S) を W=\displaystyle \prod_{i=1}^{k}W_{S_{i}} を満たす k‐既約なCoxeter系

(W_{S_{i}}, S_{i}) を持つ Coxeter 系とする.ここで Ws_{i} は W のstandard parabolic 部分群で

ある.さらに, W のparabolic 部分群族を \mathcal{P} とし,各 W_{S_{i}} のparabolic 部分群族を勉 と

する.

可約な Coxeter 群の parabolic 部分群について,次の補題が簡単に確かめられる.

補題6.1.

\displaystyle \mathcal{P}= \{\prod_{i=1}^{k}P_{i} | P_{i}\in\prime \mathcal{P}_{i}\}
この補題によって次の補題がwell‐dffined であることが分かる

補題6.2. 各 i に対し,写像

f_{i} :  $\Omega$(W_{S_{i}}, \mathcal{P}_{i}) \rightarrow  $\Omega$(W, \mathcal{P})

[W_{S_{i}}/H] \mapsto [W/ (W_{S_{1}} \times\cdots\times H\times\cdots\times W_{\mathcal{S}_{k}})]

は環準同型写像である.

この補題は Burnside 環におけるいくつかの射を用いて圏論的に証明することも,直接計

算によって証明することもできる.

ここからは各 W_{S_{i}} を A 型の Coxeter 群,特に同型である対称群とみなす.次の補題の

ためにいくつかの準備をする. R(W) を R の実指標環とするとき,写像

 $\pi$ :  $\Omega$(W) \rightarrow  R(W)
[X] \mapsto $\pi$_{X}

は環準同型写像である.ここで $\pi$_{X} は(対称群の直積である)W‐集合 Xの置換指標であ

る.また, W の巡回部分群全体の集合を￠とすると,写像

 $\alpha$ : \mathrm{C} \rightarrow \mathcal{P}

C \mapsto \overline{C}:=\cap\{Y\in \mathcal{P}|C\leq Y\}

は全単射となるので,次の環同型写像 \overline{ $\alpha$} を誘導する.

\overline{ $\alpha$} : \overline{ $\Omega$}(W, \mathcal{P}) \rightarrow \overline{ $\Omega$}(W, \mathrm{C})
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さらに次の写像は全単射である.

{W の元の共役類} \rightarrow \mathrm{C}(\not\subset)
 g \mapsto \langle g\rangle

したがって次の補題を得る.

補題6.3. 次の図式は可換である.

 $\Omega$(W\mathcal{P}) \leftrightarrow $\Omega$(W) \rightarrow^{ $\pi$}R(\mathrm{W})

 $\varphi$\downarrow \downarrow $\nu$
\overline{ $\Omega$}(W, \mathcal{P}) \rightarrow^{\overline{} $\alpha$}\overline{ $\Omega$}(W, C) \rightarrow^{\simeq} \overline{R}(W)

ここで, R(W) は W の実指標環, \overline{R}(\mathrm{W}) は W の整数値をとる類関数たちからなる環であ

り \ovalbox{\tt\small REJECT} $\nu$ は自然な単射である.

定理6.4. 次の3つが成り立つ.

(1) | $\Omega$(W, \mathcal{P})^{\times}|=2^{k+1}
(2)  $\Omega$(W, \mathcal{P})^{\mathrm{x}} =\langle-[W/W], f_{1}($\epsilon$_{1}) ,

\cdots

,  f_{k}($\epsilon$_{k})\rangle

(3)  $\epsilon$ を  $\Omega$(W, \mathcal{P}) の符号単元とするとき,  $\epsilon$=\displaystyle \prod_{\dot{l}=1}^{k}f_{\dot{l}}($\epsilon$_{i})

ただし,各 i に対し, $\epsilon$_{i} は  $\Omega$ (  W_{S_{i}} ) \mathcal{P}_{i} ) の符号単元である.

Proof. 各あの定義と環準同型性から  $\Omega$(W, \mathcal{P})^{\times} \supseteq \{-[W/W], f_{1}($\epsilon$_{1}), \cdots , f_{k}($\epsilon$_{k})\} かつ

| $\Omega$(W, \mathcal{P})^{\mathrm{X}}| \geq 2^{k+1} は明らかである.次に写像

$\pi$':\tilde{ $\Omega$}(W, \mathcal{P})\rightarrow R(W):[X]\mapsto$\pi$_{X}

を考える.補題6.3 と,  $\varpi$ の単射性から  $\pi$' が単射であることが分かる.よって

| $\Omega$(W, \mathcal{P})^{\times}|\leq|R(W)^{\times}| となる.さらに

|R(W)^{\times}|=2\times | {W の線形指標} |

であり,
R(W)=R(W_{S_{1}})\otimes\cdots\otimes R(W_{S_{k}})

である.各 W_{S_{i}} は対称群なので R_{W_{S}} . の線形指標は2つなので, W の線形指標の数は 2^{k}

となる.よって 2^{k+1} \leq | $\Omega$(W, \mathcal{P})^{\times}| \leq |R(W)^{\times}|=2^{k+1} より定理の (1), (2) を得る.(3)
は直接計算すれば確かめられる.口
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7 圏論的立場から見るBurnside環

Burnside 環は圏論的手法を用いての研究も盛んである.この章では Burnside 環の圏論

的研究手法の際に登場するいくつかの射について,新たに得られた結果を紹介する.

7.1 Burnside Mackey 関手

有限群 G のBurnside Mackey 関手とは,

 $\Omega$ : {subgroups of  G} \rightarrow \mathbb{Z} ‐mod

H \mapsto  $\Omega$(H)

で次の3つの射をもつ関手である.

\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{K}^{H} :  $\Omega$(K) \rightarrow  $\Omega$(H)

[K/J] \mapsto [H/J]

{\rm Res}_{K}^{H} :  $\Omega$(H) \rightarrow  $\Omega$(K)

[H/J] \displaystyle \mapsto \sum_{g\in[J\backslash H/K]}[K/(K\cap^{g}J)]
\mathrm{c}_{g}^{H} :  $\Omega$(H) \rightarrow  $\Omega$(^{g}H)

[H/J] \mapsto [^{g}H/gJ]

(K\leq H, 9\in G)

ここで, {\rm Res} は環準同型写像, \mathrm{c} は環同型写像となる.しかし,Ind は加群の準同型写像で

はあるが環準同型写像ではない.詳しくは延べないが,Burnside Mackey 関手はMackey

関手の例の1つとなっており,Mackey関手に関する研究手法も用いることができる.
{\rm Res} が環準同型写像であることから, {\rm Res} は単元を単元に移す.部分 Burnside 環の単

元が {\rm Res} によってどの単元に移るのかは興味の対象であり,有限 Coxeter 群の parabolic

部分群族に関する部分Burnside環の単元として常に符号単元が存在するので,その符号

単元の {\rm Res} による行先が分かったので紹介する.

定理7.1. W を (W, S) を Coxeter 系に持つ有限 Coxeter 群とする. S' \subseteq  S を固定し,

W' = \{S'\rangle とする. \mathcal{P}, \mathcal{P}' をそれぞれ W, W' のparabohc 部分群全体,  $\epsilon$, $\epsilon$' をそれぞれ
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 $\Omega$(W, \mathcal{P}) ,  $\Omega$(W, \mathcal{P}') の符号単元とする.このとき,

{\rm Res}_{W}^{W},( $\epsilon$)=$\epsilon$'

が成立する.

Proof. $\varphi$^{W}, $\varphi$^{W'} をそれぞれ, W, W' のBurnside 準同型とする. {\rm Res} の性質より,任意の

H\leq W', x\in $\Omega$(W) に対し,

$\varphi$_{H}^{W'}({\rm Res}_{W}^{W},(x))=$\varphi$_{H}^{W}(x)

なので,
$\varphi$_{H}^{W'}({\rm Res}_{W}^{W},( $\epsilon$))=$\varphi$_{H}^{W}( $\epsilon$)

となる.部分 Burnside 環での議論をするので, H\in \mathcal{P}' としてよい.さらに符号単元の性

質より, (H)=(W_{J}) となる J\subseteq S'\subseteq S が存在する H に対し,

$\varphi$_{H}^{W}( $\epsilon$)=(-1)^{|J|}

が成立する.一方,同様に符号単元の性質から,同じ H に対し,

$\varphi$_{H}^{W'}($\epsilon$')=(-1)^{|J|}

より,
$\varphi$_{H}^{W'}({\rm Res}_{W}^{W},( $\epsilon$))=$\varphi$_{H}^{W'}($\epsilon$')

となり,Burnside 準同型の単射性より {\rm Res}_{W'}^{W}( $\epsilon$)=$\epsilon$' を得る.口

さらに Burnside 環の単元群の研究に重要な写像や,新たな関手を紹介するために写像
を紹介する.

定義7.2. G を有限群とする.任意の K\leq H\leq G に対し,写像

\mathrm{J}\mathrm{n}\mathrm{d}_{K}^{H} :  $\Omega$(K) \rightarrow  $\Omega$(\mathrm{H})

x \displaystyle \mapsto $\varphi$^{-1} ((\prod_{u\in[J\backslash H/K]}$\varphi$_{K\cap J^{u}}(x))_{(J)\in \mathrm{C}(G)})
をテンソル誘導という.

 $\Omega$=(\mathrm{T}\mathrm{n}\mathrm{d}, \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}, {\rm Res}) は丹原関手の例となっている.このテンソル誘導写像は和に関し

ては準同型ではないが積に関しては準同型である.定義を見れば明らかであるが,代数的

95



にかなり難解な振る舞いをする写像である.そのため,テンソル誘導における像がどうな
るのかも Burnside 環においては興味の対象である.いくつかの群のある単元のテンソル

誘導の行先が得られたので紹介する.

定理7.3. 自然数 n に対し, S_{n} を n 次対称群とする.このとき,

\mathrm{J}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{n-1}^{n}}^{S}(-[S_{n-1}/S_{n-1}])=(-1)^{n}$\epsilon$_{n}

となる.ここで, $\epsilon$_{n} は S_{n} を A_{n-1} 型の Coxeter 群とみなしたときに得られる  $\Omega$(S_{n}) の

符号単元である.

Proof. S:=\{ (12), (23), \cdots(n-1n)\} \subset S_{n} とし, S_{n} を (S_{n}, S) を Coxeter 系にもつ

Coxeter 群とみなし, \mathcal{P}_{n} を S_{n} のparabolic 部分群全体とする.さらに, \mathfrak{Y}_{n} を S_{n} のヤン

グ部分群全体とする.いま, \mathcal{P}_{n}=\mathfrak{Y}_{n} が成立する.

\mathrm{J}\mathrm{n}\mathrm{d}_{S_{n-1}^{n}}^{S}(-[S_{n-1}/S_{n-1}]) = $\varphi$^{-}1(((-1)^{|H\backslash s_{n}/s_{n-1}|})_{(H)\in \mathrm{C}(G)})

となる.ここで, H\leq S_{n} に対し,

\overline{H}:=\cap\{Y\in \mathcal{P}_{n}|H\leq \mathrm{Y}\}
とする. \mathcal{P}_{n}=\mathfrak{Y}_{n} より,任意の H\leq S_{n} に対し,

|H\backslash S_{n}/S_{n-1}|=|\overline{H}\backslash S_{n}/S_{n-1}|

となるので, H \in \mathcal{P}_{n} として考える.ある J \subseteq  S に対し,(H) =(W\mathrm{j}) とする.両側剰

余類 H\backslash S_{n}/S_{n-1} は n 点の S_{n}‐集合 S_{n}/S_{n-1} に H を作用させたものだとみなすことに

よって)
|H\backslash S_{n}/S_{n-1}|=n-|J|

を得る.これは (-1)^{n}$\varphi$_{H}( $\epsilon$のの値と一致するので,Burnside 準同型写像の単射性より,

この定理を得る.口

定理7.4.  D_{2n}:=\langle $\sigma$,  $\tau$ | $\sigma$^{n}=$\tau$^{2}=( $\sigma \tau$)^{2}=e\rangle ,  H=\langle $\tau$\} とする.

\mathrm{J}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H}^{D_{2n}}(-[H/H])=$\epsilon$_{n}

となる.ここで, $\epsilon$_{n} は二面体群 D_{2}n を I_{2}(n) 型の Coxeter 群とみなしたときに得られる

 $\Omega$(S_{n}) の符号単元である.

長くなるので詳しい証明は省略するが,定理7.3の証明と同様に両側剰余類の集合の濃
度を D_{2n} の部分群で場合分けして調べればよい.
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