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頂点作用素代数 (VOA) の理論において,中心電荷24の(強正規な) 正則 VOA の

分類は最も重要な問題の一つである.シェレケンス [Sch] は1993年に中心電荷24

の正則 VOA を部分的に分類し) それらのウェイト 1 リー環となり得る71個のりー

環のリストを与えた ([EMS] も見よ). 最近,シェレケンスのリスト中の全てのりー

環に対して,それらをウェイ ト 1 リー環として持つ中心電荷24の正則 VOA が具体

的に構成された ([EMS], [LS2], [LLin], [SS]). ところで,ニーマイヤー格子 (階数24

のユニモジュラー格子) は,そのルート系によって一意に決定される.そのアナロ

ジーを考えて,中心電荷24の正則 VOA は,ウェイ ト 1 リー環の構造によって一意

に定まると期待されてきた.これまでの先行研究では,シェレケンスのリスト中の

30個のリー環について,正則 VOA の一意性が証明されていた.本稿では,シェレ

ケンスのリスト中の残り41個のリー環のうち,13個のリー環について,[LS3] の逆

オービフォールド構成法を用いて,中心電荷24の正則 VOA の一意性を示す.
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1 中心電荷24の正則頂点作用素代数

頂点作用素代数 (VOA) とは,非負整数で次数付けられたベクトル空間 V =

\oplus_{n=0}^{\infty}V_{n} と線形写像の族

(n):V\otimes V\rightarrow V, a\otimes b\mapsto a_{(n)}b, (n\in \mathbb{Z}) ,

特別な元 1 \in  V_{0} (真空元),  $\omega$ \in  V_{2} (共形元),線形写像 \partial :  V \rightarrow \mathrm{V}( トランスレー

ション作用素) の五つ組 (V, \{(n)\}_{n\in \mathbb{Z}}, 1,  $\omega$, \partial) であり,(Vn)(k)(玲) \subset V_{n+m-k-1} 等

の公理を満たすものである.VOA のある公理より,  $\omega$_{(3)} $\omega$ \in \mathbb{C}1 となるが,等式

$\omega$_{(3)} $\omega$=c1 で定まる数 c\in \mathbb{C} のことを,V の中心電荷と呼ぶ.瑞の元は,(共形)
ウェイト n を持つと言う.

V をVOA とする. V 上の加群とは,ベクトル空間 M と線形写像の族 (n) :

V\otimes M\rightarrow M, a\otimes v\mapsto a_{(n)}v, (n\in \mathbb{Z}) であって,いくつかの公理を満たすものであ

る.また,通常の代数の場合と同様に,加群の部分加群,既約加群等の概念がある.
M を V加群とする. M が非自明な V上の部分加群を持たないとき, M は既約で

あるという.

V を VOA とする.Vが C_{2}‐余有限,有理的,自己双対かつ CFT 型であるとき,

V は強正規であると言う.また, V の既約表現が同型を除いて唯一つであるとき,

V は正則であるという.例えば,ユニモジュラー格子 L に付随する格子 VOA V_{L}

は強正規な正則 VOA である.散在型有限単純群モンスターを自己同型群として持

つVOA V^{\mathfrak{h}} (ムーンシャインVOA) も強正規な正則 VOA であり,中心電荷は24で

ある.

V のウェイト 1空間巧 \subset V は,りー積 [a, b]=a_{(0)}b(a, b\in V_{\mathrm{i}}) によってリー環

の構造を持ち, V のウェイト 1 リー環と呼ばれる. \mathfrak{g} を V_{1} の単純な部分リー環と

する. \mathfrak{g} で生成される V のアフィン部分 VOA がレベル k であるとき, \mathfrak{g}= 縣 と

書き, k を \mathfrak{g} のレベルと呼ぶ.

命題1.1. [DM1 ,
Theorem 3, (1.1)] V を中心電荷24の強正規な正則 VOA とする.

このとき, V のウェイ ト 1 リー環防 は \{0\}, \mathbb{C}^{24} (24 次元のアーベリアン リー

環 ) , 半単純リー環のいずれかである.Vi が半単純であると仮定する.このとき,次
の (i), (ii) が成り立つ.(i) V の共形元と,防で生成されるアフイン VOA の菅原

共形元とが一致する.(ii) \mathrm{V}_{1} の任意の単純イデアル 5に対して,

\displaystyle \frac{h^{\vee}}{k}=\frac{\dim V_{1}-24}{24}
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が成り立つ.ここで , h^{\vee} は \mathfrak{s} の双対コクセター数であり, k は \mathfrak{s} のレベルである.

シエレケンス [Sch] は中心電荷24の強正規な正則 VOA を部分的に分類し,そ

れらのウェイト 1 リー環となり得る71個のリー環のリストを与えた ([EMS] も見

よ ) . 最近,シェレケンスのリスト中の全てのリー環に対して,それらをウエイト 1

リー環として持つ中心電荷24の強正規な正則 VOA が具体的に構成された ([EMS],

[LS2], [LLin], [SS]). \mathfrak{g} をシエレケンスのリスト中のリー環とし, V を V_{\mathrm{i}} \cong \mathfrak{g} を

満たす中心電荷24の強正規な正則 VOA とする. \mathfrak{g} が次のリー環のときには, V

の構造が一意に決定されることが分かっている.(i) ニーマイヤー格子に付随する

格子 VOA (24 {固) [DM2]; (ii) A_{1,2}^{16}, E_{8} ) 2B_{8,1}[\mathrm{L}\mathrm{S}1] ; (iii) E_{6,3}G_{2,1}^{3}, A_{2,3}^{6}, A_{5,3}D_{4,3}A_{1,1}^{3}
[LS3]; (iv) A_{8,3}A_{2,1}^{2} [LLin].

本稿では,新たに13個のリー環 \mathfrak{g} に対して, V の一意性を示す.次が本稿の主

定理である.

定理1.1. [KLL] 中心電荷24の強正規な正則 VOA V の構造は,そのウエイ ト 1

リー環巧が次のタイプであるとき,リー環 V_{\mathrm{i}} の構造によって一意的に決定する:

A_{1,4}^{12}, B_{2,2}^{6}, B_{3,2}^{4}, B_{4,2}^{3}, B_{6,2}^{2}, B_{12,2}, D_{4,2}^{2}B_{2,1}^{4}, D_{8,2}B_{4,1}^{2} , (1.1)

A_{3,2}^{4}A_{1,1}^{4}, D_{5,2}^{2}A_{3,1}^{2}, D_{9,2}A_{7,1}, C_{4,1}^{4}, D_{6,2}B_{3}^{2},{}_{1}C_{4,1} . (1.2)

(1.1) 中のリー環は,[DGM] に現れる,ニーマイヤー格子 N に付随する格子 VOA

V_{N} と N の (-1) ‐等長写像の持ち上げ  $\theta$\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(V_{N}) に \mathbb{Z}_{2}‐オービフオールド構成

法を適用して得られる VOA のリー環と同型である.

2 逆オービフォールド構成法

V を強正規な正則 VOA, \mathrm{g} を V の自己同型とする.9の位数が素数 p であると

する.固定点 VOA V^{g}=\{v\in V|g(v)=v\} の強正規な正則拡大 VOA W であっ

て
\ovalbox{\tt\small REJECT} V^{g} 上の加群として

W=V^{g}\displaystyle \oplus\bigoplus_{r=1}^{p-1}V^{\mathrm{T}}(g^{r})_{\mathbb{Z}}
と分解するものが存在するとき,組(Vg) に \mathbb{Z}_{p}‐オービフォールド構成法が適用可

能であると言い,そのような拡大 VOA W を W=\tilde{V}(g) と書く.

V のウェイト1 リー環 V_{1} が半単純であると仮定し, h を防の半単純な元とする.

Vの自己同型 $\sigma$_{h}:=\exp(-2 $\pi$\sqrt{-1}h_{(0)}) を考える.V上の内積 を, \langle 1|1 } =-1
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となるように定める. V_{1} のレベ) \triangleright  k の単純イデアル \mathfrak{s} に対して, |, =k とな

る.ここで,は \mathfrak{s} の正規化された内積である.

定理2.1 ([LS2]). h が次の (\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}) を満たすとき,組 (V, $\sigma$_{h}) に \mathbb{Z}_{2}‐オービフオールド

構成法が適用可能である: (i) \displaystyle \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(h_{(0)})\subset\frac{1}{2}\mathbb{Z} かつ \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(h_{(0)})\not\subset \mathbb{Z} , (ii) \{h|h\rangle\in \mathbb{Z},

(iii) V^{(h)} のウエイトは正.

さらに,次の命題が成り立つ.

命題2.1. ([MO], [LS2]) 公式

\dim V_{1}+\dim\tilde{V}($\sigma$_{h})_{1}=3\dim V_{1}^{ $\sigma$ h}+24(1-\dim V^{\mathrm{T}}($\sigma$_{h})_{1/2})

が成り立つ (モンタギューの公式).特に, V_{1}^{ $\sigma$}h= 巧かつ V^{\mathrm{T}}($\sigma$_{h})_{1/2}=0 であれば,

等式

\dim\tilde{V}($\sigma$_{h})_{1}=2\dim V_{1}+24 (2.1)

が成り立つ.

(V, g) に \mathbb{Z}_{p}‐オービフォールド構成法が適用可能であると仮定し,得られた VOA

を W=\tilde{V}(g) とする. W の自己同型 a=av_{g} を, a|_{V9} =1, a|_{V^{\mathrm{T}}(g^{r})\mathrm{z}}=e^{2 $\pi$\sqrt{-1}r/p}
(1 \leq r\leq p-1) と定める.このとき,組 (W, a) には再び \mathbb{Z}_{p}‐オービフオールド構

成法が適用可能であり, \tilde{W}(a)\cong V を満たす ([EMS] を見よ).

\mathfrak{g} を半単純リー環とし, h を \mathfrak{g} の半単純元とする.強正規な正則 VOA U であっ

て,任意の強正規な正則 VOA V に対して, V_{1}\cong \mathfrak{g} であるとき,次の条件が成り立

つものが存在すると仮定する:

(a) $\sigma$_{h} は素位数 p を持ち , 組 (V, $\sigma$_{h}) にオービフォールド構成法が適用可能である;

(b) \tilde{V}($\sigma$_{h})\cong U ;

(c) U の位数 p の任意の自己同型 g に対して, U_{1}^{g}\cong \mathrm{g}^{$\sigma$_{h}} であるならば, g は \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(U)

内で a_{V,$\sigma$_{h}} と共役である.

このとき,[LS3] で本質的に得られた次の定理が成り立つ (逆オービフォールド

構成法).

定理2.2. V_{1}\cong \mathfrak{g} を満たす強正規な正則 VOA Vの構造は同型を除いて一意である.

本稿では, \mathfrak{g} は1.1中のリー環ととり, U はあるニ-マイヤー格子 N に付随す

る格子 VOA V_{N} ととる.また, a_{V,$\sigma$_{h}} が (-1)‐等長写像の持ち上げ  $\theta$\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(V_{N}) と

共役である場合を扱っている.条件 (b) を示すために,[DM2, Theorem 3] から得

られる次の結果を用いる.
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命題2.2. N をニーマイヤー格子とし, U を U_{1} \cong(V_{N})_{1} を満たす中心電荷24の

強正規な正則 VOA とする.このとき, U\cong V_{N} である.

さらに,条件 (c) を示すために,次を用いる.

命題2.3. ([DGH, Theorem D.6]) L を正定値偶格子とすると, L の (-1)‐等長写像

の任意の持ち上げは Aut (V_{L}) 内で共役である.

3 リー環の自己  $\Pi$\overline{\mathrm{p}} 型

\mathfrak{s} をランク n の単純リー環とし, \mathfrak{h} を \mathfrak{s} のカルタン部分代数とする. \mathfrak{s} の自己同

型 g, g' が共役のとき, g\sim g' と書く. [x] を,実数 x を超えない最大の整数とする.

次の結果は [ \mathrm{H} , Theorem 6.1, TABLE II and pp.513‐515] から従う.

命題3.1. $\sigma$_{1}, $\sigma$_{2} を \mathfrak{s} の位数2の自己同型とする.このとき $\sigma$_{1}\sim$\sigma$_{2} と \mathfrak{s}^{$\sigma$_{1}}\cong \mathfrak{s}^{ $\sigma$ 2} と

は同値である.さらに,もし  $\sigma$ が \mathfrak{s} の位数2の自己同型であって \mathfrak{s}^{ $\sigma$} が半単純りー

環ならば , \mathfrak{s}^{ $\sigma$} は次で与えられる:

(1) (A_{2n})^{ $\sigma$} \cong  B_{n} (n \geq 1) , (2) (A_{2n+1})^{ $\sigma$} \cong  C_{n+1}, D_{n+1} (n \geq 2) , (3) (B_{n})^{ $\sigma$} \cong

 B_{n-p}\oplus D_{p} (n\geq 3, 2\leq p\leq n) , (4) (C_{n})^{ $\sigma$}\cong C_{p}\oplus C_{n-p}, (n\geq 2, 1 \leq p\leq [n/2]) )

(5) (D_{n})^{ $\sigma$}\cong D_{p}\oplus D_{n-p}(n\geq 4,2\leq p\leq[n/2]) and (D_{n})^{ $\sigma$}\cong B_{p}\oplus B_{n-p-1} (n\geq 3 )

0\leq p\leq[(n-1)/2]) , (6) (E_{6})^{ $\sigma$}\cong F_{4}, C_{4_{\rangle}}A_{1}\oplus A_{5} , (7) (E_{7})^{ $\sigma$}\cong A_{7}, A_{1}\oplus D_{6} , (8)

(E_{8})^{ $\sigma$}\cong D_{8}, A_{\mathrm{i}}\oplus E_{7} , (9) (瓦)  $\sigma$\cong B4,  A_{\mathrm{i}}\oplus C_{3} , (10) (G_{2})^{ $\sigma$}\cong A_{\mathrm{i}}\oplus A_{\mathrm{i}}.

$\theta$_{0}\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathfrak{s}) を \mathfrak{h} の (-1)‐自己同型の持ち上げとする.

命題3.2. (\mathrm{c}\mathrm{f}. [\mathrm{D}\mathrm{G}\mathrm{M}])_{5} が半単純ならば, \mathfrak{s}^{$\theta$_{0}} は次で与えられる:

(1) (A_{2n})^{$\theta$_{0}}\cong B_{n}, (2\rangle (A_{2n+1})^{$\theta$_{0}}\cong D_{n+1} , (3) (D_{2n})^{$\theta$_{0}}\cong D_{n}^{2} , (4) (D_{2n+1})^{$\theta$_{0}} \cong B_{n}^{2},
(5) (E_{6})^{$\theta$_{0}}\cong C_{4} , (6) (E_{7})^{$\theta$_{0}}\cong A_{7} , (7) (E_{8})^{$\theta$_{0}}\cong D_{8}.

\mathrm{f} を半単純リー環とし,単純イデアル分解を \mathrm{f}= \oplus_{i=1}^{t}\mathrm{f}(j) と書く.  $\sigma$ を \mathrm{f} の位

数2の自己同型とし, \mathrm{f}^{ $\sigma$}=\oplus_{i=1}^{s}\mathfrak{g}_{(i)} を \mathrm{f}^{ $\sigma$} の単純イデアル分解とする.次は本質的

に [LS3, Proposition 3 \cdot 7] から従う.

命題3 \cdot 3. 任意の  1\leq j\leq t, 1\leq i\leq S に対して \mathrm{f}(j)\not\cong \mathfrak{g}_{(i)} ならば, \mathrm{f}^{ $\sigma$} は単純イデ

ァルの和 \mathrm{f}^{ $\sigma$}=\oplus_{j=1}^{t}\mathrm{f}_{(j)}^{ $\sigma$} に分解する.
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表1: リー環の組 ( \mathfrak{g} )f).

ここで n|N は正整数 n が N を割り切ることを表す.また,次の同一視を使つて
いる: D_{2,k}=A_{1,k}^{2}, D_{3,k}=A_{3,k},  B_{\mathrm{i},k}=A_{\mathrm{i}_{2k}},\cdot

表1内のリー環の組 (\mathfrak{g}, \mathrm{f}) を考える.

\mathfrak{g} は, A_{1_{\text{）}}2}^{16} (ケース (B), n=1 ) を除いて,(1.1) 内のリー環である.また, \mathrm{f} はあ

るニ-マイヤー格子 \mathrm{N}(\mathrm{f}) に付随する格子 VOA V_{N(\mathrm{f})} のウェイト 1 リー環と同型

である. \mathrm{f} のあるカルタン部分代数の (-1) ‐自己同型の持ち上げを $\theta$_{0}\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{f}) と

書く.

定理3.1. (\mathfrak{g}, \mathrm{f}) を表1のリー環の組とする.このとき, \mathrm{f} の位数2の自己同型  $\sigma$ で

あって, \mathrm{f}^{ $\sigma$}\cong \mathfrak{g} を満たすものは,Aut(殴内で $\theta$_{0} と共役である.

定理を示すには,命題3.1を用いる.これと命題2.3により,次の系を得る.

系3.1. V_{N(\mathrm{f})} の位数2の自己同型  $\mu$ は, (V_{N(\mathrm{f})})_{1}^{ $\mu$}\cong \mathfrak{g} を満たすならば, \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(V_{N(\mathrm{f})})
内で  $\theta$ に共役である.

4 アフィンVOA のツイスト加群のウエイ ト

本節では,アフィンVOA のツイスト加群の共形ウエイトに対するいくつかの結

果を示す.

\mathfrak{s} を単純リー環とし,  $\lambda$ を \mathfrak{s} の主整ウェイトとする. L( $\lambda$) を  $\lambda$ を最高ウエイトに

持つ \mathfrak{s} 上の最高ウェイト既約加群とする. L( $\lambda$) のウェイト全体のなす集合を  $\Pi$( $\lambda$)

と書く. i を \mathfrak{s} のディンキン図の節とする.

補題4.1. (1) \mathfrak{s}=D_{2n} のとき, \displaystyle \min\{($\varpi$_{i}| $\mu$)| $\mu$\in $\Pi$( $\lambda$)\}=-($\varpi$_{i}| $\lambda$) である.(2) i が

\mathfrak{s} のディンキン図の任意の自己同型で固定されるとき, \displaystyle \min\{($\varpi$_{i}| $\mu$)| $\mu$\in $\Pi$( $\lambda$)\}=

-($\varpi$_{i}| $\lambda$) である.
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正整数 k に対して, P^{+}(\mathfrak{s} , 紛を,5のレベル k の主整ウェイト全体のなす集合と

する.

\mathfrak{g} を半単純リー環とし, \mathfrak{g}=\oplus_{i=1}^{t}\mathfrak{g}_{(i)} を単純イデアル分解とする. k_{1} , . . . , k_{t} を

正整数とし,アフィ.ンVOA W = \oplus_{i=1}^{t}L_{\mathfrak{g}_{(i)}}(k_{i}, 0) を考える.このとき, W_{1} \cong \mathfrak{g}

である. h=(h\mathrm{l}, . . . , h_{t}) を, \mathfrak{g} の半単純元とする. \mathfrak{g} の任意のルート  $\alpha$ に対して,

(h| $\alpha$) \geq -1 と仮定し, h_{\langle 0)} :  W\rightarrow  W のスペクトラムがある正整数 T に対して

\displaystyle \frac{1}{T}\mathbb{Z} に含まれると仮定する.

補題4.2 ( [\mathrm{L}\mathrm{S}3 , Lemma 2.7]). P_{\mathrm{g}}=P^{+}(\mathfrak{g}_{(1)}, k_{1}) \times \cdots \times P^{+}(\mathfrak{g}_{(t)}, k_{t}) とおき,  $\lambda$=

($\lambda$_{1}, $\lambda$_{2}\rangle\ldots, $\lambda$_{t}) を鳥の元とする.このとき, (\otimes_{i=1}^{t}L_{\mathfrak{g}_{(i)}}(k_{i}, $\lambda$_{i}))^{(h)} の最低共形ウエ

イトは w( $\lambda$)=\displaystyle \ell( $\lambda$)+\sum_{i=1}^{t}\min\{(h_{i}| $\mu$)| $\mu$\in $\Pi$($\lambda$_{i})\}+\{h|h\}/2 である.ここで, \ell( $\lambda$)
は \otimes_{i=1}^{t}L_{\mathfrak{g}_{(i)}}(k_{i},  $\lambda$③の最低共形ウエイトである.

 V を強正規な正則 VOA とし, V_{\mathrm{i}} =\mathfrak{g}_{1,k_{1}}\oplus\ldots\oplus \mathfrak{g}_{t} ) k_{t} とする.このとき, W は

巧 で生成されるアフィン部分 VOA と同型である.各  $\lambda$\in P島 に対して, d( $\lambda$) =

w( $\lambda$)-\ell( $\lambda$) とおく.また) 0=(0, . . . , 0)\in P_{\mathfrak{g}}, L( $\lambda$)=\otimes_{i=1}^{\mathrm{t}}L_{\mathfrak{g}_{(i)}}(k_{i}, $\lambda$_{i}) と書く.

補題4.3. 任意の  $\lambda$\in P_{\mathfrak{g}} に対して d( $\lambda$) >-3/2 と仮定し, d(0) > 1/2 と仮定す

る.このとき V^{\mathrm{T}}($\sigma$_{h}) の共形ウェイトは1/2より大きい.特に, V^{\mathrm{T}}($\sigma$_{h})_{1/2}=0.

5 オービフォールド構成

定理1.1を精密化して,次の定理を示す. (\mathfrak{g}, \mathrm{f}) 表1のリー環の組とする. V を

中心電荷24の強正規な正則 VOA とし, V_{1}\cong \mathfrak{g} と仮定する.

定理5.1. V\cong\tilde{V}_{N(\mathrm{f})}( $\theta$) である.

\mathfrak{g} の単純イデアル分解を \mathfrak{g}_{(1),k_{1}}\oplus\cdots \mathfrak{g}_{(t),k_{t}} と書く.ここで, g_{(i)} ) k_{i} 達は表1におけ

る順番と同じ順番で並べる.例えば, \mathfrak{g}=D_{6,2}B_{3}^{2},{}_{14,1}C のとき, \mathfrak{g}_{(1)}=D_{6}, \mathfrak{g}_{(2)}=B_{3},

\mathfrak{g}_{(3)}=B_{3} and \mathfrak{g}_{(4)}=C_{4} である.

\mathfrak{g} の半単純元 h を表2で定める.ここで, \{$\varpi$_{i}\} は各単純イデアルの基本ウエイ

トであり,[Bou] の記法に従う.また, D_{2} の $\varpi$_{1} とは A_{2} のウエイト ($\varpi$_{1}, $\varpi$_{1}) のこ

とである.

補題5.1. h は条件 \{h|h\rangle=2, (h| $\lambda$)\in \displaystyle \frac{1}{2}\mathbb{Z}, d(0)=1 を満たし,  $\lambda$\neq 0 となる任意

の  $\lambda$\in P_{\mathfrak{g}} に対して d( $\lambda$)>-3/2 を満たす.さらに $\sigma$_{h} は V の位数2の自己同型

であって, \mathfrak{g}^{$\sigma$_{h}}=\mathfrak{g} を満たす.
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表2: 半単純元 h\in \mathfrak{g}.

$\sigma$_{h} が位数2となることの証明には,[KM] の結果等を使う.定理2.1, 補題4.1−4.3,

5.1より,次を得る.

補題5.2. 組 (V, $\sigma$_{h}) は \mathbb{Z}_{2}‐オービフオールド構成法が適用可能である.さらに,

V^{\mathrm{T}}($\sigma$_{h})_{2}1=0 である.

組 (V, $\sigma$_{h}) に \mathbb{Z}_{2}‐オービフォールド構成法を適用して得られた VOA を W=\tilde{V}($\sigma$_{h})
と書く.

補題5.3. \tilde{V}($\sigma$_{h})\cong V_{N(\uparrow)} である.

Proof. 命題2.2より, W\mathrm{i} \cong \mathrm{f} を示せばよい.ここでは,ケース (A) ((\mathfrak{g}, \mathrm{f}) =

(B_{n,2}^{12/n}, A_{2n,1}^{12/n}) , n|12) のみ示す.Wi の単純イデアル分解を W_{1} = \oplus_{i=1}^{r}\mathfrak{s}_{(i),\ell_{i}} と

かく. \dim \mathfrak{g} = 12(2n+1) なので,(2.1) より, \dim W\mathrm{i} = 48(n+1) である. i を

\{ 1, . . .

, r\} の元とする.このとき,命題1.1より, h_{i}^{\vee}/\ell_{\dot{l}}=(\dim W\mathrm{i}-24)/24=2n+1

を得る.ここで, h_{i}^{\vee} は \mathfrak{s}_{(i)} の双対コクセター数である. \ell_{i} は正整数なので搾 は

2n+1 で割り切れる. n によって場合分けする.

(1) n = 1 . 命題3.1, 3.3を W_{1} と a = a_{V,$\sigma$_{h}} \in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(W_{1}) に適用して, \mathfrak{s}_{(i)} が

A_{1}, A_{2}, B_{3} , C2, D_{4}, D_{3} , G2のいずれかのタイプを持つことが分かる. 3|h_{i}^{\vee} な

ので, \mathfrak{s}_{(i)} \cong  A_{2} ) C_{2},.D_{4} のいずれかである. \dim W\mathrm{i} = 96 より, W\mathrm{i} は D_{4}^{2},{}_{2}C_{2,1}^{4},
D_{4,2}A_{2},\mathrm{i}C_{2,1}^{6}, D_{4,2}A_{2}^{6},{}_{1}C_{2,1}^{2}, A_{2}^{2},{}_{1}C_{2,1}^{8}, A_{2}^{7},{}_{1}C_{2,1}^{4}, A_{2,1}^{12} のいずれかである. \mathfrak{g}=A_{1}^{12} な

ので, 5_{(i)}\cong D_{4} , C2, A_{2} のとき, \mathfrak{s}_{(i)}^{a} はそれぞれ A_{1}^{4}, A_{1}^{2} ) A_{1} となる. \mathfrak{g} のリー環の

ランクが12であることと合わせて, W_{1}\cong A_{2,1}^{12} を得る.

(2) n=2 . 同様にして,命題3.1, 3.3を用いて, \mathfrak{s}_{(i)}\cong B_{2} ) A_{4}, C_{4}, D_{5} のいずれか

であることが分かる.さらに 5|h_{i}^{\vee} より, \mathfrak{s}_{(i)}\cong A_{4}, C_{4} のいずれかであることがわ

かる.よって, W\mathrm{i}=C_{4,1}^{4}, C_{4,1}^{2}A_{4,1}^{3}, A_{4}^{6})1のいずれかである. \mathfrak{g}=B_{2}^{6} より, \mathfrak{s}_{(i)}\cong C_{4}

164



であれば \mathfrak{s}_{(i)}^{a}\cong B_{2}^{2} であり, \mathfrak{s}_{(i)}\cong A_{4} であれば \mathfrak{s}_{(i)}^{a}\cong B_{2} である.rank (\mathfrak{g})=6 であ

ることを用いて, \tilde{V}_{1}\cong A_{4,1}^{6} となることが分かる.

(3) n\geq 3, n|12. \mathfrak{g}=B_{n}^{12/n} より,命題3.1, 3 \cdot 3を用いて, \mathfrak{s}_{(i)} =B_{n}, A_{2n}, D_{2n+1}

のいずれかであることが従う. (2n+1)|h_{i}^{\vee} なので, \mathfrak{s}_{(i)} = A_{2}。である.よって,

W_{1}\cong A_{2n,1}^{12/n} を得る.

(1)-(3) を合わせて,各 n|12 に対して, W\cong V_{N(\})} を得た.口

こうして,補題5.1−5.3に定理2.2, 系3.1を合わせて , 定理5.1が得られた.こ

れより,定理1.1も従う.
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