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1 Notation

G は,有限群とする.(H) は, G の部分群 H を含む G‐共役類とする.[X] は, G‐集合
Xを含む G‐集合としての同型類とする. \mathcal{D} は, G の部分群の collection を表す.つまり,

\mathcal{D} は, G‐共役の作用で閉じている G の部分群族である. C(\mathcal{D}) は, \mathcal{D} の G‐共役類全体の

集合とする. R を単位元を持つ可換環としたとき, R^{\times} を R の単元群とする.

2 Introduction

有限群の collection の部分バーンサイ ド環 ([Yo90]) の単元群の研究は,[IO15] で始めら
れた.対称群とそのヤング部分群のcollectionから得られる部分バーンサイ ド環は,1でな

い単元  $\alpha$ を持つ ([I015]). 単元  $\alpha$ は対称群の交代指標を与える.
本稿では, \mathrm{I}_{2}(\mathrm{m}) 型のコクセター群とそのパラボリック部分群の collection から得られる

部分バーンサイ ド環の単元を決定した.

 $\Omega$(G, \mathcal{D}) を元 [G/H] , ただし, H\in \mathcal{D} , で生成された通常のバーンサイ ド環  $\Omega$(G) の部

分加群とする.このとき,  $\Omega$(G, \mathcal{D}) は基底 \{[G/H]|(H) \in C(\mathcal{D})\} を持つ自由 \mathbb{Z}‐加群であ

る. G のバーンサイ ド環  $\Omega$(G) は, G/H の同型類 [G/H]((H)\in C(\mathrm{G})) の \mathbb{Z}_{\'{I}}‐線形結合全体

からなる可換環である.ただし,基底の元の間の積は

[G/H]\displaystyle \cdot[G/K]=\sum_{HgK\in[H\backslash G/K]}[G/gHg^{-1}\cap K]
で与えられる.

3 Burnside ring
H を G の部分群とする.写像  $\varphi$ を

 $\varphi$: $\Omega$(G)\displaystyle \rightarrow\tilde{ $\Omega$}(G):=\prod_{(S)\in C(G)}\mathbb{Z}:[G/H]\mapsto($\varphi$_{S}([G/H]))_{(S)}
と定義する.ここで $\varphi$_{S}([G/H]) は G‐集合 G/H の S‐固定点の個数である.写像  $\varphi$ は単射準

同型である.また写像  $\varphi$ を  G のバーンサイ ド準同型という.

4 Coxeter group

W を有限群, S を有限集合とする.コクセター系 (W, S) をもつコクセター群とは

 W\cong\langle S|( $\alpha \beta$)^{m( $\alpha,\ \beta$)}=1,  $\alpha$,  $\beta$\in S\rangle
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となるような  W である.ただし m ( $\alpha$,  $\beta$) は整数であり,  $\alpha$\neq $\beta$ のとき  m( $\alpha$,  $\beta$)\geq 2,  $\alpha$= $\beta$

のとき  m( $\alpha$,  $\beta$)=1 とする.

コクセター系 (W, S) を持つコクセター群を  W=\{S\rangle とする.集合  S の任意の部分集合

を J\subseteq S とする.このとき

W_{J}=\{J\}

と W‐共役である W の部分群を W のパラボリック部分群という.

5 Units of PBR of coxeter group of type \mathrm{I}_{2}(m)

\mathrm{I}_{2}(m) 型 (m\geq 3) のコクセター群を W とする.このとき W は位数 2m の二面体群と同

型である.位数 2m の二面体群を D_{2m} とすると

D_{2m}=\langle a, b|a^{m}=b^{2}=1, b^{-1} ab=a^{-1}\}

である. S= { s\mathrm{o}, si}, ただし s_{0}=b , si =ab とする.このとき (W, S) は \mathrm{I}_{2}(m) 型コクセ
ター群のコクセター系となる. W の全てのパラボリック部分群の集合を \mathcal{P}_{m} とすると

C(\mathcal{P}_{m})= \left\{\begin{array}{ll}
\{(1), (P0), (W)\} & (m: \mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}),\\
\{(1), (P0), (P1), (W)\} & (m: \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n})
\end{array}\right.
となる.ここで瑞 = { s_{0}\rangle, P\mathrm{i}= \langle si} とする.

このとき \mathcal{P}_{m} に関する W の  $\Omega$(W, \mathcal{P}_{m}) は \mathbb{Z} 上の基底

\left\{\begin{array}{ll}
\{[W/1], [W/P_{0}], [W/W]\} & (m: \mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}),\\
\{[W/1], [W/P_{0}], [W/P_{1}], [W/W]\} & (m: \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n})
\end{array}\right.
をもつ. W の \mathcal{P}_{m} に関するマーク行列は次のようになる.

表1: m : odd
表2: m : even

Proposition 5.1. [Yo90] 有理数体上の部分バーンサイ ド環 \mathbb{Q} $\Omega$(G, \mathcal{D}) の G の部分群 H

に対応する原始べき等元を e_{H}, $\mu$_{D} をポセッ ト (\mathcal{D}, \leq) のメビウス関数とする.このとき

e_{H}=\displaystyle \sum_{(D)\in C(\mathcal{D})}\frac{|D|}{|N_{G}(D)|}\sum_{H\in \mathcal{D}}($\mu$_{\mathcal{D}}(D, H)$\varphi$_{H}(e_{H}))[G/D]
が成り立つ.ただし N_{G}(D) は G における部分群 D の正規化群とする.
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Lemma 5.2. \mathrm{I}_{2}(m) 型コクセター群を W とする.このとき次が成り立つ.

1. m が奇数のとき, \mathbb{Q} $\Omega$(W, \mathcal{P}_{m}) の原始べき等元は,

e_{1} = \displaystyle \frac{1}{2m}[W/1],
e_{P_{\mathrm{O}}} = -\displaystyle \frac{1}{2}[W/1]+[W/P_{0}],
e_{W} = \displaystyle \frac{m-1}{2m}[W/1]-[W/P_{0}]+[W/\acute{W}].

2. m が偶数のとき, \mathbb{Q} $\Omega$(W, \mathcal{P}_{m}) の原始べき等元は,

e_{1} = \displaystyle \frac{1}{2m}[W/1],
e_{P_{0}} = -\displaystyle \frac{1}{4}[W/1]+\frac{1}{2}[W/P_{0}],
e_{P_{1}} = -\displaystyle \frac{1}{4}[W/1]+\frac{1}{2}[W/P_{1}],
e_{W} = \displaystyle \frac{m-1}{2m}[W/1]-\frac{1}{2}[W/P_{0}]- \frac{1}{2}[W/P_{1}]+[W/W].

Proof. Proposition 5.1より成り立つ.口

Proposition 5.3. 部分群族 \mathcal{D} に関する G の部分バーンサイ ド環を  $\Omega$(G, \mathcal{D}) , \mathrm{I}_{2}(G, \mathcal{D}):=

\{e\in \mathbb{Q} $\Omega$(G, \mathcal{D})|e^{2}=e\in $\Omega$(G, \mathcal{D}\}) とする.このとき  $\Omega$(G, \mathcal{D})^{\times} と \mathrm{I}_{2}(G, \mathcal{D}) には1対1の

対応がある.

Proof. 集合 \mathrm{I}_{2}(G, \mathcal{D}) の元を e とすると 1-2e\in $\Omega$(G, \mathcal{D})^{\times} となる.逆に  u\in  $\Omega$(G, \mathcal{D})^{\times}
に対し \displaystyle \frac{1-u}{2}\in \mathrm{I}_{2}(G, \mathcal{D}) となる.これらの対応は互いに逆写像である. \square 

Theorem 5 \cdot 4. \mathrm{I}_{2}(m) 型コクセター群を W, W の全てのパラボリック部分群の集合を \mathcal{P}_{m}

とする.

1. m が奇数のとき,

 $\Omega$(W\mathcal{P}_{m})^{\times} =\{\pm[W/W], \pm([W/1]-2[W/P_{0}]+[W/W])\}.

2. m が偶数のとき,

 $\Omega$(W, \mathcal{P}_{m})^{\times} =\{\pm[W/W], \pm([W/1]-[W/P_{0}]-[W/P_{1}]+[W/W])\}.

Proof Proposition 5.3より成り立つ.口

以後

 $\varepsilon$= \left\{\begin{array}{ll}
[W/1]-2[W/P_{0}]+[W/W] & (m: \mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}),\\
{[}W/1]-[W/P_{0}]-[W/P_{1}]+[W/W] & (m: \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n})
\end{array}\right.
とする.

6 tom‐Dieck 準同型と exponential map
有限群 G の実表現環を R_{\mathbb{R}}(G) として,  $\varphi$(x)=(x_{H})_{(H)\in C(G)} となる  $\Omega$(G) の元 x に対

して, x=$\varphi$^{-1}((x_{H})_{(H)\in C(G)}) と書く.このとき群準同型写像

u_{G}:R_{\mathbb{R}}(G)\rightarrow $\Omega$(G)^{\times} : V\mapsto$\varphi$^{-1}(((-1)^{\dim V^{H}})_{H\in C(G)}) (1)
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が存在する [Di79]. ただし, V は \mathbb{R}G‐加群, V^{H} は V の H‐不変空間である.また \dim V^{H}

は G の \mathbb{C}‐指標  $\chi$ の  H 上への制限  $\chi$|_{H} と H の単位指標 1_{H} の内積に等しい.

有限群 G の実数値をとる \mathbb{C}‐指標全体のなす環を \overline{R}_{\mathbb{R}}(G) とする.このとき写像 u_{G} は群

準同型

\overline{u}_{G}:\overline{R}_{\mathbb{R}}(G)\rightarrow $\Omega$(G)^{\times} : $\chi$\mapsto$\varphi$^{-1}(((-1)^{\dim V^{H}})_{H\in C(G)})
へ拡張できる.これを G のtom‐Dieck 準同型という.また写像

\overline{\ell}_{G}: $\Omega$(G)\rightarrow R_{\mathbb{R}}(G):[G/H]\mapsto$\chi$_{\mathbb{C}[G/H]}

を linearization map という [Ba10]. ただし  $\chi$ \mathrm{c}[c/H] は \mathbb{C}G‐加群 \mathbb{C}[G/H] の指標とする.
tom‐Dieck 準同型と linearlization map の合成

\exp_{G} :=\overline{u}c\circ\overline{\ell}_{G} :  $\Omega$(G)\rightarrow\overline{R}_{\mathbb{R}}(G)\rightarrow $\Omega$(G)^{\times}

として得られる写像をexponential map という.

Lemma 6.1. \mathrm{I}_{2}(m) 型コクセター群を W とする.このとき

\langle $\chi$|_{H},  I_{H}\rangle = \left\{\begin{array}{ll}
1 & \mathrm{i}\mathrm{f} (H)= \text{（乃），}\\
2or 0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right. (2)

となるような W の \mathbb{C} ‐既約指標  $\chi$ が存在する.

Lemma 6.2.  W の既約指標を  $\chi$ とする.このとき

 $\varphi$_{H}(\overline{u}_{W}( $\chi$))= \left\{\begin{array}{l}
-1 \mathrm{i}\mathrm{f} (H)=(P_{i}) ,\\
1 \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right. (3)

となる.

Theorem 6.3. (2) の W の既約指標  $\chi$ に対して

 $\varepsilon$=\overline{u}_{W}( $\chi$)

が成り立つ.

Proof. H\leq W に対して,

$\varphi$_{H}([W/1])= \left\{\begin{array}{ll}
2m & \mathrm{i}\mathrm{f} (H)=(1) ,\\
0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e},
\end{array}\right.
$\varphi$_{H}([W/P_{i}])= \left\{\begin{array}{ll}
m & \mathrm{i}\mathrm{f} (H)=(1) ,\\
-2 & \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}, (H)=(P_{0}) ,\\
-1 & \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{m} \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}, (H)= (Pi),\\
0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e},
\end{array}\right.

$\varphi$_{H}([W/W])=1 となる.(2) から

$\varphi$_{H}( $\varepsilon$)= \left\{\begin{array}{l}
-1 \mathrm{i}\mathrm{f} (H)= (Pi),\\
1 \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right. (4)

を得るので,(3) , (4) と  $\varphi$ の単射性より定理の主張が示される.口
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Lemma 6.4. \mathrm{I}_{2}(\mathrm{m}) 型コクセター群を W をとする.このとき  $\Omega$(W, \mathcal{P}_{m})^{\times} はtom‐Dieck

準同型 \overline{u}_{W} の像に含まれる.

Proof. Theorem 6.3より \overline{u}_{W}(1)=-1,\overline{u}_{W}( $\chi$)= $\varepsilon$ である.また  $\Omega$(W, \mathcal{P}_{m})^{\times} =\langle-1,  $\varepsilon$ } よ
り成り立つ.口

Remark 6.5. \mathrm{I}_{2}(\mathrm{m}) 型コクセター群を W, W の部分群を K とする.(1) において V =

\mathbb{C}[W/K] とすると

\exp_{W}: $\Omega$(W)\rightarrow $\Omega$(W)^{\times} :[W/H]\mapsto$\varphi$^{-1}(((-1)^{|H\backslash W/K|}))_{H\in C(W)})

となるような写像を得る.

Theorem 6.6. \mathrm{I}_{2}(p) 型コクセター群を W, p を素数とする.このとき

 $\Omega$(W, \mathcal{P}_{p})^{\times} \subset{\rm Im}\exp_{W}\Leftrightarrow p が非ピタゴラス素数

が成り立つ.

Proof. ( \Leftarrow ) 非ピタゴラス素数を  p とする.このとき

C(W)= { (e) , (P0), (Cp), (W)}

である.ただし C_{p} は W の p‐次巡回部分群とする.また

(|1\backslash W/P_{0}|, |P_{0}\backslash W/P_{0}|, |C_{p}\backslash W/P_{0}|, |W\backslash W/P_{0}|)=(p, 2(n+1), 1, 1)

であり,

 $\varphi$(\overline{u}_{W}\circ\ell_{W}([W/P_{0}]))=(-1, 1, -1, -1)

が得られる.よって

\exp_{W}([W/P_{0}])=\overline{u}_{W}\circ\overline{\ell}_{W}([W/P_{0}])=- $\varepsilon$

となる. \exp_{W}([W/W])=-1 なので  $\Omega$(W, \mathcal{P})^{\times} \subset Imexpw が成り立つ.
( \Rightarrow ) ピタゴラス素数を  p とする.このとき

(|1\backslash W/P_{0}|, |P_{0}\backslash W/P_{0}|, |C_{p}\backslash W/P_{0}|, |W\backslash W/P_{0}|)=(p, 2n+1,1,1)

であり,

 $\varphi$(\overline{u}_{W}\circ\ell_{W}([W/P_{0}]))=(-1, -1, -1, -1)

が得られる.また

(|1\backslash W/1|, |P_{0}\backslash W/1|, |C_{p}\backslash W/1|, |W\backslash W/1|) = (2p, p, 2,1)

(|1\backslash W/C_{p}|, |P_{0}\backslash W/C_{p}|, |C_{p}\backslash W/C_{p}|, |W\backslash W/C_{p}|) = (2, 1, 2, 1)

なので

 $\varphi$(\exp_{W}([W/1]))= $\varphi$(\exp_{W}([W/C_{p}]))=(1, -1,1, -1)

となる.よって

\exp_{W}(\tilde{\mathrm{f}\`{I}}(W))=\langle(-1, -1, -1, -1) , (1, -1,1, -1)\rangle

が得られるので矛盾. 口
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