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概要

近年,現実のネッ トワークに共通する統計的性質を経験則として抽出し,その発

生原理を説明する数理モデルの研究が進められている.Adaptive network models
はその数理モデルの一つとして,神経網や道路網などに見られる動的素子と結合の

共発展ダイナミクスに基づき統計的経験則を再現する.ただし問題点も有り,ェ ー
ジェントベースモデルとして記述されるため,一般に理論解析が難しい.本稿では

既発表論文 [2] の概説として,EmailやSNS などのコミュニケーションデータが持
つ時間的構造的経験則を再現したモデルを紹介し,その共発展ダイナミクスを母関
数法により解析できることを概説する.

1 Introduction

人間関係や電力網,道路網や神経網などのシステムの結合関係 (ネットワーク) に
注目し,それら多岐にわたるネッ トワークに共通する統計的性質をデータ解析から

経験則として発見する試みが為されている [6]. 近年,分析可能なデータが質と量と
もに増加している.例えば,EmailやSNS, 携帯電話通話などのコミュニケーショ

ンデータにおいては,「誰と誰が会話通信していたか」 といった人間関係のみなら

ず,「何時メッセージを送ったか」 という時間情報を含んだイベント時系列データが

分析されている.その結果ネッ トワークの静的構造だけでなく,その時間的変化や

イベント時系列の統計的性質にも個別事例に依らず共通する統計的性質が発見され

ている [3, 10].
また実データ分析だけでは無く,経験則の発生原理を説明するため数理モデル研

究も進められている.Adaptive network models はその数理モデルアプローチの一
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つである [4]. 通常ネッ トワークは,vertex と edge からなる graph として表現さ
れ,その構造は時間的に一定と仮定されることが多い.しかし人間関係や神経網な

どネットワークシステムではその構造は時々刻々と変化している.さらにvertex も

単なる接合点ではなく動的素子であり,他の素子とedgeを介して影響を与え合って
いる.その結果,動的素子による集団ダイナミクスはedgeによる隣接関係に強く依
存している一方で,edge の時間的変化もまた集団ダイナミクスの振る舞いに依存し
ている.Adaptive network models は動的素子とその結合関係の共発展ダイナミク
スを数理モデル化する事で,実データに見られる統計的経験則を再現することを目
指している.

Adaptive network models はシンプルなルールでも多様な現象を再現できる.し
かし動的素子とその結合関係の共発展ダイナミクスはそもそもが複雑系であり,確

率的ェ一ジェントベースモデルとして記述されることも多いため,一般に理論解析
が難しく数値シミュレーションに頼る研究も多い.

本稿では既発表論文の概説 [2] として,ある adaptive network mode1を紹介し、
その共発展ダイナミクスを母関数法により解析できることを概説する.2章ではその

モデルが再現対象とする,ネットワークの時間的構造的経験則について説明する.

3章ではモデルを記述し,4章では母関数法による解析を説明する.

2 コミュニケーシ \exists ンデータが持つ時間的構造的

経験則

Email やSNS, 携帯電話通話などのコミュニケーションデータをネットワークと

して分析することで,人間集団の社会関係を可視化し,その構造的特性を明らかにす

る試みが為されてきた [6]. その結果,素子のリンク数 (次数) 分布が一般に幕分布に
従うことが知られており (スケールフリー構造),感染症対策や情報拡散などに重要
な影響を与えている [1, 5].

また近年はデータの質と量ともに増加しており,特に 「何時コミュニケーション

をしたか」 というイベント時間情報を含んだ時系列データが研究対象になっている.

その結果,人のコミュニケーション行動パターンとして,イベント時間間隔の統計的

性質には非ボアソン性 (バースト性) が存在することが実証されている [3, 10].
従来研究において,コミュニケーションデータの2つの経験的法則 (スケールフ

リー構造とバースト性) は,別々の発生原理から説明が為されてきた.しかし本来
はコミュニケーションデータの2側面であり,同一の発生原理から説明されるべき

である.その為,時間的構造的経験則を総合的に再現する数理モデル(Adaptive
temporal network model) を3章にて説明する.
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3 An adaptive temporal network model

本章では,原論文 [2] で提案された数理モデルを説明する.
このモデルでは SNS やWeb forum などのオンラインコミュニケーションを念頭

に,参加者がメッセージを投稿しそれに返信していくことで,コミュニケーション活

動が生じる状況を模している.まず  N 人のagent集団を考える (i=1,2, \cdots, N) .
システムの時間発展は,以下の 3step からなる.
(i) Activation of nodes

(ii) Formation of pairs
(iii) Exchange of resources

Activation step(i) では N_{A} 人が active に,のこりはinactive にセッ トする.
Agent は内部状態 x_{i}(t) を持つ.ここで x_{i}(t) はAgent が他者に対してコンタクト
を取る意欲を抽象化したResource として解釈し,内部状態 xi (t) に比例した確率で
Active agent を選択する.

Pair formation step(ii) では,Active agent がコンタクトを取る相手を選択する.
確率  $\kappa$ で,相手は Agent 集団全体からランダムにピックアップされる [7]. これは
SNS やWeb‐Forum に新規投稿したり,どこかの Thread にコメントすることを模

している.また確率  1- $\kappa$ で相手は Active agent からランダムにピックアップされ
る [8]. これは既に投稿されたコメントに対して返答する状況を模している.

Active agent はコンタク トの結果として,directed edge を一時的に作る.Ex‐
change step (iii) では,その edge を介して resource が移動する.

 x_{i}(t+1)-x_{i}(t)=D [\displaystyle \sum_{j}a_{ij}(t)-\sum_{j}a_{ji}(t)] , (1)

ここで D はResource の移動量である.Active agent はコンタクトを取ったことで
満足しその意欲が減少する一方,コンタクトを受け取った相手は,逆に意欲が増加す

る.最終的に RResource の移動後は edge を破棄する.
以上を1時刻での時間発展として,それを繰り返す.初期状態として内部状態

x_{i}(0) = 1 として均一化された状態からスタートしても,系のバラメータ  $\kappa$ に応じ

て,質的に異なる振る舞いを示し,コミュニケーションデータの2つの経験的法則

(スケールフリー構造とバースト性) を再現することが可能である (数値計算結果の詳
細については原論文を参照のこと).

4 母関数法による解析

上記のエージェントベースモデルを解析するため,対応するマスター方程式を考

える.Resource が離散状態のみをとることから,  N, N_{A} が十分に大きな極限にお

いて状態密度 u_{n}(t) を x_{i}(t) = nD である Agent 数密度で定義する.その状態密
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度 u_{n}(t) の時間発展は,二項分布 B(m,  $\rho$, M) を用いて以下のように書くことがで
きる.

\displaystyle \frac{du_{n}(t)}{dt} = A(-1)a_{n+1}u_{n+1}(t) - C\mathrm{l} a_{n}u_{n}(t) - C_{2\overline{a}_{n}u_{n}}(t)

N_{A} N_{A} rc

+\displaystyle \sum_{rn=1}a_{n-7n}u_{n-rn}(t)A(m) +\displaystyle \sum_{ $\tau$ n=1}\overline{a}_{n} ーへ u_{n-7n}(t)B_{1}(m)

ここで a_{n} = \displaystyle \frac{N_{A}}{N}Dn, \overline{a}_{n} = 1 -

a_{n}, B_{\mathrm{i}}(m) = B(m, $\rho$_{1}, M_{1}) , B_{2}(m) =

B(m, $\rho$_{2}, M_{2}) , A(m) = \displaystyle \sum,B_{1}(m_{1})B (m2), and C_{1} = 1 -A(0) ,
C_{2}=1-B\mathrm{i}(0) である.

このマスター方程式を解くため,母関数として Q(t, x) = \displaystyle \sum_{n}u_{n}(t)x^{n}. を取る.

マスター方程式に x^{n} をかけ, n\geq 0 にて足し合わせてることで,母関数に関する

方程式を得る事が出来る.

\displaystyle \frac{\partial Q}{\partial t}= $\eta$\frac{\partial Q}{\partial x} [A(-1)+(-C_{1}+C_{2})x+\displaystyle \sum_{rn=1}^{N_{A}-1}A(m)x^{ $\tau$ r $\iota$+1}-\sum_{rn=1}^{N_{A} $\kappa$}B(m, $\rho$_{1}, M_{1})x^{ $\tau$ n+1}]
(2)

+Q [-C_{2}+\displaystyle \sum_{rn=1}^{N_{A} $\kappa$}B(m, $\rho$_{1}, M_{1})x^{rn}]
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ここで  $\eta$= \displaystyle \frac{N_{A}D}{N} である.上記の方程式を導くにあたって以下の関係式を用いた.

\displaystyle \frac{\partial Q}{\partial t}=\sum_{n\geq 0}\frac{du_{n}(t)}{dt}x^{n}
\displaystyle \sum_{n\geq 0}a_{n}u_{n}(t)x^{n}= $\eta$\sum_{n\geq 0}nu_{n}(t)x^{n}= $\eta$ x\frac{\partial Q}{\partial x}

\displaystyle \sum_{n\geq 0}a_{n+1}u_{n+1}(t)x^{n}= $\eta$\sum_{n=0}^{\infty}(n+1)u_{n+1}(t)x^{n}
= $\eta$ [\displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}nu_{n}(t)x^{n-1}- (nu_{n}(t)x^{n})|_{n=0}]
= $\eta$\displaystyle \frac{\partial Q}{\partial x}

\displaystyle \sum_{n\geq 0}a_{n-rn}u_{n-\mathrm{m}}(t)x
鴨

= $\eta$\displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}(n-m)u_{n-rn}(t)x^{n}
= $\eta$\displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}(n-m)u_{n-rn}(t)x^{n-m-1} . x^{ $\tau$ n+1}

 $\tau$ n+1\partial Q
= $\eta$ x 茄

\displaystyle \sum_{n\geq 0}\overline{a}_{n}u_{n}(t)x^{n}=\sum_{n\geq 0}(1- $\eta$ n)u_{n}(t)x^{n}
=\displaystyle \sum_{n\geq 0}u_{n}(t)x^{n}- $\eta$\sum_{n\geq 0}nu_{n}(t)x

れ

=Q- $\eta$ x\displaystyle \frac{\partial Q}{\partial x}
\displaystyle \sum_{n\geq 0}\overline{a}_{n-rn}u_{n- $\tau$ n}(t)x^{n}

ニ

\displaystyle \sum_{n\geq 0}(1- $\eta$(n-m))u_{n-m}(t)x^{n}
=\displaystyle \sum_{n\geq 0}u_{n-m}(t)x^{n}- $\eta$\sum_{n\geq 0}(n-m)u_{n-rn}(t)x^{n}
=x^{77l}\displaystyle \sum_{n\geq 0}u_{n-m}(t)x^{n-rn}- $\eta$ x^{m+\mathrm{i}}\sum_{n\geq 0}(n-m)u_{n-7n}(t)x^{n-n\mathrm{t}-1}
=x^{rr $\iota$}Q- $\eta$ x^{rn+1}\displaystyle \frac{\partial Q}{\partial x}

Agent 数 N , Active agent 数 N_{A} が比率 N_{A}/N を一定に保ちつつ,共に +\infty の
極限を考える.このとき二項分布をポアソン分布で近似する事が出来るため,方程
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式(2) の各項は以下のように単純化できる.

\displaystyle \sum_{ $\tau$ n=1}^{N_{A} $\kappa$}B_{1}(m)x^{7n}\sim\sum_{rn=1}^{N_{A} $\kappa$}\frac{($\lambda$_{1}x)^{rr $\iota$}e^{-$\lambda$_{1}}}{m!}\rightarrow e^{-$\lambda$_{1}}[-1+e^{$\lambda$_{1}x}] (N_{A}\rightarrow\infty)

\displaystyle \sum_{m=1}^{N_{A^{\hslash}}}B_{1}(m)x^{ $\tau$ n+1}\rightarrow xe^{-$\lambda$_{1}}[-1+e^{$\lambda$_{1}x}]
C_{1}=1-\displaystyle \sum_{1\mathrm{m}2}B_{1}(m_{1})B_{2}(m_{2})=1-[B_{1}(0)B_{2}(1)+B_{1}(1)B_{2}(0)]

\sim 1-[$\lambda$_{1} . e^{-$\lambda$_{1}}e^{-$\lambda$_{2}}+e^{-$\lambda$_{1}} . $\lambda$_{2}e^{-$\lambda$_{2}}] =1-e^{-($\lambda$_{1}+$\lambda$_{2})}($\lambda$_{1}+$\lambda$_{2})
C_{2}=1-B_{1}(0)\sim 1-e^{-$\lambda$_{1}}

A(-1)=B_{1}(0)B_{2}(0) \sim e^{-($\lambda$_{1}+$\lambda$_{2})}

\displaystyle \sum_{ $\tau$ n=1}^{N_{A}-1}A(m)x^{ $\tau$ n+1}=mrn+rn=rn\sum_{=1}^{N_{A}-1}\sum_{12}B_{1}(m_{\mathrm{i}})B_{2}(m_{2})x^{7n+1}
=\displaystyle \sum_{s=2}^{N_{A}}\sum_{r=0}^{s}B_{1}(s)B_{2}(s-r)x^{s}
=\displaystyle \sum_{s=0}^{N_{A}}\sum_{r=0}^{s}B_{1}(s)B_{2}(s-r)x^{s}-B_{1}(0)B_{2}(0)-[B_{1}(0)B_{2}(1)+B_{1}(1)B_{2}(0)]x
\displaystyle \rightarrow (\sum_{n=0}^{\infty}B_{1}(n)x^{n}) (\sum_{n=0}^{\infty}B_{2}(n)x^{n})
-B_{1}(0)B_{2}(0)-[B_{1}(0)B_{2}(1)+B_{1}(1)B_{2}(0)]x (N_{A}\rightarrow\infty)

=\exp[($\lambda$_{1}+$\lambda$_{2})(x-1)]-e^{-($\lambda$_{1}+$\lambda$_{2})}[1+($\lambda$_{\mathrm{i}}+$\lambda$_{2})x].

ここで $\lambda$_{1} = \displaystyle \frac{N_{A}}{N} $\kappa$,  $\lambda$_{2}=1- $\kappa$ . また以下の母関数の恒等式を用いた [11]:

\displaystyle \sum_{n\geq 0}\sum_{r=0}^{n}a_{r}b_{n-r}x^{n}=f\cdot g, f=\sum_{n\geq 0}a_{n}x^{n}, g=\sum_{n\geq 0}b_{n}x^{n}
以上の結果、以下の単純化された方程式を得る事が出来る.

\displaystyle \frac{\partial Q}{\partial t}= $\eta$ Y(x)\frac{\partial Q}{\partial x}+Z(x)Q , (3)

Y(x)=\exp(($\lambda$_{1}+$\lambda$_{2})(x-1))-x\exp($\lambda$_{1}^{\backslash }(x-1)) ,

Z(x)=-1+\exp($\lambda$_{1}(x-1)) .

定常状態 \displaystyle \frac{\partial Q}{\partial t}\rightarrow 0 にて, Q^{r}(1) \equiv \displaystyle \frac{\partial Q}{\partial x}|_{x=1} および Q^{r/}(1)= \displaystyle \frac{\partial^{2}Q}{\partial x^{2}}|_{x=1} を求める.

式(3) により

\displaystyle \frac{Q'(x)}{Q(x)}=-\frac{Z(x)}{ $\eta$ Y(x)}.
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\displaystyle \lim_{x\rightarrow 1}Y(x)=\lim_{x\rightarrow 1}Z(x)=0 であるため,

\displaystyle \frac{Q^{r}(1)}{Q(1)}=-\lim_{x\rightarrow 1}\frac{Z'(x)}{ $\eta$ Y'(x)}.
規格化条件 Q(1)=1 より,以下を得る.

Q'(1)=-\displaystyle \frac{Z'(1)}{ $\eta$ Y'(1)}=-\frac{N_{A}}{N} $\kappa$\cdot\frac{1}{\frac{N_{A}}{N}D\cdot(- $\kappa$)}=1/D.
同様に Q^{rr}(1) についても

Q''(1) = \displaystyle \frac{1}{2D $\kappa$} [1-2 $\kappa$+ (1-\frac{N_{A}}{N})$\kappa$^{2}] +\frac{1}{D^{2}}.
Q'(1) and Q''(1) を用いて,最終的に定常密度分布垢の平均  $\mu$ と分散  $\sigma$^{2} を得

る [11].

 $\mu$=Q'(1)= \displaystyle \frac{1}{D}
$\sigma$^{2}=Q''(1)+Q^{r}(1)-Q^{r}(1)^{2}=\displaystyle \frac{1}{2D $\kappa$} [1-2 $\kappa$+ (1-\displaystyle \frac{N_{A}}{N})$\kappa$^{2}] +\displaystyle \frac{1}{D}.

Resource x の分布の平均  $\mu$。と分散  $\sigma$_{x}^{2} については, x=nD により求める.

$\mu$_{x}=1 (4)

$\sigma$_{x}^{2}= \displaystyle \frac{D}{2 $\kappa$} [1-2 $\kappa$+ (1-\frac{N_{A}}{N})$\kappa$^{2}] +D . (5)

この結果より  $\kappa$\rightarrow 0 の極限で,分散が発散することが分かる.実際にエージェン

トベースモデルの数値計算の結果を見ても  $\kappa$\sim 0 にて分布が罧則に従うことが確認

できる.

5 まとめ

母関数法や近似計算を用いることで,多数のAgent からなる数理モデルを最終
的には方程式 (3) のような簡素化された1変数偏微分方程式に縮約することができ
る.同様の手法は,別の Adaptive network model に対しても適用されており,モ
デルによっては少数自由度の常微分方程式に縮約できるケースもある [9]. Adaptive
network model の解析手法として有効な手法であり,今後の活用が期待される.
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