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概要

ヒルベルト空間における二つの可換なhybrid写像の共通不動点問題に関して得ら
れた共通不動点の存在定理と近似定理を紹介する.

1 はじめに

本稿では,ヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合 C 上の二つの可換なhybrid写像 S,T

について,方程式 Su=Tu=u を満たす点 u\in C を求める共通不動点問題の解の存在定

理と近似定理を紹介する.これらは,文献 [17] において得られた結果である.
非線形写像の共通不動点を近似する方法は色々と知られているが,ここでは,非線形エ

ルゴード理論と関連のある写像列

V_{n}=\displaystyle \frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{k=0}^{n}\sum_{l=0}^{n}S^{k}T^{l} (n=0,1, \ldots) (1.1)

を用いた近似法を研究する.特に, S と T の共通不動点が存在する場合に, C の任意の有

界部分集合 D について,点列 \{V_{n}y- SV_{n}y\} と \{V_{n}y-TV_{n}y\} が原点に y \in  D に関して

一様収束することを示す.さらに,この結果を用いることにより,共通不動点定理,共通不

動点への平均収束定理,強収束定理,弱収束定理を得る.なお,これらの収束定理を得る際,
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写像列 \{V_{n}\} が文献 [1] で導入された条件 (S) を満たすことを示し,文献 [1, 16] で得られ
た収束定理を適用する.

Hybrid 写像の概念は,文献 [2] において導入されたものであり,ヒルベルト空間におけ
るnonexpansive 写像と nonspreading 写像の一般化である. C をヒルベルト空間 H の空

でない閉凸集合とするとき,写像 T:C\rightarrow H がhybrid [2] であるとは,ある  $\lambda$\in \mathbb{R} が存
在して

\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}+2(1- $\lambda$) {x‐Tx, y—Ty} (\forall x, y\in C)

が成り立つことをいう.このとき, T を  $\lambda$‐hybrid写像という.特に,1‐hybrid写像は

nonexpansive 写像と一致し,  0‐hybrid写像は文献 [18] で導入された nonspreading 写像
と一致する.また,  $\lambda$\in[0 , 1) の場合,不連続な  $\lambda$‐hybrid写像が存在する [2, Example 3.4].
Hybrid 写像に関する研究については,例えば文献 [1−5, 16, 17] を参照すると良い.また,
 T の不動点全体の集合 \{u\in C:Tu =u\} を \mathcal{F}(\mathrm{T}) で表す.

Hybrid 写像について,次の不動点定理と平均収束定理が成り立つ.

定理1.1 ([2, Theorems 4.1 and 5.2]). C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし,
 $\lambda$\in \mathbb{R} とする.また, T:C\rightarrow C を  $\lambda$‐hybrid写像とする.このとき,  T が不動点を持つこ

とは \{T^{n}x\} が有界となるような x\in C が存在することと同値である.この場合,任意の

x\in C について,点列

\displaystyle \{\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}T^{k}x\}
は \{P_{F(T)}T^{n}x\} の強極限に弱収束する.ここで, P_{\mathcal{F}(T)} は H から \mathcal{F}(T) の上への距離射
影とする.

これは,nonexpansive 写像に対する Browder [9] の不動点定理と Baillon [7] の非線形
エルゴード定理をhybrid写像に対して一般化するものである.

定理1.2 ([9, Theorem 1 C をヒルベルト空間 H の空でない有界閉凸集合とし,
T:C\rightarrow C をnonexpansive 写像とする.このとき, T は不動点を持つ.

定理1.3 ([7, Theoreme C をヒルベルト空間 H の空でない有界閉凸集合とし,  T:C\rightarrow

 C をnonexpansive 写像とする.このとき,任意の x\in C について,点列

\displaystyle \{\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}T^{k}x\}
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は \{P_{\mathcal{F}(T)}T^{n}x\} の強極限に弱収束する.

また,Wittmann [24] はnonexpansive 写像に対する次の強収束定理を得た.

定理1.4 ([24, Theorem 2 C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし, T:C\rightarrow C

をnonexpansive 写像で \mathcal{F}(T) が空でないものとする.また, x_{0}\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}x_{0}+(1-$\alpha$_{n})Tx_{n} (n=0,1, \ldots)

とする.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 , 1 ] の数列で

$\alpha$_{n}\displaystyle \rightarrow 0, \sum_{n=0}^{\infty}$\alpha$_{n}=\infty, \sum_{n=0}^{\infty}|a_{n+1}-a_{n}|<\infty
を満たすものとする.このとき, \{x_{n}\} は P_{\mathcal{F}(T)}(x_{0}) に強収束する.

Baillon の定理と Wittmann の定理に動機付けられ,Shimizu‐Takahashi [19] は,可換
なnonexpansive 写像の共通不動点への強収束定理を得た.

定理1.5 ([19, Theorem 1 C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし, S,  T:C\rightarrow

 C をnonexpansive 写像で ST=TS を満たし, F:=\mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(T) が空でないものとす

る.また, x_{0}\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}x_{0}+(1-$\alpha$_{n})\displaystyle \frac{2}{(n+1)(n+2)}\sum_{k=0}^{n}\sum_{i+j=k}S^{i}T^{j}x_{n} (n=0,1, \ldots)
とする.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 , 1 ] の数列で $\alpha$_{n}\rightarrow 0 と \displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}$\alpha$_{n}=\infty を満たすものとする.

このとき, \{x_{n}\} は P_{F}(x_{0}) に強収束する.

さらに,Atsushiba‐Takahashi [6] は,バナッハ空間における可換な nonexpansive 写像
の共通不動点への弱収束定理を得た.

定理1.6 ([6, Theorem 1 E を一様凸バナッハ空間とし,そのノルムが Frechet 微分
可能であるか E がOpial 条件を満たすとする.また, C を E の空でない閉凸集合とし,

S, T:C\rightarrow C をnonexpansive 写像で ST=TS を満たし, F:=\mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(T) が空でな

いものとする.さらに, x_{0}\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}x_{n}+(1-$\alpha$_{n})\displaystyle \frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{k=0}^{n}\sum_{l=0}^{n}S^{k}T^{l}x_{n} (n=0,1, \ldots)
とする.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 , 1 ] の数列で \displaystyle \sup_{n}$\alpha$_{n} < 1 を満たすものとする.このとき,

\{x_{n}\} は F の点に弱収束する.
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本稿の考察対象である写像列 (1. 1) は,Atsushiba‐Takahashi [6] がnonexpansive写像
の共通不動点問題の研究において用いたものである.以下で紹介する結果から分かるよう

に,この写像列はヒルベルト空間における二つの可換なhybrid写像の共通不動点問題の

研究においても有用である.この写像列を用いることにより,hybrid写像の共通不動点の

存在定理や共通不動点への収束定理を得ることができる.

2 準備

実数全体の集合と非負の整数全体の集合をそれぞれ \mathbb{R} と \mathbb{N} で表す.本稿で扱う線形空

間は全て実線形空間であるとする.ヒルベルト空間 H の内積とそれに付随するノルムを,

それぞれ (\cdot , } と \Vert\cdot\Vert で表す.また,  H における閉単位球と中心が原点で半径が r>0

の閉球を,それぞれ B_{H} と rB_{H} で表す.さらに,恒等写像を I, S^{0}, T^{0} で表す.
C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし, T:C\rightarrow H とする.また,  $\lambda$\in \mathbb{R} とす

る.このとき,次が成り立つ.

\bullet  T が  $\lambda$‐hybrid写像で \mathcal{F}(\mathrm{T}) が空でないとき, T はquasi‐nonexpansive 写像であ

る.つまり, ||u-Tx\Vert \leq \Vert u-x\Vert (\forall u \in \mathcal{F}(T), x \in C) が成り立つ.このと

き,[12, Theorem 1] と [15, Corollary 1] より \mathcal{F}(T) は閉凸集合である.
\bullet  T が1‐hybridであることは T がnonexpansive であることと同値である.
\bullet  T が 0‐hybridであることは T がnonspreading [18] であることと同値である.
\bullet  T が1/2‐hybridであることは T がTakahashi [22] の意味で hybrid であることと

同値である.

\bullet  $\lambda$>1 のとき,  $\lambda$‐hybrid写像は恒等写像のことである.
\bullet  T がfirmly nonexpansive 写像 [10, 11, 13, 14], つまり, 2T-I がnonexpansive で

あるとき,任意の  $\lambda$\in[0 , 1 ] について T は  $\lambda$‐hybrid写像である [2, Lemma 3.1].
\bullet  T が  $\lambda$‐hybridであるとき,  I-T は原点で demiclosed である.つまり, C の点列

\{z_{n}\} が u\in C に弱収束し, \{(I-T)z_{n}\} が原点に強収束するとき, (I-T)u=0

が成り立つ [2, Lemma 3.2].

ヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合 C と x\in H が与えられると,

\Vert\hat{x}-x\Vert \leq\Vert y-x\Vert (\forall y\in C)

を満たす \hat{x}\in C がただ一つ存在する.このとき, P_{C}(x)=\hat{x}(\forall x\in H) によって定まる一

価写像 P_{C}:H\rightarrow C を H から C の上への距離射影という.特に, C が H の閉部分空間で
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ある場合, P_{C} は H から C の上への直交射影と一致する.距離射影 P_{C} は H 上の firmly

nonexpansive 写像であり, \mathcal{F}(P_{C})=C が成り立つ.非線形解析学とその周辺については

文献 [20, 21] を参照すると良い.
C と F をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし, \{S_{n}\} を C 上の写像列とする.

このとき, \{S_{n}\} が F に関して条件 (S) を満たすとは, C の任意の有界点列 \{z_{n}\} につい

て, \{S_{n}z_{n}\} の任意の弱収束部分列の極限が F に属することをいう.これは Aoyama [1]

により導入された概念であり,次の二つの写像列 \{S_{n}\} の抽象化である.

補題2.1 ([1, Lemma 3 C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし,  $\lambda$\in \mathbb{R} とす
る.また, T:C\rightarrow C を  $\lambda$‐hybrid写像で \mathcal{F}(T) が空でないものとし,

S_{n}=\displaystyle \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}T^{k} (\forall n\in \mathrm{N})
とする.このとき, \{S_{n}\} は \mathcal{F}(T) に関して条件 (S) を満たす.

補題2.2 ([1, Lemma 4 H をヒルベルト空間とし, A:H\rightarrow 2^{H} を極大単調作用素で
A^{-1}0 が空でないものとする.また, \{$\lambda$_{n}\} を正の実数列で $\lambda$_{n}\rightarrow\infty を満たすものとし,

 S_{n}=(I+$\lambda$_{n}A)^{-1} (\forall n\in \mathrm{N})

とする.このとき, \{S_{n}\} は A^{-1}0 に関して条件 (S) を満たす.

条件 (S) を満たす写像列について,次の強収束定理と弱収束定理が成り立つ.

定理2.3 ([1, Theorem 1 C と F をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合で F\subset C

を満たすものとし, \{S_{n}\} を C 上の写像列で次を満たすものとする.

(i) \Vert w-S_{n}x\Vert\leq\Vert w-x\Vert (\forall n\in \mathrm{N}, w\in F, x\in C) .

(ii) \{S_{n}\} は F に関して条件 (S) を満たす.

また, u, x0\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}u+(1-$\alpha$_{n})S_{n}x_{n} (n=0,1, \ldots)

とする.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 , 1] の数列で $\alpha$_{n}\rightarrow 0 と \displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}$\alpha$_{n}=\infty を満たすものとする.

このとき, \{x_{n}\} は P_{F}(u) に強収束する.

定理2.4 ([16, Theorem 3.1]). H, C, F, \{S_{n}\} を定理2.3と同じものとする.また,
x_{0}\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}x_{n}+(1-$\alpha$_{n})S_{n}x_{n} (n=0,1, \ldots)
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とする.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 , 1] の数列で \displaystyle \sup_{n}$\alpha$_{n} < 1 を満たすものとする.このとき,

\{x_{n}\} は \{P_{F}(x_{n})\} の強極限に弱収束する.

次の補題は,写像列 (1.1) の漸近挙動を研究する際に大切な役割をする.この等式は,文

献[8, Theorem 1] と [19, Lemma 1] の証明で用いられたものである.

補題2.5 ([17, Lemma 2.2]). \{x_{0}, x\mathrm{i}, \cdots, x_{n}\} をヒルベルト空間 H の有限点列とし,

z=(n+1)^{-1}\displaystyle \sum_{k=0}^{n}x_{k} とおく.このとき

||z-u\displaystyle \Vert^{2}=\frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}(\Vert x_{k}-u\Vert^{2}-\Vert x_{k}-z\Vert^{2})
が任意の u\in H について成り立つ.

証明. u\in H とするとき, H がヒルベルト空間であることより

\Vert x_{k}-u\Vert^{2}=\Vert x_{k}-z\Vert^{2}+\Vert z-u\Vert^{2}+2 \langle xk — z ,  z-u\rangle

が成り立つ.これを  k\in\{0, 1, . . . , n\} について加えると

\displaystyle \sum_{k=0}^{n}\Vert x_{k}-u\Vert^{2}
=\displaystyle \sum_{k=0}^{n}\Vert x_{k}-z\Vert^{2}+(n+1)\Vert z-u\Vert^{2}+2\{\sum_{k=0}^{n}x_{k}-(n+1)z, z-u\}
=\displaystyle \sum_{k=0}^{n}\Vert x_{k}-z\Vert^{2}+(n+1)\Vert z-u\Vert^{2}

となる.両辺に 1/(n+1) を掛けて結論を得る.口

次の補題は [23, Lemma 3.2] の一般化である.

補題2.6 ([17, Lemma 2.3]). F をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし, \{x_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in A}
を H の有向点列で

 $\alpha,\ \alpha$^{r}\in \mathcal{A},  $\alpha$\leq$\alpha$^{r}, p\in F\Rightarrow\Vert p-x_{$\alpha$'}\Vert\leq\Vert p-x_{ $\alpha$}\Vert

を満たすものとする.このとき,次が成り立つ.

(i)  $\alpha$, $\alpha$'\in \mathcal{A} かつ  $\alpha$\leq$\alpha$^{r} であれば, \Vert P_{F}x_{$\alpha$'}-x_{ $\alpha$} \leq\Vert P_{F}x_{ $\alpha$}-x_{ $\alpha$}\Vert が成り立つ.

(ii) \{P_{F}x_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$\in A} は F の点に強収束する.
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また,hybrid 写像の有界性に関する次の補題が成り立つ.

補題2.7 ([17, Lemma 2.5]). C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし,  $\lambda$\in \mathbb{R} と
する.また, T:C\rightarrow C を  $\lambda$‐hybrid写像とする.このとき,  C の任意の空でない有界部分

集合 U について, \mathrm{T}(U) は有界となる.

証明.結論を否定すると, C の有界点列 \{z_{n}\} で \Vert z_{n}\Vert > 0 (\forall n \in \mathrm{N}) と \Vert Tz_{n}\Vert \rightarrow \infty を満

たすものが存在する.ここで  y \in  C を固定するとき, T が  $\lambda$-\mathrm{h}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{d} であることから

\Vert Tz_{n}-Ty\Vert^{2}\leq\Vert z_{n}-y\Vert^{2}+2(1- $\lambda$)\langle z_{n}-Tz_{n}, y-Ty\rangle
\leq\Vert z_{n}-y\Vert^{2}+2|1- $\lambda$|\Vert z_{n}-Tz_{n}\Vert||y-Ty\Vert

となる.よって

\displaystyle \Vert Tz_{n}\Vert-2\Vert Ty\Vert+\frac{||Ty\Vert^{2}}{||Tz_{n}\Vert} \displaystyle \leq\frac{(\Vert z_{n}||+\Vert y\Vert)^{2}}{\Vert Tz_{n}||}+2|1- $\lambda$| (\displaystyle \frac{||z_{n}\Vert}{\Vert Tz_{n}\Vert}+1)\Vert y-Ty\Vert
が任意の  n\in \mathrm{N} について成り立つ.これより矛盾が得られるため,結論が成り立つ.口

3 一様収束定理と共通不動点定理

本節では,二つの可換なhybrid写像に対して定まる写像列 (1.1) に関する一様収束定理
と共通不動点の存在定理を得る.

本節を通して以下を仮定する.

\bullet  C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とする.

\bullet  $\lambda$,  $\mu$\in \mathbb{R} とし, S:C\rightarrow C を  $\lambda$‐hybrid写像,  T:C\rightarrow C を  $\mu$‐hybrid写像とする.
\bullet  C 上の写像列 \{V_{n}\} を (1.1) で定める.

次の重要な補題は [19, Lemma 1] の手法を参考にして得られたものである.この補題
が本稿の結果を得る際に本質的な役割をする.

補題3.1 ([17, Lemma 3.1]). D を C の空でない部分集合で

\{S^{k}T^{l}y:y\in D, k, l\in \mathrm{N}\}

が有界であるものとする.このとき,次が成り立つ.

(i) \displaystyle \lim_{n}\sup_{y\in D}\Vert V_{n}y-SV_{n}y\Vert=0.
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(ii) ST=TS ならば, \displaystyle \mathrm{h}\mathrm{m}_{n}\sup_{y\in D}\Vert V_{n}y-TV_{n}y\Vert=0 となる.

補題3.1を用いると,次の共通不動点定理が得られる.

定理3.2 ([17, Theorem 3.2]). ST=TS であるとき, \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(T) が空でないことは,

\{S^{k}T^{l_{X}}:k, l\in \mathbb{N}\} が有界となるような x\in C が存在することと同値である.

証明.必要性は明らかである.実際, \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(\mathrm{T}) が空でないとき, u\in \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(\mathrm{T}) に

ついて, \{S^{k}T^{l}u:k, l\in \mathbb{N}\} =\{u\} となり,この集合は有界である.次に必要性を示すた

めに, \{S^{k}T^{l}x:k, l\in \mathrm{N}\} が有界となるような x\in C の存在を仮定し, D=\{x\} とおく.

ここで,補題3.1より

n\displaystyle \rightarrow\infty \mathrm{h}\mathrm{m}\Vert(I-S)V_{n}x\Vert=\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert(I-T)V_{n}x\Vert=0

となる. I-S と I-T は原点で demiclosed であるから, u\in \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(\mathrm{T}) を得る. \square 

定理3.2の系として,次の不動点定理を得る.

系3.3 ([2, Theorem 4.1]). C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし,  $\lambda$\in \mathbb{R} とす
る.また, S:C\rightarrow C を  $\lambda$‐hybrid写像とする.このとき, \mathcal{F}(S) が空でないことは, \{S^{n}x\}
が有界となるような x\in C が存在することと同値である.

補題3.1を用いると,次の一様収束定理も得られる.

定理3.4 ([17, Theorem 3.4]). ST=TS であり, \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(\mathrm{T}) が空でないとき, C の任
意の空でない有界部分集合 D について

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\sup_{y\in D}1^{V_{n}y-SV_{n}y\Vert=\lim_{n\rightarrow\infty}\sup_{y\in D}\Vert V_{n}y-TV_{n}y\Vert=0}
が成り立つ.

証明. D を C の任意の空でない有界部分集合とし, w \in \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(T) とする. S と T

がquasi‐nonexpansive であることから, \Vert w-S^{k}T^{l}y\Vert \leq \Vert w-y\Vert が任意の  y \in  D と

k, l\in \mathrm{N} について成り立つ.これより,集合 \{S^{k}T^{l}y:y\in D, k, l\in \mathrm{N}\} の有界性が得られ

るので,補題3.1より結論が従う.□

定理3.4を用いると,写像列 \{V_{n}\} が条件 (S) を満たすことが分かる.

系3 \cdot 5 ([17, Corollary 3.6]).  ST=TS であり, \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(\mathrm{T}) が空でないとき,次が成り
立つ.
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(i) \Vert w-V_{n}x\Vert \leq\Vert w-x\Vert (\forall n\in \mathrm{N}, w\in \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(T), x\in C) .

(ii) \{V_{n}\} は \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(T) に関して条件 (S) を満たす.

証明.(i) は S と T がquasi‐nonexpansive 写像で共通不動点を持つことから示される.

(ii) を示すために, \{z_{n}\} を C の有界点列とする.このとき,ある  $\rho$>0 が存在して, \{z_{n}\}
は閉球  $\rho$ B_{H} に含まれる.ここで,定理3.4を用いると

\displaystyle \Vert(I-S)V_{n}z_{n}\Vert\leq\sup_{y\in C\cap $\rho$ B_{H}}\Vert V_{n}y-SV_{n}y\Vert\rightarrow 0
\displaystyle \Vert(I-T)V_{n}z_{n}\Vert \leq \sup \Vert V_{n}y-SV_{n}y\Vert\rightarrow 0

y\in C\cap $\rho$ B_{H}

が得られる. I-S と I-T は原点で demiclosed であるので, \{V_{n}z_{n}\} の任意の弱収束部

分列の極限は \mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(\mathrm{T}) に属する.したがって, \{V_{n}\} は条件 (S) を満たす.口

4 可換な hybrid写像の共通不動点への収束定理

本節では,二つの可換なhybrid写像の共通不動点への平均収束定理,強収束定理,弱収
束定理とそれらの系を得る.

集合 \mathrm{N}^{2} 上の二項関係を k\leq k' かつ l\leq l' のとき (k, l)\leq(k', l') と定める.このとき,

(\mathrm{N}^{2}, \leq) は明らかに有向集合となる.

補題2.6と系3.5を用いることにより,次の平均収束定理を得ることができる.

定理4.1 ([17, Theorem 4.1]). C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし,  $\lambda$,  $\mu$\in \mathbb{R}

とする. S :  C\rightarrow  C を  $\lambda$‐hybrid写像とし,  T : C\rightarrow C を  $\mu$‐hybrid写像とする.また,
 ST=TS と  F:=\mathcal{F}(S)\cap \mathcal{F}(T)\neq\emptyset が成り立つとする.さらに,  x\in C とし,

x_{n}=\displaystyle \frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{k=0}^{n}\sum_{l=0}^{n}S^{k}T^{l}x (n=0,1, \ldots)
とする.このとき, \{x_{n}\} は \{P_{F}S^{k}T^{l_{X}}\}_{(k,l)\in \mathrm{N}^{2}} の強極限に弱収束する.

定理4.1の系として,次の平均収束定理を得る.

系4.2 ([2, Theorem 5.2]). C をヒルベルト空間 H の空でない閉凸集合とし,  $\lambda$\in \mathbb{R} と
する.また, S:C\rightarrow C を  $\lambda$‐hybrid写像で \mathcal{F}(S) が空でないものとする.さらに, x\in C

とし,

x_{n}=\displaystyle \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}S^{k}x (n=0,1, \ldots)
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とする.このとき, \{x_{n}\} は \{P_{\mathcal{F}(S)}S^{n_{X}}\} の強極限に弱収束する.

定理2.3と系3 \cdot 5を用いると,次の強収束定理が得られる.

定理4 \cdot 3 ([17, Theorem 4 \cdot 3]).  H, C, S, T, F を定理4.1と同じものとする.また,
u, x_{0}\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}u+(1-$\alpha$_{n})\displaystyle \frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{k=0}^{n}\sum_{l=0}^{n}S^{k}T^{l}x_{n} (n=0,1, \ldots)
とする.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 , 1 ] の数列で $\alpha$_{n} \rightarrow  0 と \displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}$\alpha$_{n} = \infty を満たすものとする.

このとき, \{x_{n}\} は P_{F}(u) に強収束する.

定理4.3の系として,次の強収束定理を得る.

系4.4([1 , Theorem 2 H, C, S を系4.2と同じものとする.また, u, x0\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}u+(1-$\alpha$_{n})\displaystyle \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}S^{k}x_{n} (n=0,1, \ldots)
とする.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0, 1] の数列で $\alpha$_{n} \rightarrow  0 と \displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}$\alpha$_{n} = \infty を満たすものとする.

このとき, \{x_{n}\} は P_{F(S)}(u) に強収束する.

定理2.4と系3 \cdot 5を用いると,次の弱収束定理が得られる.

定理4 \cdot 5 ([17, Theorem 4.6]).  H, C, S, T, F を定理4.1と同じものとする.また,
x_{0}\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}x_{n}+(1-$\alpha$_{n})\displaystyle \frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{k=0}^{n}\sum_{l=0}^{n}S^{k}T^{l}x_{n} (n=0,1, \ldots)
とする.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 , 1] の数列で \displaystyle \sup_{n}$\alpha$_{n} < 1 を満たすものとする.このとき,

\{x_{n}\} は \{P_{F}(x_{n})\} の強極限に弱収束する.

定理4.5の系として,次の弱収束定理を得る.

系4.6 ([16, Corollary 5.2]). H, C, S を系4.2と同じものとする.また, x0\in C とし,

x_{n+1}=$\alpha$_{n}x_{n}+(1-$\alpha$_{n})\displaystyle \frac{1}{n+1}\sum_{k=0}^{n}S^{k}x_{n} (n=0,1, \ldots)
により定める.ここで, \{$\alpha$_{n}\} は [0 , 1] の数列で \displaystyle \sup_{n}$\alpha$_{n}<1 を満たすものとする.このと

き, \{x_{n}\} は \{P_{\mathcal{F}(S)}(x_{n})\} の強極限に弱収束する.
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5 可換な hybrid 写像の例

最後に,ヒルベルト空間 H における可換なhybrid写像の例を挙げる.

例5.1 ([17, Example 5.1]). S:H\rightarrow H を線形写像で \Vert Sx\Vert= \Vert x|| (\forall x\in H) を満たす
ものとする.また, r>0 とし, T を H から rB_{H} の上への距離射影とする.このとき, S

は1‐hybrid写像, T はfirmly nonexpansive 写像であり, ST=TS が成り立つ.

例5.2 ([17, Example 5.2]). S : H \rightarrow  H を線形写像で \Vert Sx\Vert = \Vert x\Vert (\forall x \in H) を満
たすものとし, U, V : H \rightarrow  H をfirmly nonexpansive 写像で SU =US, SV = VS,

U(H)\cup V(H)\subset rB_{H} (\exists r>0) を満たすものとする.また,  $\lambda$\in [0 , 1) とし,  $\delta$ を

 $\delta$\geq (1+2\sqrt{\frac{2- $\lambda$}{1- $\lambda$}})r
を満たす実数とする.さらに, T:H\rightarrow H を

Tx= \left\{\begin{array}{l}
Ux (x\in $\delta$ B_{H})\\
Vx (x\in H\backslash  $\delta$ B_{H})
\end{array}\right.
により定める.このとき, S は1‐hybrid写像, T は  $\lambda$‐hybrid写像であり,  ST=TS が成
り立つ.

例5 \cdot 3 ([17, Example 5 \cdot 3]).  S:H\rightarrow H をaffine なnonexpansive 写像とし,  N:H\rightarrow

 H をnonspreading 写像で SN = NS を満たすものとする.また,  $\beta$ \in [0 , 1) とし,
T:H\rightarrow H を T= $\beta$ I+(1- $\beta$)N により定める.このとき, S は1‐hybrid写像, T は

- $\beta$/(1- $\beta$)‐hybrid写像であり, ST=TS が成り立つ.
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