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1 はじめに

本研究では,線形回帰分析のモデル構築に用いる説明変数について,それらの最良部分集合

を決定する変数選択問題を考える.変数選択問題は NP 困難であることが知られており,これ

まで多くの凸緩和手法やヒューリスティクスが考案されてきた (lasso [16] やステップワイズ

法[5] など). 近年,計算機の高速化や数理計画ソルバーの性能向上を受けて,変数選択問題

を数理計画法の枠組で厳密に解く研究が盛んに行われている.本研究ではこのうち,赤池情報

量規準 (Akaike’s Information Criterion, AIC) [1] やベイズ情報量規準 (Bayesian Information

Criterion, BIC) [14] 等の情報量規準を指標とした最適化問題を,混合整数二次錐計画問題

(Mixed Integer Second‐Order Cone Program, MISOCP) として定式化した研究 (宮代高野

[13]) に着目する.彼らは同論文で,説明変数の個数が30個以下のインスタンスについては数
分以内に最適解を発見できるが,より大きなインスタンスについては現実的な時間での求解が

困難であると結論付けている.本研究では情報量規準最小化問題のMISOCP定式化 [13] を改

良し,より大規模なインスタンスの求解を目指す.

1.1 変数選択問題と情報量規準最小化

被説明変数と p 個の説明変数に対して,所与の n 個のサンプル y= [y_{1}, y_{2}, . .., y_{n}]^{\mathrm{T}} \in \mathbb{R}^{n},

X =[x_{1}, x_{2}, . .., x_{n}]^{\mathrm{T}}\in \mathbb{R}^{n\mathrm{x}p} から,次式の線形回帰モデルを推定することを考える:

\hat{y}_{i}=f(a, x_{i})=a_{0}+a_{1}x_{i1}+a_{2}x_{i2}+\cdots+a_{p}x_{ip} (i=1,2, \ldots, n) .

数理解析研究所講究録
第2069巻 2018年 42-49

42



ただしaj (j= 1,2, \ldots,p) は j 番目の説明変数に対応する偏回帰係数であり, a_{0} は切片項を示

す.ここで残差二乗和を最小化する目的で全ての説明変数を用いてモデルを構築すると,過適

合を起こし未知のデータに対する予測力が低下したり,人間にとって解釈し難いモデルとなっ

てしまう.したがって適切に説明変数を取捨選択し,限られた説明変数だけを用いてモデルを

構築することが重要となる.

次式で定義される AIC は期待平均対数尤度の不偏推定量であり,モデル選択に用いられる情

報量規準の一つである.ここで S は選択された説明変数の集合, k は選択された説明変数の個

数, \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}(S) は S に含まれる説明変数だけを用いた時の残差二乗和の最小値を示す:

\displaystyle \mathrm{A}\mathrm{I}\mathrm{C}(S)=n\log_{e}\frac{\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}(S)}{n}+2k.
同様に BIC?は, \displaystyle \mathrm{B}\mathrm{I}\mathrm{C}(S)=n\log_{e}\frac{\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}(S)}{n}+k\log_{e}n で定義される.

1.2 情報量規準最小化問題の定式化

情報量規準 AIC を最小化する変数選択問題は,下記のとおり MISOCP としての定式化

が与えられている [13]. BIC を最小化する場合は,制約式 g = $\Sigma$_{j=0}^{p}(w_{j}\cdot\exp(-2In\angle)) を

g=\displaystyle \sum_{j=0}^{p}(wj. n^{-j/n}) に変更すればよい.なお以下では AIC の最小化について述べていくが,

BIC の最小化についてもほぼ同様に議論を進められる.

minimize f

subject to $\varepsilon$_{i}=y_{l}- (a_{0}+\displaystyle \sum_{J^{=1}}^{\mathrm{p}}a_{J^{X_{l}}J)} (i=1,2, \ldots , n) ,

$\varepsilon$^{\mathrm{T}} $\varepsilon$\leq f\cdot g,

g=\displaystyle \sum_{=J0}^{p}(w_{J}\cdot\exp(-\frac{2j}{n})) ,

(1)

\displaystyle \sum_{j=0}^{p}(j\cdot w_{J})=\sum_{J^{=1}}^{p}z_{j},
\displaystyle \sum_{J^{=0}}^{p}w_{J}=1,
-MZ_{J}\leq a_{j}\leq+Mz_{j} (j=1,2, \ldots ,p) ,

a\in \mathbb{R}^{p+1},  $\varepsilon$\in \mathbb{R}^{n}, f\in \mathbb{R}+, g\in \mathbb{R}+, w\in\{0, 1\}^{p+1}, z\in\{0, 1\}^{p}.

ただし,ここで M は十分大きな正の定数とする.

この定式化を用いて現実的な時間で求解を終えられるのは,説明変数の個数 p が30程度まで

であることが実験的に知られている.これには,以下の原因が考えられる.

(i) MISOCP であるため,子問題の SOCP を内点法で解く必要があり,分枝限定法中にホッ
トスタートが働かない.

(ii) 本来表現したい非線形の等式制約である g=\displaystyle \exp(-\frac{2k}{n}) , k=$\Sigma$_{j=1}^{p}zj を, k が整数であ
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ることを利用しSOS Type 1 [2] で g=\displaystyle \sum_{j=0}^{p}(w_{j}\cdot\exp(--2ni)) , \displaystyle \sum_{j=0}^{p}(j\cdot wj)=$\Sigma$_{j=1}^{p}Zj
と線形化しているが,これは緩和問題の観点からは弱い定式化となる.

(iii) 双曲型制約 $\varepsilon$^{\mathrm{T}} $\varepsilon$\leq f\cdot g の左辺における決定変数  $\varepsilon$ の次元数がサンプル数  n に依存するた

め,サンプル数が多い問題では計算時間の増大を招く.

(iv) 定式化に含まれる big‐M 法が,連続緩和問題を弱くしている.

本研究ではMISOCPの枠組を保ったまま,定式化を修正することで上記 (iii) (iv) の問題の改

善を目指し,変数選択問題の計算の高速化を図る.

2 関連研究

前述の情報量規準最小化問題は,選択する説明変数の個数 k を固定すると混合整数凸二次計

画問題 (Mixed Integer Quadratic Program, MIQP) に帰着される.さらに k=0 , 1, . . ., p につ

いて得られた全ての最適値を用いて,元問題の大域的最適解を構築可能である.このように各 k

についての残差二乗和の最適値をそれぞれ列挙する手法には,leaps and bound [7] やGatu ら

の分枝限定法 [8] がある.これらの手法は,各ノードが説明変数のいくつかの部分集合を表す分
枝木を構築したり各ノードで残差二乗和の最小化を行うアルゴリズムについて工夫をすること

で,規模の大きいインスタンスに対する最適解の発見を目指している.ただし,これらは独自

の分枝限定法を設計しているため,アルゴリズムに対し修正を加えることが困難である.その

点で,木村脇の手法 [11] は分枝限定法フレームワークの1種であるSCIP [15] のユーザプラ
グインを用いて実装しているため,比較的拡張が容易である.同手法は,SCIPの分枝限定法に

おける目的関数値の上界の算出や分枝順序に工夫を施したアルゴリズムを提案している.この

うち,目的関数値の上界の算出については情報量規準最小化問題に対する実用的なヒューリス

ティクスの一種であるステップワイズ法 [5] を用いている.

一方で,分枝限定法のアルゴリズムは数理計画ソルバーに任せ,混合整数計画問題への帰着

のさせ方に工夫をする手法が近年注目を集めている.特に宮代と高野のモデリング手法 [13] は,

情報量規準最小化問題を単一のMISOCPに定式化する点で新しいと言える.以下では,[13] で
与えられた定式化を改善する手法を第3節と第4節でそれぞれ述べる.

3 問題サイズの削減

この節では定式化 (1) に修正を施し,分枝限定法を高速化することを目指す.具体的には
双曲型制約  $\varepsilon$^{\mathrm{T}} $\varepsilon$ \leq  f\cdot g を変形しSOCP 緩和問題の求解を高速化する手法,および決定変数

 w\in \{0, 1\}^{p+1} を修正し分枝木を小さくする手法について順に述べる.なお変数選択問題のイ

ンスタンスは n>p のケースと p\gg n の二つのケースに分類されることが多いが,ここでは

n>p のケースを仮定する.

まず,定式化 (1) における双曲型制約 $\varepsilon$^{\mathrm{T}} $\varepsilon$\leq f\cdot g に着目する.SOCPにおいては双曲型制約
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左辺の決定変数の次元数が求解速度に影響することが知られている.元々の制約式 $\varepsilon$^{\mathrm{T}}\in\leq f\cdot g
では左辺の決定変数は  $\varepsilon$ であり,その次元数は  O(n) であるが,これは以下の通り O(p) に減ら

すことができる.次の (p+1)\times(p+1) 対称行列 Q および p+1 次元ベクトルâを考える:

Q=\left(\begin{array}{ll}
X^{\mathrm{T}}X & -X^{\mathrm{T}}y\\
(-X^{\mathrm{T}}y)^{\mathrm{T}} & y^{\mathrm{T}}y
\end{array}\right), \hat{a}=[a_{0},a_{1}, \cdots, a_{p}, 1]^{\mathrm{T}} . (2)

これらを用いると,残差二乗和の定義から $\varepsilon$^{\mathrm{T}} $\varepsilon$=(y-Xa)^{\mathrm{T}}(y-\mathrm{X}\mathrm{a})=\hat{a}^{\mathrm{T}}Q\hat{a} である.さら

に行列 Q の半正定値性に着日すると, \hat{a}^{\mathrm{T}}Q\hat{a}\leq f\cdot g は双曲型制約であることが分かり,また左

辺の決定変数の次元数は O(p) となる.

次に定式化 (1) }こおいて,制約式 g=\displaystyle \sum_{j=0}^{p}(j(--2ni)) に着目する.これは非線形の

等式制約である g=\displaystyle \exp(-\frac{2k}{n}) を, k が整数であることを利用しSOS Type 1 [2] で線形化し

た制約式である.ここで元の定式化では O(p) 個の0‐1変数 w を用いて整数変数 k を表してい

るが,これは O( 「\log_{2} $\omega$+1 個の0‐1変数でも表現可能である (例えば [6], [12]). この事実
を利用すると,0‐1変数 b で構成される以下の制約式で等価な制約を表現できる:

\displaystyle \sum_{ $\gamma$\in \mathrm{J}_{0}(\ell)}w_{J} \leq 1-b_{\ell} (l=0,1, \ldots, \lceil\log_{2}(p+1)\rceil-1) ,

\displaystyle \sum_{g\in \mathrm{J}_{1}(\ell)}w_{J} \leq b_{l} (\ell=0,1, \ldots, \lceil\log_{2}(J^{3}+1)\rceil-1) ,

w\in \mathbb{R}_{+}^{\mathrm{p}+1}, b\in\{0, 1\}^{ \lceil\log_{2}(p+1)\rceil}.

ただし, \mathrm{J}_{0}(\ell) = {j\in\{0 , 1, p\} |j の第 \ell ビットが  0 }, \mathrm{J}_{1}(l) = \{j \in \{0, 1, p\} | j の

第 \ell ビットが1} (\ell=0,1, \ldots, \lceil\log_{2}(p+1)\rceil-1) である.

しかしながら今回扱う情報量規準最小化問題については,上記の0‐1変数 b を用いた工夫は

一部のインスタンスを除き性能を悪化させてしまったため,以下では扱わないこととする.

4 Big‐M 法に関する工夫

定式化 (1) の制約式 -M_{Zj} \leq aj\leq+M_{Zj} (j=1,2, \ldots,p) は,説明変数を選択するか否かを

規定する0‐1変数 z と偏回帰係数を表す連続変数 a を関連付ける不等式である.従来手法 [13]

では,この不等式は数理計画ソルバーCPLEX [9] のindicator という機能を用いて表現されて

いた.しかし,indicator で実現された制約式は緩和問題では取り除かれる.したがって aj の値

が 0 に固定されない,すなわち全説明変数を用いた線形回帰モデルが緩和解となるため,目的

関数値の下界が上がらず分枝限定法における限定操作が実行されにくい.

ここで,以下の定理を考える *1.

定理. X^{\mathrm{T}}X\in S_{++}^{p} ならば, |a_{j}^{(k)*}-a_{\mathrm{j}}^{\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{S}}| \leq\sqrt{(\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)}-\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{S}})\{(X^{\mathrm{T}}X)^{-1}\}_{jj}} を満たす.

*1
なお,定理中の不等式左辺 |a_{J}^{(k)*} -a_{J}^{\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{S}}| の上界が計算可能であること自体は Bertsimas ら [3] の論文 (付録 A.1) で述べられ

ているが,具体的に右辺が \sqrt{(\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)}-\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{\circ \mathrm{L}\mathrm{S}})\{(X^{\mathrm{T}}X)^{-1}\}_{JJ}} で抑えられることの証明については神谷 [10] による.本稿

では証明は省略する.
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ここで S_{++}^{p} は p\times p の正定値行列全体であり, a^{0\mathrm{L}\mathrm{S}} およびRS \mathrm{S}^{} は最小二乗法の最適解とな

る偏回帰係数および残差二乗和である.また a^{(k)*} および \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)} は, k を固定した際の残差二

乗和最小化問題の最適解および目的関数値の上界である.本手法では上記の定理を用いるため,

x^{$\tau$_{X}}\in S_{++}^{p} を仮定する.この仮定を満たさないインスタンスは,天気や曜日などの複数カテ

ゴリを表現するダミー変数を説明変数に持つものなどが考えられる.

次に,以下の補題を考える.

補題. S と T を説明変数の部分集合とする. S\subseteq T ならば, \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}(S)\geq \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}(\mathrm{T}) が成り立つ.

したがって, u_{j}^{k\pm}=a_{j}^{\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{S}}\pm\sqrt{(\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)}-\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{S}})\{(X^{\mathrm{T}}X)^{-1}\}_{\mathrm{j}\mathrm{j}}} と定義すると,制約式  u_{j^{Z}j}^{1-}\leq

 a_{j}\leq u_{j}^{1+}z_{j}(j=1,2, \ldots,p) を定式化 (1) に追加しても最適解が取り除かれることはない.

さらに,定式化 (1) でSOS Type 1に用いた0‐1変数 w を利用すると,

u_{J}^{\ell-}w_{l}+u_{j}^{1-}(1-w_{l})\leq a_{J}\leq u_{J}^{\ell+}w_{\ell}+u_{J}^{1+}(1-w_{\ell}) (j=1,2, \ldots,p; \ell=0,1, \ldots,p) (3)

を妥当不等式として利用することができる.この制約式は,

\displaystyle \sum_{\ell=0}^{p}(u_{J}^{\ell-}w_{\ell})\leq a_{J}\leq\sum_{\ell=0}^{p}(u_{J}^{\ell+}w_{l}) (j=1,2, \ldots,p) (4)

とすると制約式の本数を減らすことができる.制約式 (4) は制約式 (3) に比べ,緩和問題におい

て良い下界を与えることが示せる.

なお,0‐1変数 z を含めた制約式として

a_{J}\leq u_{J}^{\ell+}z_{J}+(1-w_{\ell})(u_{J}^{1+}-u_{J}^{l+}) (j=1,2, \ldots,p; \ell=0,1, \ldots,p) ,

a_{J}\geq u_{J}^{\ell-}z_{J}+(1-w_{l})(u_{j}^{1-}-u_{J}^{\ell-}) (j=1,2, \ldots,p; \ell=0,1, \ldots,p)
という表現も可能だが,予備的な計算機実験で良い性能を示さなかったため割愛する.

既存研究 [3][4] において, u_{j}^{k\pm} の算出に用いる \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)} は勾配射影法をべースとした離散一次
法で見積もられている. \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)} を用いるとAIC の上界を見積もれることに注意すると,所与の

\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}_{0}^{(k)} (k=0,1 , . .. ,p) に対し

\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)} := \displaystyle \exp(-\frac{2(k-\overline{k})}{n}) . \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}_{0}^{(\overline{k})} (k=0,1, \ldots,p)
で残差二乗和の上界を強化できることが分かる (図1).ここで

\overline{k} := argkmin \displaystyle \{n\log_{e}(\frac{1}{n}\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}_{0}^{(k)})+2k|k\in\{0, 1, . .., p\}\}
である.さらに残差二乗和の下限が \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{0\mathrm{L}\mathrm{S}} である事実を利用すると, \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)}<\mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{S}} を満

たす最小の k'\in\{0, 1, . . .,p\} について不等式制約 k\leq k' を加えても最適性を失わない (図1の

例では k\leq 18) . また本手法は k および \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}(\overline{k}) が得られれば十分であるため,離散一次法をス

テップワイズ法などのヒュ ー リスティクスに代替可能である.
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図1: 異なる前処理で得られた \mathrm{R}\mathrm{S}\mathrm{S}^{(k)} の比較

(離散一次法 + :離散一次法の最良解に提案手法を適用 ;

インスタンス :BreastCancer (p=32, n=194) )

なお本節で述べた仮定 x^{$\tau$_{X}}\in S_{++}^{p} は,前述したものとは別のアプローチ (詳細は [4]) で偏

回帰係数の上下界を解析的に見積もれば外すことができる.ただし,[4] で指摘されているよう
に上下界の質は劣る.

5 計算機実験

提案した AIC 最小化問題の定式化の改良について,それぞれの計算時間を比較した (表1).

計算機環境は,PC: Dell Optiplex 9020, OS: Windows 7 Professional SP1 (64\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}) , CPU: Intel

Core i7‐47903.60 GHz, RAM: 8GB RAM, ソルバー :CPLEX 12.6.3, 分枝限定法のスレッド

数: 1である.それぞれのインスタンスはUCI Machine Learning Repository[17] で公開され
ており,Crime i(i=1,2,3) はインスタンス Crime の説明変数を削減したものを示す.表中の

定式化は,定式化 Original が論文 [13] のもの,定式化 \mathrm{P} が式 (2) を用いて双曲型制約のサイズ

を小さくしたもの,定式化 PS が \mathrm{P} に制約式 (4) を追加したもの,定式化 \mathrm{P}\mathrm{S}+ がPS に第4節

で述べた不等式制約 k\leq k' を追加したものである.また,実行時間の >10000 は1万秒で求解

を打ち切ったインスタンスを示し,AIC
*

および津は得られた最適解または最良の実行可能解

における AIC 値と k の値である.

実験の結果,定式化 \mathrm{P}\mathrm{S}+ が最も優れていることが確認できた.特に BreastCancer では,従

来の定式化に比べ100倍以上高速な求解が実現された.また,従来の定式化では10000秒以内

に解ききれなかった Crime 1, 2, 3についても定式化 \mathrm{P}\mathrm{S}+ では現実的な計算時間で計算が終了

していることがわかる.
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表1: AIC 最小化問題に関する異なる定式化の比較実験

インスタンス n p 定式化 AIC
*

k^{*} 実行時間

BreastCancer 194 32 Ori inal194 32 Original50840 10 24296.61

\mathrm{P} 508.40 10 4075.04

PS 508.40 10 3577.77

\mathrm{P}\mathrm{S}+ 508.40 10 235.70

Crime 1 1993 40 Original 3621.61 25 >10000

\mathrm{P} 3620.29 25 1860.72

PS 3620.29 25 500.92

\mathrm{P}\mathrm{S}+ 3620.29 25 89.19

Crime 2 1993 50 Original 3543.49 30 >10000

\mathrm{P} 3543.16 30 >10000

PS 3543.16 30 5190.01

\mathrm{P}\mathrm{S}+ 3543.16 30 2334.88

Crime 3 1993 50 Original 3596.18 24 >10000

\mathrm{P} 3596.18 23 3400.23

PS 3596.18 23 1355.29

\mathrm{P}\mathrm{S}+ 3596.18 23 248.18

6 おわりに

本研究では情報量規準最小化問題について,従来研究に比べてより大きなインスタンスを扱え

る定式化を提案した.具体的には二次錐制約における決定変数の次元の修正や連続変数 a の許

容領域の制限を施した結果, n<p および X^{\mathrm{T}}X\in S_{++}^{p} の仮定を満たすインスタンスで約100

倍の高速化に成功した.また緩和問題の質の向上に伴い,従来の定式化に比ベインスタンスの

数値データに依存せずに安定した実行時間で最適解が求められることも確認されている.ただ

し, p=50 を超えるインスタンスについては未だに現実的な実行時間での求解が難しいため,

今後の課題である.
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