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概要

ノズル内の等エントロピー‐流を考える.この流れを記述するのは圧縮性オイラー
方程式である.この講究録では,特に,この方程式の初期値問題を考える.そして,
大きな初期値に対して,時間大域解の存在を示す.時間大域解の存在を示すとき,ア
プリオリ評価である解の有界評価が問題となる.その間題を解決するために,古典的
な不変領域の手法を拡張した,一般化された不変領域を導入する.また,この不変領
域は空間変数に依存しているため,従来の近似解に適用することはできない.そこ
で,改良 Godunov の差分法という新しい近似解の構成法を導入する.これらの手法
は,他の微分方程式や数値計算といった非線形問題へも応用が期待される.
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改良 Godunov の差分法,弱い緩和項,衝撃波,ランキンーユゴニオ条件

1 導入と主定理

この論文ではノズル内の等エントロピー流を考える.この現象は以下の圧縮性オイラー
方程式によって記述される.

\left\{\begin{array}{ll}
$\rho$_{t}+m_{x}=a(x)m, & \\
m_{t}+(\frac{m^{2}}{ $\rho$}+p( $\rho$))_{x}=a(x)\frac{m^{2}}{ $\rho$}, & x\in \mathrm{R}.
\end{array}\right. (1.1)

 $\rho$, m, p はそれぞれ気体の密度,運動量,圧力を表す.  $\rho$>0 のとき,  v=m/ $\rho$ は気体の速
度を表す.バロトロピックの場合は,圧力は密度の関数として,  p( $\rho$)=$\rho$^{ $\gamma$}/ $\gamma$ となる. こ
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こで,  $\gamma$\in(1,5/3] は比熱比である. A\in C^{2}(\mathrm{R}) は既知関数であり, x におけるノズルの
断面積を表す.このとき, a(x) を

a(x)=-A'(x)/A(x) A(x)=e^{-\int^{x}a(y)dy}

とおく.数学的には,この方程式は準線形双曲型方程式に分類される.また,この方程式の
定常問題は,物理や工学では基本的であり,多くの興味深い現象が知られている ([\mathrm{L}\mathrm{R}],[\mathrm{T}4],
[奥富阪],[坂池],[松] 参照) .

この方程式に,以下の初期値

( $\rho$, m)|_{t=0}=($\rho$_{0}(x), \mathrm{m}_{0}(x)) (1.2)

を与えて,初期値問題を考える.

また,ベクトル u={}^{t}( $\rho$, m) , f(u)=t(m, \displaystyle \frac{m^{2}}{ $\rho$}+p( $\rho$)) と g(x, u)=t(a(x)m, a(x)\displaystyle \frac{m^{2}}{ $\rho$})
を用いて,上記の問題 (1.1)-(1.2) を,次のように保存則の形で記述することもある.

\left\{\begin{array}{ll}
u_{t}+f(u)_{x}=g(x, u) , & x\in \mathrm{R},\\
u|_{t=0}=u_{0}(x) . & 
\end{array}\right. (1.3)

ノズル流に関する既存の結果を紹介する.この方面に関する研究の先駆的な結果とし

て,Liu [L] の結果がある.[L] では,音速から離れたところで,Glimm の差分法を用い
て,十分小さな有界変動をもつ時間大域解を構成している.一方,先に挙げた参考文献か
らも分かるように,応用上は音速付近の解が重要になる.また,ロケットの排出ガスや太
陽風を記述する場合,大きな振れ幅をもつ解を考える必要がある.しかしながら,これら
を満たす時間大域解の存在は40年来未解決であった.この講究録では,音速を含み,大
きな初期値に対する時間大域解の存在を示すことが目的である.

まず,以下のリーマン不変量 z, w を導入する.

定義1.1.

w=\displaystyle \frac{m}{ $\rho$}+\frac{$\rho$^{ $\theta$}}{ $\theta$}=v+\frac{$\rho$^{ $\theta$}}{ $\theta$}, z=\frac{m}{ $\rho$}-\frac{$\rho$^{ $\theta$}}{ $\theta$}=v-\frac{$\rho$^{ $\theta$}}{ $\theta$} ( $\theta$=\frac{ $\gamma$-1}{2}) .

ここで,リーマン不変量に関する性質をまとめておく.

注意1.1.

v \geqq  0 のときは, |w| \geqq |z| かつ w \geqq 0 である.一方, v \leqq  0 のときは, |w| \leqq |z| かつ

z\leqq 0 となる.また,リーマン不変量と未知関数との関係は以下のようになる.

v=\displaystyle \frac{w+z}{2},  $\rho$= (\frac{ $\theta$(w-z)}{2})^{1/ $\theta$}, m= $\rho$ v.
上記の関係から, z が下に有界かつ w が上に有界であることと,  $\rho$ と |v| が有界であるこ
とは同値である.
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さらに,主定理を述べるために以下を仮定する.
ある非負の関数 b\in C^{1}(\mathrm{R}) が存在して以下を満たす.

|a(x)|< $\mu$ b(x) , \displaystyle \max\{\int_{0}^{\infty}b(x)dx, \int_{-\infty}^{0}b(x)dx\}\leqq\frac{1}{2}\log\frac{1}{ $\sigma$} . (1.4)

ここで,  $\mu$=\displaystyle \frac{(1- $\theta$)^{2}}{ $\theta$(1+ $\theta$-2\sqrt{})},  $\sigma$=\displaystyle \frac{1- $\theta$}{(1-\sqrt{ $\theta$})(2\sqrt{ $\theta$+1}+\sqrt{ $\theta$}-1)} である. 0< $\sigma$< 1 であることに注意す

る.また,  $\mu$ と  $\sigma$ は,後述される図2の関数  f(k) によって特徴づけられる.
このとき,主定理は以下である.

定理1.1 ([T8]).
(1.4) の b と任意に固定された非負の定数 M に対して,初期値は u_{0}=($\rho$_{0}, m_{0})\in L^{\infty}(\mathrm{R})

0\leqq$\rho$_{0}(x) , −Me -\displaystyle \int_{0}^{x}b(y)dy\leqq z(u_{0}(x)) , w(v_{ $\Phi$}(x))\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy} (1.5)

を満たすとする.この条件は,物理変数で表すと

0\leqq$\rho$_{0}(x) , -Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\displaystyle \leqq v_{0}(x)-\frac{\{$\rho$_{0}(x)\}^{ $\theta$}}{ $\theta$}, v_{0}(x)+\displaystyle \frac{\{p_{0}(x)\}^{ $\theta$}}{ $\theta$}\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy}
となる.

このとき,初期値問題 (1.3) は時間大域解を持ち , 初期値と同じ不等式

0\leqq $\rho$(x, t) , -Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\leqq z(u(x, t w(u(x, t))\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy} (1.6)

を満たす.即ち,(1.5) の表す領域は,初期値問題 (1.3) の不変領域になっている.

注意1.2. (1.5) は,任意の L^{\infty} 関数を初期値として与えられることを意味する.

2 困難な点

証明を述べる前に,この問題の困難な点を述べる.もし,(1.1) が滑らかな解を持つな
らば,上記のリーマン不変量を用いて,(1.1) は次のように対角化できる.

z_{t}+$\lambda$_{1}z_{x}=-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v,
(2.1)

w_{t}+$\lambda$_{2}w_{x}=a(∬ )$\rho$^{ $\theta$}v.

ここで, $\lambda$_{1} と $\lambda$_{2} は特性速度であり,以下のように定義される.

$\lambda$_{1}=v-$\rho$^{ $\theta$}, $\lambda$_{2}=v+$\rho$^{ $\theta$} . (2.2)

(1.1) は保存則という方程式の種類に分類されている.その特徴として,滑らかな初期値
を与えても,一般に不連続解 (衝撃波) をもつ.この性質は,(2.1) の特性速度が未知関
数に依存することが原因で起こる.また,特性速度が未知関数に依存するため, L^{\infty} 以外
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の関数空間では,双曲型方程式において基本的な有限伝播性が成り立たない.そのため,
考える関数空間も L^{\infty} に限定される.この関数空間に限定されるのは,近似解のコンパク
ト性が他の関数空間では現在得られていないということも原因の一つである.そのため,

アプリオリ評価として解の有界評価を得なくてはならない.圧縮性ナビエストークス方程

式のように,エネルギー法とソボレフの不等式から有界評価を得る方法も,解の滑らかさ
がないため,この方程式には適用できない.そのため,有界評価を得る方法として,古典
的な最大値原理を基にした不変領域という方法が取られてきた.実際,右辺の項がない場

合 a(x)\equiv 0 (これは1次元の場合に相当する.) は,古典的な [CCS] の方法が適用できる.
a(x)\not\equiv 0 の場合にも,この方法を適用することは可能である.例えば,一般的な低階の
項をもつ以下の方程式を考える.

銑 +$\lambda$_{1}z_{x}=g_{1}(x, z, w) ,
(2.3)

w_{t}+$\lambda$_{2}w_{x}=g_{2}(x, z, w) .

このとき,

|g_{1}(x, z, w)|\leqq C(|z|+|w|) , |92(x, z, w)|\leqq C(|z|+|w|) (2.4)

が成り立つならば,先程の不変領域と部分段階法 ([DC2]) を用いると,

|z(x, t)| \leqq Be^{kt}, |w(x, t)|\leqq Be^{kt} (2.5)

という時間に関して指数増大する評価を得ることができる.指数関数の評価が導出され

る理由は,(2.4) より,低階の項がリーマン不変量に関して1次の項で抑えられることと,
常微分方程式 u_{t}=Cu が u=Be^{kt} を解にもつからである.この評価は時間に依存してい
るが,時間大域解の評価を得るためには,このような評価で十分である.ここまでが,お
よそ30年前までの結果である.

しかしながら,(2.1) に対しては,このような評価すら得られない.実際,(2.1) の低階
の項は

$\rho$^{ $\theta$}v=\displaystyle \frac{w+z}{2}\frac{ $\theta$(w-z)}{2}=\frac{ $\theta$(w^{2}-z^{2})}{4} (2.6)

と変形できる.リーマン不変量に関して2次になってしまうため,(2.4) を満たさない.先
程の見方をすれば,常微分方程式 u_{t}=Cu^{2} を考えることになる.この方程式の解は,
般には有限時間で爆発する.そのため,従来の古典的な方法で有界評価を得る事は,ほぼ
絶望的である.これが現在に至るまで,この方程式の時間大域解が得られなかった理由で
ある.

一方,上記の方法は,時間に関しての解の評価しか行なっていない.これを打開するた

めに,解の空間方向の評価に活路を見い出す.具体的には,移流項から緩和項のような働
きをする項を導き,その項を使って低階の項を処理する.
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3 証明の概略

定理の証明は少々複雑である.証明の本質的な部分を理解するために,この節では形式
的な議論をする,即ち,解は滑らかであるとし,密度は非負であるとする.

さて,前述したように,この間題の一番難しい点は近似解 u^{ $\Delta$}(x, t) の有界評価である.

この評価を難しくしている原因は,(1.1) の低階の項である.実際,低階の項のない (1.1)
の斉次方程式に対しては,Chueh, Conley, Smoller ([CCS]) の方法によって,有界評価を
得る事ができる.しかしながら,我々の問題に,この方法を用いることはできない.

この問題を打開するために,一般化された不変領域を導入する.以下,物理的意味のあ

る  $\rho$\geqq 0 (i.e., w\geqq z) を考える.注意1.1を思い出せば,解の有界評価を得るためには,
z(u) の下からの評価と w(u) の上からの評価を得ればよい.そのために,対角化された方
程式

z_{t}+$\lambda$_{1}z_{x}=-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v,
w_{t}+$\lambda$_{2}w_{x}=a(x)$\rho$^{ $\theta$}v,

に最大値原理を適用する.所望の評価を得るためには,第1式の右辺 >0 と第2式の右辺
<0 を示せばよい.しかしながら,最大値原理は本来単独の方程式に対する手法であるか
ら,このような2本の方程式からなる連立方程式には不向きである.実際,右辺は z にも
w にも依存しており, a(x) の符号も一定ではない.そのため,このような評価を得ること
は大変難しいように思われる.

この状況を打開するために,未知関数を別のものに変更して,その未知関数に対して最
大値原理を適用することを試みる.そのため,次のような変換を行う.

z=\tilde{z}e^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}, w=\tilde{w}e^{\int_{0}^{x}b(y)dy} . (3.1)

このとき,(2.1) より,以下が得られる.

銑 +$\lambda$_{1}\tilde{z}_{x}=e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}\{b(x)$\lambda$_{\mathrm{i}}z-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v\},
(3.2)

\tilde{w}_{t}+$\lambda$_{2}\tilde{w}_{x}=-e^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\{b(x)$\lambda$_{2}w-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v\}.

これからの議論において, b(x)$\lambda$_{1}z と b(x)$\lambda$_{2}w が緩和項 (例えば,摩擦項のようなものを
想定して頂きたい.) のような働きをする.即ち,低階の項の効果を打ち消す働きをする.

この項を,この論文では,通常の緩和項と区別して,弱い緩和項と呼ぶことにする.(3.1)
のような変換をおこなった理由は,この弱い緩和項を導出するためである.低階の項は,
リーマン不変量に関して2次であることをみたが ((2.6)) , この弱い緩和項もリーマン不
変量に関して2次である.そのため,ちょうど低階の項の効果を打ち消すことができる.
したがって,これから述べる方法では,2次の低階の項までが限界である.それより低階
の項の次数が高くなった場合は,初期値の大きさを適当に小さく しなければならない.

次に主定理で述べられた不変領域について考える.この不変領域を $\Delta$_{x} とかく.
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図1: (z, w) における不変領域 \triangle_{x}

まず,以下が成り立つ.

補題3.1. (1.4) より,図1の三角形の頂点 \mathrm{A} は,直線 \ell_{1} と p_{2} の間にある.

ここで,直線 \ell_{1} と \ell_{2} は,原点を通る傾きがそれぞれ - $\sigma$ と -1/ $\sigma$ の直線であり,  $\sigma$=

\displaystyle \frac{1- $\theta$}{(1-\sqrt{ $\theta$})(2\sqrt{ $\theta$+1}+\sqrt{}-1)} である.実際,OA の傾きは -e^{2\int_{0}^{x}b(y)dy} であるから,(1.4) より,OA
の傾きは -1/ $\sigma$ と - $\sigma$ の間の値をとる.

さて,これから (3.2) に最大値原理を適用する.(1.5) より,為 \geqq-M, \tilde{w}_{0}\leqq M である
ことに注意する.そのため,AB 上で (3.2)1の右辺 >0 とAC 上で (3.2)2の右辺 <0 を示
せれば,最大値原理より, 2 \geqq -M, ゆ \leqq  M が従う.実際,初期値が不変領域 \triangle_{x} の内
部にあったとする.解が,この不変領域から外に出るとすれば,AB かAC を通過しなけ

ればならない.仮に, (\overline{x}, t] において,AB を最初に通過したとする.そのとき,この点
において,銑 \leqq 0, \tilde{z}_{x}=0 が成り立つ.しかし,これは,AB 上で (3.2)_{1} の右辺 >0 であ

155



ることに矛盾する.したがって,解は AB を通過することはできない.同様にして,AC
も通過できないから,解は三角形 ABC から外に出ることはできない.詳しい議論は, [\mathrm{S},
Chapter 14, §B] を参照されたい.また,不変領域は最大値原理が基になっている.最大
値原理に関しては,[ \mathrm{K} , Chapter 8] が参考になる.

それでは,領域1と2 (図1参照) における (3.2)_{1} の低階の項を評価しよう.まず,次
の事実に注意する.

補題3.2. f(k)= \displaystyle \frac{2\{(1- $\theta$)k+1+ $\theta$\}}{ $\theta$|k^{2}-1|} は,閉区間 [-1/ $\sigma$, 1] 上で f(k) \geqq $\mu$ を満たす.こ

こで,  $\mu$ と  $\sigma$ は(1.4) で定義された定数である.

 l=\displaystyle \frac{2\{(1-. $\theta$)k+1+ $\theta$\}}{--\wedge}=\frac{2\{(1- $\theta$)k+1+ $\theta$\}}{\prime_{-}\cdot 4\backslash \backslash }

図2: l=f(k) のグラフ

さらに,これらの領域においては, z と w は次を満たす.

-Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\leqq z, w\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy}, -1/ $\sigma$\leqq w/z\leqq 1, z\leqq 0 . (33)

ここで, k=w/z とおく と,注意1.1より,

$\lambda$_{1}= \displaystyle \frac{(1- $\theta$)k+1+ $\theta$}{2}z, v=\displaystyle \frac{k+1}{2}z, $\rho$^{ $\theta$}= \displaystyle \frac{ $\theta$(k-1)}{2}z, -1/ $\sigma$\leqq k\leqq  1 (34)

を得る.
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このとき,直線 k=w/z に沿って, (2.1)_{1} の低階の項を評価しよう.(1.4) と補題3.2か
ら,領域1と2において,以下を得る.

亀 +$\lambda$_{1}\tilde{z}_{x}=e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}\{b(x)$\lambda$_{\mathrm{i}}z-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v\}

>e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}b(x)z^{2}\displaystyle \{\frac{(1- $\theta$)k+1+ $\theta$}{2}- $\mu$\frac{ $\theta$|1-k^{2}|}{4}\}
\displaystyle \geqq e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}b(x)z^{2}\frac{ $\theta$|1-k^{2}|}{4}\{f(k)- $\mu$\}
\geqq 0 . (3.5)

本来,低階の項は2変数であるが, k=w/z に沿って評価することで,実質 k だけの1変
数になったことに注意する.

そのため, (3.2)_{1} の低階の項は,領域1と2において,正だということがわかる.同様
にして, (3.2)_{2} の低階の項は,領域2と3において,負だということもわかる.以上から,
最大値原理を適用すると, \tilde{z}\geqq-M がゆ \leqq M が成り立つ.これは,

$\Delta$_{x}=\{(z, w); $\rho$\geqq 0, -Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\leqq z, w\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy}\}
が,初期値問題 (1.3) の不変領域であることを意味する.ここで, \triangle_{x} は x に依存すること
に注意する.この点が,古典的なChueh, Conley, Smollerの不変領域と異なる点である.
古典的な不変領域は2次元の領域であるが, \triangle_{x} は x にも依存しているので3次元の領域
である.この意味で,一般化された不変領域は,古典的な不変領域の次元を一つ増やした
ことになる.これが解の有界評価を得る上での重要なアイデアである.

ここで,今の議論に関して4つ注意を述べる.まず,[L] を思い出すと,音速が問題で
あった.ここで,音速になるということは,特性速度が 0 になるということに他ならな

い.音速は,我々の方法でも都合が悪い.実際,(3.5) で重要な働きをする弱い緩和項が 0

になってしまう.しかしながら,例えば(3.5) のように, z の下からの評価をするときは,
領域1と2のみを考えればよかった.一方,この場合,弱い緩和項が 0 になるのは $\lambda$_{1}=0

のときで,それは領域3に含まれる (図1参照).そのため,問題となる音速の場合を回
避することができるのである.これが音速を含んで解の存在を示すことができる理由であ

る.これが可能なのは不変領域を考えているからであって,[L] のように全変動を考えた
場合は,かなり困難なように思われる.次に,補題3.1の図1の頂点 \mathrm{A} が \ell_{1} と \ell_{2} の間に
あるということは,上記の議論において不可欠である.実際,これが成り立たないと,上

記の議論は破綻する.この事実が成り立つために,(1.4) において, a の L^{1} ノルムが十分
小さいという条件が必要であったことに注意する.さらに,古典的な評価 (2.5) では,有
界評価は時間に依存するが,(1.6) では依存しない.このことから,不変領域に含まれる
定常解は安定であることがわかる.この不変領域には,応用上重要な亜音速から超音速

へ変わる定常解も含んでいる.最後に,(3.2) の弱い緩和項が,リーマン不変量に関して
2次であることが,(3.5) の最初の不等式から分かる.(2.3) も2次だから,ちょうど低階
の項の影響を打ち消すことができるのである.例えば,半線形であれば,弱い緩和項は1
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次であるから,このような評価はできない.準線形であることは,この方程式の解析を困

難にしているが,(3.5) をする上では有利に働いている.
上記の議論は形式的なものではあるが,本質的である.[T8] では,(3.5) の議論を暗に用い

ている.近似解を構成するとき,従来はGodunovやLax‐Friedrichs の差分法 ([DC1],[DC2]
参照) が用いられてきた.しかしながら,この議論を正当化するためには,これらの近似
解は使えない.そのため,改良Godunovの差分法を導入する.この近似解は上述した不

変領域に対応して構成される.(3.1) を考慮して,部分段階法を用いて,セル  j $\Delta$ x\leqq x\leqq
(j+1) $\Delta$ x, n $\Delta$ t\leqq t<(n+1) $\Delta$ t において,近似解を

z^{ $\Delta$}(x, t)=\overline{z}^{ $\Delta$}(x)+g_{1}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))(t-n $\Delta$ t) ,

(3.6)
w^{ $\Delta$}(x, t)=\overline{w}^{ $\Delta$}(x)+g_{2}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))(t-n $\Delta$ t)

とおく . ここで,  $\Delta$ x は空間差分,  $\Delta$ t は時間差分, j\in \mathrm{Z}, n\in \mathrm{Z}\geqq 0, \overline{z}^{ $\Delta$}(x)=\tilde{z}e^{-\int_{0}^{x}b(y)dy},
\overline{w}^{ $\Delta$}(x)=\tilde{w}e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}, \tilde{z} と \tilde{w} は定数,

g_{1}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))=-a(x)\overline{v}^{ $\Delta$}(x)(\overline{ $\rho$}^{ $\Delta$}(x))^{ $\theta$}+b(x)$\lambda$_{1}(\overline{u}^{ $\Delta$}(x))\overline{z}^{ $\Delta$}(x) ,

g_{2}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))=a(x)\overline{v}^{ $\Delta$}(x)(\overline{ $\rho$}^{ $\Delta$}(x))^{ $\theta$}-b(x)$\lambda$_{2}(\overline{u}^{ $\Delta$}(x))\overline{w}^{ $\Delta$}(x)

である.(3.6) は(2.1) の近似解である.このことは,(2.1) から,

z_{t}-g_{1}^{*}(x, u)=-$\lambda$_{1}(z_{x}+b(x)z) ,

(3.7)
w_{t}-g_{2}^{*}(x, u)=-$\lambda$_{2}(w_{x}-b(x)w)

となることと, \overline{z}^{ $\Delta$}(x) , \overline{w}^{ $\Delta$}(x) が(3.7) の右辺の解であることからわかる.この近似解の有
界評価は (3.5) の類似である.実際, g_{1}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x)) \geqq 0 と g_{2}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))\leqq 0 がそれぞれ領域
1‐2と領域2−3において成り立つことを示す.

近似解は,各セルにおいて,区分的に (3.6) の形をしている.構成する際には,2つの困
難な点,(P1) 不連続直線と (P2) 真空付近,がある.(P1): 我々の近似解は従来の区分的
に定数の近似解と異なり,区分的に x の関数である.そのため,保存則の不連続解が,不
連続直線全体で満たすべき,いわゆるランキンーユゴニオ条件を満たさない.そこで,ラ
ンキンーユゴニオ条件を,各セル内の不連続直線の中点だけで満たすように近似解を構成
する.このとき,近似解と真の解との間に残差が生じるが,近似解が収束するためには十

分に小さなものになる.(P2): 真空では,方程式の型が狭義双曲型ではなくなる.そのた
め,構成の仕方を変えなくてはならない.一方,この場合,低階の項は十分小さくなる.

そのため,(1.1) の低階の項がない斉次方程式の解,リーマン解を近似解として採用する.
結果として,真空付近では斉次方程式の近似解と同じくなる.

最後に,上記の手法の他の方程式や数値計算への応用について述べる.まず,この近
似解は,この論文で扱った不変領域だけに対応するものではないをことを注意しておく.

(3.1) の関数を変えることで, x や t に依存する様々な不変領域にも対応することができる.
例えば,外力項のついた場合 ([T6]) , 球対称流 ([T1]) , 低階の項のついた単独方程式
([T5] と [T7]) にも適用できる.また,ここで述べた一般化された不変領域のアイデアは,
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保存則特有の性質を用いているわけではない.したがって,移流項のついた反応拡散系
や,非線形波動にも適用できると思われる.さらに,ここで得られた有界評価は,数値計
算にも有用である.例えば,数値計算の安定条件にCourant‐Friedrichs‐Lewy 条件がある.

\displaystyle \sup_{u}\max_{i=1,2}|$\lambda$_{i}(u)|<\frac{\triangle x}{\triangle t}.
ここで, $\lambda$_{1} と $\lambda$_{2} は以下で定義される特性速度

$\lambda$_{1}=v-$\rho$^{ $\theta$}, $\lambda$_{2}=v+$\rho$^{ $\theta$}

であり,  $\Delta$ x と \triangle t はそれぞれ空間差分と時間差分である. z と w が有界であることと, $\lambda$_{1}

と $\lambda$_{2} が有界であることは同値であるから,(1.6) はCFL 条件を満たすための十分条件を
与える.さらに,ここで使われている改良Godunovの差分法も数値計算に応用できる可
能性がある.

4 今後の研究および未解決問題

最後に,今後扱おうとしている問題をいくつか述べて,本稿を閉じたいと思う.
一つ目は,有限領域や周期境界条件に対する不変領域についてである.上記の方法にも

欠点はある.全空間や半空間に適用することはできるが,有限区間では不変領域を構成す
ることはできない.同様に,周期境界条件にも適用できない.この原因は次のような上

述した一般化された不変領域の性質による.今まで得られた全ての不変領域 ([TI]‐[T8])
の上界と下界は,ともに単調増加関数になっている.例えば,定理1.1の上界,下界はそ
れぞれ Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy}, -Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy} であり,ともに単調増加関数である.このことは,我々
の不変領域を構成するために必要であった.実際,上界および下界の微分が正であること
を用いて,低階の項を処理している.そのため,例えば,周期境界条件に対して,空間周
期的な不変領域を構成するためには,さらなるアイデアが必要である.例えば,オイラー
方程式に空間および時間に関して周期的な外力を与えて,時間周期解が存在するかという
問題は基本的な問題であるが,残念ながら今だ未解決である.

二つ目は,微分方程式とその不変領域の幾何学的性質についてである.今回の不変領域
は三角形であったが,他の方程式の不変領域として,円,四角,楕円等の形をしたものも
存在する.また,一般化された不変領域は x や t に依存する.これらを考慮して,微分方
程式が,どのような条件を満たすときに,対応する初期値問題境界値問題の不変領域が
どのような形状になるのかを調べたい.

三つ目は,3本以上の連立微分方程式に対する不変領域についてである.今回,2本の
連立微分方程式を扱った.その際,不変領域は2次元であり, k=w/z という直線に沿っ
て,低階の項を評価をした.例えば,3本の連立微分方程式では,不変領域は3次元であ
り,平面 (場合によっては曲面) に沿って評価をするはずである.このような問題に対し
ても,今回のアイデアが適用できるのか否かは興味深いと考えている.
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