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概要

本講究録では ABS 方程式の理論を用いた離散パンルヴエ方程式のラックス形式の構成方法について報告

する.本講究録は既発表論文 [21] の要約である.

2 離散パンルヴエ方程式のラックス形式

2.1 離散パンルヴェ方程式のラックス形式の構成方法

2.2 例:乗法型 A_{5}^{(1)} 曲面の離散パンルヴェ方程式.
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1 はじめに

離散パンルヴエ方程式と Adler‐Bobenko‐Suris (ABS) 方程式の二つの大きな枠組みの関係は,可積分系の

みならず離散微分幾何などを含む様々な分野で重要な問題の一つとして認識され,これまでに多くの研究が行

われてきた [4, 11 , 15‐18,33,36,37]. その多くは一つの ABS 方程式に適当な周期条件を課すことで一つの離散

パンルヴエ方程式が得られるというものであったが,最近の研究 [21−25] によって,個々の方程式の関係だけ

ではなく背後にある格子レベルでの組織的な関係が明らかになった.また,[21, 24] ではその格子の関係を用

いた離散パンルヴェ方程式のラックス形式の構成方法が見出された.この講究録では,その構成方法について

説明する.

まずは,離散パンルヴェ方程式と ABS 方程式がどのようなものであるかについて簡単に解説しよう.
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1.1 離散パンルヴエ方程式

パンルヴエ方程式は,20世紀初頭にPainleve et al. によって発見された初期値に依存する分岐点 (動く分岐

点) を持たないという性質 (パンルヴエ性) を持つ6つの2階非線型常微分方程式である [12, 13, 38].

\mathrm{P}_{\mathrm{I}}:y''=6y^{2}+t,
PⅡ :y''=2y^{3}+ty+ $\alpha$,

\displaystyle \mathrm{p}_{\mathrm{m}:y''}=\frac{(\mathrm{y}')^{2}}{y}-\frac{y'}{t}+\frac{ $\alpha$ y^{2}+ $\beta$}{t}+ $\gamma$ y^{3}+\frac{ $\delta$}{y},
\displaystyle \mathrm{P}_{ $\Gamma$\'{Y}}:y''=\frac{(y')^{2}}{2y}+\frac{3y^{3}}{2}+4ty^{2}+2(P- $\alpha$)y+\frac{ $\beta$}{y},
\displaystyle \mathrm{P}_{\mathrm{V}}:y''=(\frac{1}{2y}+\frac{1}{y-1})(y')^{2}-\frac{y'}{t}+\frac{(y-1)^{2}}{t^{2}} (の +\displaystyle \frac{ $\beta$}{y} ) +\displaystyle \frac{ $\gamma$ y}{t}+\frac{ $\delta$ y(y+1)}{y-1},
\displaystyle \mathrm{P}_{\mathrm{V}\mathrm{I}}:y''=\frac{1}{2}(1+\frac{1}{y-1}+\frac{1}{y-t})(\mathrm{J}')^{2}-(\frac{1}{t}+\frac{1}{t-1}+\frac{1}{y-t})y'

+\displaystyle \frac{y(y-1)(g-t)}{t^{2}(t-1)^{2}}( $\alpha$+\frac{ $\beta$ t}{y^{2}}+\frac{ $\gamma$(t-1)}{(y-1)^{2}}+\frac{ $\delta$ t(t-1)}{(y-t)^{2}}) .

ただし, y=y(t) ,  $\alpha,\ \beta,\ \gamma,\ \delta$\in \mathbb{C} . 離散パンルヴエ方程式は連続極限でパンルヴェ方程式のいずれかに帰着する

非自励な2階非線型常差分方程式の族である.方程式自身が発見されたのはもっと昔であるが,離散パンル

ヴェ方程式として同定されたのは1990年代である [10, 33, 39]. 特に , 自励な2階非線型常差分方程式である

Quispel‐Roberts‐Thompson (QRTT) 系を特異点閉じ込め性 (パンルヴエ性の離散類似) を保つように非自励化
することで,1991年に様々な種類の離散パンルヴエが導出された [14,42]. 現在では,離散パンルヴエ方程式

は複素射影空間 \mathbb{P}^{2} の9点ブローアップ (または, \mathbb{P}^{1}\mathrm{x}\mathbb{P}^{1} の8点ブローアップ) によって得られる有理曲面

(初期値空間) 上の離散力学系であること,また,その初期値空間の型はブローアップする点の配置によって

以下の22通りの曲面に分類されることが知られている [27,43].

乗法型 A_{8}^{(1)} 曲面,加法型 D_{8}^{(1)}, E_{8}^{(1)} 曲面を除いた19の曲面は,アフィンワイル群の双有理作用を許容する.

一般に , 離散パンルヴエ方程式はその双有理作用によって生じる離散力学系として定義される.この定義によ

り,離散パンルヴエ方程式は各曲面上に無限個存在することが分かる.楕円型,乗法型,加法型曲面上の離散

力学系をそれぞれ,楕円型差分パンルヴエ方程式,乗法型差分 (q‐差分) パンルヴエ方程式,加法型差分パン

ルヴエ方程式と呼ぶ.以下はそれぞれの差分型の例である.

楕円型差分パンルヴェ方程式 [5, 40] :

(1-k^{2}s_{n^{4}})cg_{n}dg_{n}X_{n}X_{n-1}-(cg_{n}^{2}X_{n+1}=\displaystyle \frac{-c_{n}^{2})c_{n}d_{n}-(1-k^{222}sg_{n}s_{n})c_{n}d_{n}X_{n}^{2}}{k^{2}(cg_{n^{2}}-c_{n}^{2})c_{n}d_{n}X_{n}^{2}X_{n-1}-(1-k^{2}s_{n^{4}})cg_{n}dg_{n}X_{n}+(1-k^{2}sg_{n}^{2}s_{n}^{2})c_{n}d_{n}X_{n-1}} . (L1)
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ただし,

s_{n}=\mathrm{s}\mathrm{n}(an+b) , c_{n}=\mathrm{c}\mathrm{n}(an+b) , d_{n}=\mathrm{d}n(an+b) , a=$\gamma$_{e}+$\gamma$_{0}, $\gamma$_{e},$\gamma$_{0}, b\in \mathbb{C} , (1.2a)

\{ \{ \{\mathrm{s}\mathrm{n}($\gamma$_{e}) , n が偶数 \mathrm{c}\mathrm{n}($\gamma$_{e}) , n が偶数 \mathrm{d}\mathrm{m}($\gamma$_{e}) , n が偶数
sg_{n}=

\mathrm{s}\mathrm{n}($\gamma$_{0}) , n が奇数
cg_{n}=

\mathrm{c}\mathrm{n}($\gamma$_{0}) , n が奇数
dg_{n}=

\mathrm{d}\mathrm{m}($\gamma$_{0}) , n が奇数
(1.2b)

sn, cn, dn はヤコビの楕円関数, k はその母数である.

乗法型差分パンルヴエ方程式 [26, 41] :

X_{n+1}X_{n-1}=\displaystyle \frac{a(1+q^{n}tX_{n})}{(q^{r $\iota$}t+X_{n})X_{n}} . (1.3)

ただし, a, t,q\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}}.

加法型差分パンルヴエ方程式 [39] :

X_{n+1}+X_{n-1}=\displaystyle \frac{(an+b)X_{n}+c}{1-X_{n}^{2}} . (1.4)

ただし, a\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}}, b, c\in \mathbb{C}.

また,8つの加法型 D_{4}^{(1)}, D_{8}^{(1)}, E_{6}^{(1)}, E_{7}^{(1)}, E_{8}^{(1)} 曲面はパンルヴエ方程式に対応する連続な flow を許容する.

パンルヴエ方程式は6つの方程式として考えられてきたが,この初期値空間による分類では,パラメータの値

によって第三パンルヴェ方程式 \mathrm{p}_{\mathrm{m}} を3つに分けて,8つの方程式と見なすのが自然である.以下は,パンル

ヴェ方程式の退化図式で,括弧の中は初期値空間の型である.

\mathrm{P}_{\mathrm{V}\mathrm{I}}(D_{4}^{(1)})\rightarrow \mathrm{P}_{\mathrm{V}}(D_{5}^{(1)})\searrow\rightarrow \mathrm{p}_{\mathrm{m}}(D_{6}^{(1)})\rightarrow \mathrm{p}_{\mathrm{m}}\searrow(D_{7}^{(1)})\rightarrow \mathrm{p}_{\mathrm{m}}\searrow(D_{8}^{(1)})
\mathrm{P}_{\mathrm{N}}(E_{6}^{(1)})\rightarrow \mathrm{p}_{\mathrm{n}}(E_{7}^{(1)})\rightarrow \mathrm{P}_{\mathrm{I}}(E_{8}^{(1)})

1.2 ABS 方程式

AB \mathrm{S} 方程式は以下で与えられる多項式 (ABS 多項式) の4変数 \{x,y,z,w\} を頂点に配置した四角形を,2次

元整数格子 \mathbb{Z}^{2} に平面充填することで得られる2変数偏差分方程式の族である.

Q4(x,y,z,w;$\alpha$_{1},$\alpha$_{2})=\mathrm{s}\mathrm{n}($\alpha$_{1})(xy+zw)-\mathrm{s}\mathrm{n}($\alpha$_{2})(xz+yw)

-\mathrm{s}\mathrm{n}($\alpha$_{1}-$\alpha$_{2})(yz+xw-\mathrm{s}\mathrm{n}($\alpha$_{1})\mathrm{s}\mathrm{n}($\alpha$_{2})(1+k^{2}xyzw (Q4)

Q3(x,y, z,w;$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}; $\epsilon$)=\sinh($\alpha$_{1})(xy+zw)-\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}($\alpha$_{2})(xw+yz)-\mathrm{s}i\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}($\alpha$_{1}-$\alpha$_{2})(xz+yw)

- $\epsilon$\sinh($\alpha$_{1})\sinh(\mathrm{a}_{2})\sinh($\alpha$_{1}-$\alpha$_{2}) , (Q3)

Q2(x,y,z, w;$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}; $\epsilon$)=$\alpha$_{1}(xy+zw)-$\alpha$_{2}(xw+yz)-($\alpha$_{1}-$\alpha$_{2})(xz+yw)+$\alpha$_{1}$\alpha$_{2}( $\alpha \iota-\alpha$_{2})

+ $\epsilon \alpha$_{1}$\alpha$_{2}( $\alpha \iota-\alpha$_{2})(x+y+z+w)-$\epsilon$^{2}$\alpha$_{1}$\alpha$_{2}($\alpha$_{1}-$\alpha$_{2})($\alpha$_{\mathrm{I}}^{2}-$\alpha$_{1}$\alpha$_{2}-$\alpha$_{2}^{2}) , (Q2)

Q1(x,y,z,w;$\alpha$_{1},a_{2}; $\epsilon$)=a_{1}(xy+zw)-a_{2}(xw+yz)-($\alpha$_{1}-$\alpha$_{2})(xz+yw)+ $\epsilon \alpha$_{1}$\alpha$_{2}($\alpha$_{1}-$\alpha$_{2}) , (Q1)

H3(x,y, z, w;$\alpha$_{1},$\alpha$_{2}; $\delta$; $\epsilon$)=$\alpha$_{1}(xy+zw)-$\alpha$_{2}(xw+yz)+($\alpha$_{1^{2}}-$\alpha$_{2^{2}})( $\delta$+\displaystyle \frac{ $\epsilon$ yw}{$\alpha$_{1}$\alpha$_{2}}) , (H3)

H2(x,y,z,w; $\alpha \iota,\alpha$_{2}; $\epsilon$)=(x-z)◎‐ w)+($\alpha$_{2}-$\alpha$_{1})(x+y+z+w)+a_{2}^{2_{-}}a_{1}^{2}
‐  $\epsilon$(  $\alpha$2—  $\alpha$ 1) ((2y+$\alpha$_{1}+$\alpha$_{2})(2w+ $\alpha \iota$+$\alpha$_{2})+($\alpha$_{2}-$\alpha$_{1})^{2}) , (H2)

Hl (x,y,z, w;$\alpha$_{1},$\alpha$_{2}; $\epsilon$)=(x-z)(y-w)+($\alpha$_{2}-$\alpha$_{1})( 1 —cyw), (H1)

D4(x,y,z, w;$\delta$_{1},$\delta$_{2}, $\delta$_{3})=xz+yw+$\delta$_{\mathrm{i}}xw+$\delta$_{2}zw+$\delta$_{3} , (D4)
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D3(x,y,z,w)=y+xz+xw+zw, (D3)

D2(x,y,z, w; $\delta$)=x+z+y(w+ $\delta$ x) , (D2)

D1(x,y,z,w)=x+y+z+w . (D1)

ただし,パラメータ $\alpha$_{1}, $\alpha$_{2} は零でない複素パラメータで,パラメータ  $\epsilon$,  $\delta$, $\delta$_{1}, $\delta$_{2}, $\delta$_{3} はゲージ変換で規格化で

きるので 0 または1とする.また,式(Q4) のsn と k はヤコビの楕円関数とその母数である.

注1 4つの多項式 Q4, Q3, Q2, \mathrm{Q}1 を \mathrm{Q} 型,残りの7つの多項式を \mathrm{H} 型と呼ぶ. \mathrm{H} 型は特に \mathrm{H}3 , H2, Hl を
H^{4} 型,D4, D3, D2, Dl を炉型と分けて考えることもある. \mathrm{Q} 型, H^{4} 型の多項式の名称は ABS [2,3] による

もので,炉型の多項式の名称はBollの博士論文 [9] で使われている表記である.

注2 11種類の ABS 多項式はメビウス変換によって移りあわないという意味で異なる多項式である.

例えば, \mathrm{Q}4 , Ql, H3, Hl, D4からはそれぞれ以下のよく知られた偏差分方程式が得られる.

Lattice Knichever‐Novikov (KN) system [1] :

\mathrm{s}\mathrm{n}($\alpha$_{l})(U_{l.m}U_{l+1m}+U_{l,m+1}U_{l+1m+1})-\mathrm{s}\mathrm{n}($\beta$_{m})(U_{l,m}U_{l,m+1}+U_{l+1,m}U_{l+1.m+1})

-S\mathrm{n}($\alpha$_{t}-$\beta$_{m})(UU, ,川 U_{i+1.m}U_{i_{rn+1}}U_{i+1} 遡+1 ))=0 (1.5)

Discrete Schwarzian \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} equation [32] :

\displaystyle \frac{(U_{1,m}-U_{l+1,m})(U_{l,m+1}-U_{l+1,m+1})}{(U_{$\iota$_{m}}-U_{l,m+1})(U_{l+\mathrm{l}_{ $\phi$}}-U_{l+1.m+1})}=\frac{$\alpha$_{l}}{$\beta$_{m}} (1.6)

Lamce modified \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} equation (LmKdV) [34] :

\displaystyle \frac{U_{l+1;n+1}}{U_{l,m}}=\frac{$\alpha$_{t}U_{l+1,m}-$\beta$_{m}U_{l.m+1}}{$\alpha$_{l}U_{l.m+1}-$\beta$_{m}U_{l+1,m}} (1.7)

Lattice potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} equation [20] :

(U_{i_{m}-U_{t+\mathrm{i}_{m+1})(U_{i+1.m}-U_{t,m+1})=$\alpha$_{l}-$\beta$_{m}}} (1.8)

Discrete Volterra‐Kac‐van Moerbeke equation [30] :

\displaystyle \frac{U_{lm+1}}{U_{l+1_{J}n}}=\frac{( $\alpha,\beta$_{m}-1)U_{l.m}-1}{( $\alpha \beta$_{m}-1)U_{l+1,m+1}-1} (1.9)

この節の残りでは,ABS 多項式の導出および分類について説明しよう.ABS 多項式の導出のための定義に

は,O) 2003年の ABS,  $\sigma$ \mathrm{D} 2005年の Hietarinta, (m) 2009年の ABS, によるものの3通りが知られている.

ここではその3つの定義について解説をする.

① 2003年に ABS は論文 [2] で以下の3つの性質を持つ4変数多項式 Q(x,y,z, w) の分類を行った.

線型性 : 多項式は各変数について高々 1次式である.つまり,以下の形で与えられる.

Q(x,y,z,w)=A_{1}xyzw+A_{2}yzw+A_{3}xa $\nu$+A_{4}xyw+A_{5}xyz+\cdots+A_{16} . (1.10)

対称性 : 多項式は正二面体群 D_{4} の対称性を持つ.つまり,以下が成り立つ.

Q(x,y,z, w)= $\epsilon$ Q(x,z,y, w)= $\sigma$ Q(y,x,w,z) ,  $\epsilon,\ \sigma$=\pm 1 . (1.11)
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図1

多項式の四面体性 : 図1のように各頂点上に変数 \{x_{0}, \cdots,x_{123}\} が配置された立方体を考えよう.多

項式 Q(x,y,z,w) が四面体性 (Tetrahedron proper[y) を持つとは,面上の方程式を

Q(x_{0}, x_{1}, x_{2}, x_{12})=0, Q(x_{0}, x_{2}, x_{3}, x_{23})=0, Q(x_{0}, x_{3}, x_{1} , x13) =0 , (1.12a)

Q(x_{3}, x_{13}, x_{23}, x_{123})=0, Q(x_{1,\mathrm{i}2,\mathrm{i}3,\mathrm{i}23}xx\mathrm{x})=0, Q(x)=0 , (1.12b)

で定義したとき, \{x_{0}, x_{12},x_{23},x_{13}\} と \{x_{1}, x_{2},x_{3}, x_{123}\} で頂点が与えられる四面体がそれぞれ4頂点

の関係式を持つことをいう.

この分類により, \mathrm{Q} 型と H^{4} 型の特殊な場合が導出された.一般に ABS 方程式と呼ばれるのは,この特

殊な場合の ABS 多項式から得られる偏差分方程式であることが多い.また,この論文では \mathrm{A} 型に分類

される2種類の多項式も考えられているが,メビウス変換で \mathrm{Q} 型に帰着するので本質的な型ではない.

( $\Pi$) 2005年に Hietarinta は論文 [19] で 「多項式の四面体性」 の代わりに 「多項式の CAC property」 を課し
た分類を考えた.

多項式の CAC property [351 : 図1のように各頂点上に変数 {  x_{0} , \cdots ,x123} が配置された立方体を考え

よう.多項式  Q(\mathrm{x},y,z, w) がConsistent around a cube (CAC) property を持つとは,面上の方程式を
(1.12) で定義したとき,4点の初期値 \{x_{0},x_{1},x_{2}, x_{3}\} と面上の関係式によって x_{123} の値が一意に定

まることである.

この分類により, \mathrm{Q} 型と, \mathrm{H} 型の特殊な場合が導出された.2003年に [2] で導出された ABS 多項式は全

て 「多項式の CAC propertyl を持つことが論文内で議論されているので, \mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a} $\Gamma$inta よる分類は2003
年の ABS による分類の拡張と見なすことができる.また, \mathrm{Q}4 のヤコビの楕円関数による表記 (Q4) は

Hietarinta によるものであり,rHietarintaform」 と呼ばれることもある.

(\mathrm{I}\mathrm{M} 2009年に ABS は 「立方体の 3\mathrm{D} consistency と四面体性」 を用いた分類を行った [3].

立方体の 3\mathrm{D} consistency と四面体性 : 図1のように各頂点上に変数 {x_{0} , \cdots ,x123} が,各面上に4頂

点の関係式が配置された立方体を考えよう.4点の初期値 {xo,  x_{1},x_{2},x_{3} ) と面上の関係式によっ

て x_{123} の値が一意に定まるとき,その立方体は 3\mathrm{D} consistent であるといわれる.またこのとき,

\{x_{0},x\mathrm{i}_{2},x_{23},x\mathrm{i}_{3}\} と \{x\mathrm{i},x_{2}, x_{3}, x\mathrm{i}_{23}\} で頂点が与えられる四面体がそれぞれ4頂点の関係式を持てば,

立方体は四面体性を持つといわれる.

「立方体の 3\mathrm{D} consistency と四面体性」 を持つ立方体の面上の方程式を定義する各変数について高々 1
次式である多項式を分類して,2009年に ABS は一般の場合の \mathrm{Q} 型と H^{4} 型の多項式を導出したのであ

る.ABS はその論文の7節の冒頭で \mathrm{H} 型の残りの多項式 (H^{6} 型) の導出について以下のように述べ

ている.
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$\rho$_{2}(V)-$\rho$_{12}(V)

v
/

$\rho$_{2}(U)-\prime$\rho$_{12}(U)\prime\prime\prime
:

\dot{U}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}:\prime:\nearrow(:U\prime
図2

In contrast to type \mathrm{Q} systems, systems of type \mathrm{H} can be viewed as degenerate.’

Their classification seems to be a rather tedious task. Presently, we cannot suggest

any effective procedure to solve this problem.

この‘rather tednous task” は,2011年に Suris の学生である Bol によってやり遂げられた [7−9].

注3 ABS‐Bo旧よ 3\mathrm{D} consistency の名称を,Nijhoff‐Hietarinta はCAC property の名称を用いているが,両者

は同じものである.この講究録では 3\mathrm{D} consistencyを使うことにする.

面上の方程式が全て同じABS 多項式で与えられる 3\mathrm{D} consistent な立方体を対称立方体 (Symmetric cube),

そうでないものを非対称立方体 (Asymmetric cube) と呼ぶ.初期の分類 [2, 19] では,全ての面に同じ多項式
を貼り付けた立方体を考えているので,対称立方体だけを考えていることになる.しかし,2009年以降の分

類[3, 7−9] では , 立方体の面上に違う型の多項式を使うことも許容しているので,非対称立方体も含めて考え

ている.

注4 本講究録では面上の方程式が各変数について高々 1次式である場合のみを考える.

立方体の 3\mathrm{D}‐consistencyは n 次元超立方体に拡張できる.内包する 2^{n-3_{n}}C_{3} 個の3次元面 (立方体) が全
て 3\mathrm{D}‐consistentであるとき, n 次元超立方体は Mulfi‐Dimensional Consistent (MDC) であるといわれる.内

包する全ての立方体が対称立方体である MDC な超立方体を対称超立方体 (Symmetrichypercube), そうでな

いものを非対称超立方体 (Asymmetnic \mathrm{h}距ercube) という.平面充填の場合と同様に , MDC な n 次元超立方
体を \mathrm{Z}^{n} 格子に空間充填することで {}_{n}C_{2} 連立の ABS 方程式 (連立 ABS 方程式) を得ることができる.

1.3 ABS 方程式のラックス形式

この節では [6, \underline{ $\tau$}],45 ] に基づく (連立) ABS 方程式のラックス形式の構成方法について説明する.

ABS 多項式の H3から得られる LmKdV :

\displaystyle \frac{$\rho$_{12}(U)}{U}=\frac{ $\alpha \rho$_{1}(U)- $\beta \rho$_{2}(U)}{ $\beta \rho$_{1}(U)- $\alpha \rho$_{2}(U)}, (1.13)

を例に , ABS 方程式のラックス形式の構成方法について説明しよう.ただし,

U=U(1,m),  $\alpha$= $\alpha$(l) ,  $\beta$= $\beta$(m) ,  $\beta$ 1 : t\mapsto t+1, $\rho$_{2} : m\mapsto m+1, $\rho$_{12}=$\rho$_{1}$\rho$_{2} . (1.14)
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鍵となるのは LmKdV の解 U から別の解 V=V(l,m) :

\displaystyle \frac{$\rho$_{12}( $\eta$}{V}=\frac{ $\alpha \rho$_{1}(V)- $\beta \rho$_{2}(V)}{ $\beta \rho$_{1}(V)- $\alpha \rho$_{2}(V)}, (1.15)

へのベックルンド変換を次のようにして導入することである.変数 U から変数 Vへの変換を導入すると2層

の整数格子 \mathbb{Z}^{2} からなる格子が考えられ,その2層の間には図2のように  $\rho \iota$ ‐方向,  $\rho$_{2}‐方向と U\rightarrow V 方向の

3方向からなる立方体が定義できる.この立方体が 3\mathrm{D} consistentとなるように U\rightarrow V 方向を導入するのであ

る.このとき, U\rightarrow V 方向は仮想方向 (Vmual direction) と呼ばれる.例えば,LmKdV の場合は以下のよ

うに H3で与えられる関係式によって仮想方向 U\rightarrow V が定義できる.

\displaystyle \frac{$\rho$_{1}( $\eta$}{U}=\frac{ $\alpha \rho$_{1}(U)- $\mu$ V}{ $\mu \rho$_{1}(U)- $\alpha$ V}, \frac{$\rho$_{2}(V)}{U}=\frac{ $\beta \rho$_{2}(U)- $\mu$ V}{ $\mu \rho$_{2}(U)- $\beta$ V} . (1.16)

ただし,  $\mu$ は定数.この仮想方向を用いて LmKdV (1.13) のラックス形式を構成しよう.  V=F/G とおくこと

で方程式 (1.16) は以下のように書き直せる.

\displaystyle \frac{$\rho$_{1}(F)}{$\rho$_{1}(G)}=\frac{\frac{ $\mu$}{ $\alpha$}F-$\rho$_{1}(U)G}{\frac{1}{U}F-\frac{ $\mu$}{ $\alpha$}\frac{$\rho$_{1}(U)}{U}G}, \displaystyle \frac{$\rho$_{2}(F)}{$\rho$_{2}(G)}=\frac{\frac{ $\mu$}{ $\beta$}F-$\rho$_{2}(U)G}{\frac{1}{U}F-\frac{ $\mu$}{ $\beta$}\frac{$\rho$_{2}(U)}{U}G} . (1.17)

さらに,方程式 (1.17) を分離変数 $\delta$^{(1)}, $\delta$^{(2)} を用いて分母分子に分離すると以下を得る.

 $\rho$_{1}( $\Psi$)=$\delta$^{(1)}[_{\frac{}{U}}^{\frac{ $\mu$}{ $\alpha$ 1}} -\displaystyle \frac{ $\mu$}{ $\alpha$}\frac{$\rho$_{1}(U)}{U}-$\rho$_{1}(U)) $\Psi,\ \rho$_{2} $\alpha$)=$\delta$^{(2)}(_{\frac{}{U}}^{\frac{ $\mu$}{ $\beta$ 1}} -\frac{ $\mu$}{ $\beta$}\frac{$\rho$_{2}(U)}{U}-$\rho$_{2}(U)) $\Psi$ . (1.18)

ただし,

 $\Psi$=\left(\begin{array}{l}
F\\
G
\end{array}\right) . (1.19)

簡単に確かめられるように,線型方程式 (1.18) の両立条件 $\rho$_{1}$\rho$_{2}( $\Psi$)=$\rho$_{2}$\rho$_{1}( $\Psi$) がLmKdV(1.13) となるのであ

る.つまり,仮想方向によって導入された変数 Vと定数  $\mu$ がLmKdVのラックス形式の波動関数とスペクト

ル変数になるのである.

注5 仮想方向の定義の仕方は一意ではない.異なる仮想方向を用いれば異なるラックス形式の表示が得られ

る.例えば,以下のようにH3の代わりにD4を使っても仮想方向  U\rightarrow V を定義できる.

\displaystyle \frac{$\rho$_{1}(V)}{U}+\frac{V}{$\rho$_{1}(U)}=- $\alpha \mu$,
このときは,次のラックス形式が得られる.

 $\rho \iota$ W=$\delta$^{(1)} (^{-\frac{1}{ $\rho$ U)}}\displaystyle \frac{1(1}{U} - $\alpha \mu$ 0) $\Psi$,

\displaystyle \frac{$\rho$_{2}( $\eta$}{U}+\frac{V}{$\rho$_{2}(U)}=- $\beta \mu$ . (1.20)

 $\rho$_{2}( $\Psi$)=$\delta$^{(2)}(^{-\frac{1}{ $\rho$ U)}}\displaystyle \frac{2(1}{U} - $\beta \mu$ 0) $\Psi$ . (1.21)
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仮想方向を使ったラックス形式の構成方法は連立 ABS 方程式にも適用可能である.例として,以下の連立

ABS 方程式を考えよう.

\left\{\begin{array}{l}
\frac{$\rho$_{j}$\rho$_{j}(U)}{U}=\frac{$\alpha$_{i}$\rho$_{t}(U)-$\alpha$_{j}$\rho$_{J}(U)}{$\alpha$_{j}$\rho$_{i}(U)-$\alpha$_{i}$\rho$_{j}(U)}, 1\leq i<j\leq n,\\
\frac{$\rho$_{i}$\rho$_{n+1}(U)}{U}+\frac{$\rho$_{n+1}(U)}{$\rho$_{i}(U)}=-$\alpha$_{j}K, 1\leq i\leq n.
\end{array}\right. (1.22)

ただし,

U=U(h, \ldots, l_{n+1}) , $\alpha$_{i}=$\alpha$_{i}(1_{i}) , i=1 n, K=K(l_{n+1}) , (1.23a)

$\rho$_{J}:t_{j}\mapsto l_{J}+1, j=1, \cdots, n+1 . (1.23b)

この連立方程式は非対称 (n+1) 次元超立方体を \mathbb{Z}^{n+1} 格子に空間充填して得られるものである.また,その非

対称 (n+1) 次元超立方体は, $\rho$_{i}, i=1 , . .., n , から2方向を選んでできる2次元面を H3で, $\rho$_{n+1} と $\rho$_{i\in\{1\ldots.rl)}

でできる2次元面を D4で定義することで構成されている.単独の ABS 方程式の場合と同様に , \mathrm{Z}^{n+1} 格子と

\mathbb{Z}^{n+1} 格子の間に非対称 (n+2) 次元超立方体が埋め込まれるように,以下で仮想方向 U\rightarrow V を導入する.

\displaystyle \frac{$\rho$_{i}(V)}{U}=\frac{$\alpha$_{i}$\rho$_{i}(}{ $\mu \rho$_{i}(}ƯU)- $\mu$ V)-$\alpha$_{i}V ’ i=1, n, \displaystyle \frac{$\rho$_{n+1}(V)}{U}+\frac{$\rho$_{n+1}(U)}{V}=- $\mu$ K. (1.24)
この仮想方向により,次のラックス形式が与えられる.

$\rho$_{i}( $\Psi$)=$\delta$^{( $\iota$)}[_{\frac{}{U}}^{\frac{ $\mu$}{a_{1^{i}}}} -\displaystyle \frac{ $\mu$}{$\alpha$_{i}}\frac{$\rho$_{i}(U)}{U}-$\rho$_{i}(U)) $\Psi$, i=1 , . .., n,  $\rho$_{n+1}( $\Psi$)=$\delta$^{(n+1)}\left(\begin{array}{ll}
- $\mu$ K & -$\rho$_{n+\mathrm{l}}(U)\\
\frac{1}{U} & 0
\end{array}\right) $\Psi$ . (1.25)

実際に , 両立条件

\left\{\begin{array}{ll}
$\rho$_{i}$\rho$_{j}( $\Psi$)=$\rho$_{J}p_{i} $\alpha$) , & 1\leq i<j\leq n,\\
p_{i}$\rho$_{n+1}( $\Psi$)=$\rho$_{n+1}$\rho$_{i}( $\Psi$) , & i=1, n,
\end{array}\right. (1.26)

は連立 ABS 方程式 (1.22) であることがすぐに確かめられる.

2 離散パンルヴェ方程式のラックス形式

この節では連立 ABS 方程式のラックス形式から離散パンルヴエ方程式のラックス形式を構成する方法につ

いて説明する.この節は本講究録の主要な内容であり,論文 [21] の結果を用いている.

2.1 離散パンルヴエ方程式のラックス形式の構成方法

この節では,離散パンルヴエ方程式のラックス形式を構成する方法の大筋について説明する.

まずは,準備として次を定義しよう.

定義1 格子の頂点に変数 u=u(l_{1}, \ldots, l_{n}) が配置された n 次元整数格子  $\Omega$ について考えよう.次の2つの条

件を満たすとき,格子  $\Omega$ は退化超立方体構造 (Reduced hypercube structure) を持つといわれる.

格子  $\Omega$ はMDC な  n 次元超立方体の空間充填によって得られる.

周期条件
u (l_{1}+m\mathrm{l}, . . . , l_{n}+m_{n})=u(l_{1}, \ldots,l_{n}) (2.1)

を与える整数 m\mathrm{i} , . . ., m。が存在.ただし,(mi, . . ., m_{n} } \neq\{0, \ldots,0\}.
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さて,今から離散パンルヴエ方程式のラックス形式の構成方法について説明しよう.ラックス形式を構成し

たい離散パンルヴエ方程式を d‐P(X) , その初期値空間の型を X 型とする.また,X型曲面のアフィン ワイ

ル群対称性を W(X^{\perp}) , 時間発展を記述する双有理作用素を T_{\mathrm{d}\mathrm{P}(X)}\in W(X^{\perp}) とおく.d‐P(X) のラックス形式は

以下の4 ステップで構成できる.

ステップ1 以下を満たすような変数  $\omega$ と部分群  $\psi$_{1} , \cdots $\rho$_{k}\rangle\subset W(X^{\perp}) の組を離散パンルヴエ方程式の  $\tau$ 関数

から構成する.

(i) 変数  $\omega$ はX型曲面上の  $\tau$ 変数の有理関数である.

(皿) \mathrm{d}‐P(濁の従属変数は  $\omega$_{l_{1}\ldots..l_{k}}=$\rho$_{1^{l_{1}}}\cdots$\rho$_{k^{l}}{}^{\mathrm{t}}( $\omega$) の有理関数で書ける.

(\ddot{\dot{\mathrm{m}}}) $\omega$_{l_{1}\ldots.,l_{k}} を頂点に持つ k 次元整数格子  $\Omega$ は退化超立方体構造を持つ.

(iv) 格子  $\Omega$ の周期条件が
 $\rho$_{1^{m_{1}}}\cdots$\rho$_{k^{m_{k}}}( $\omega$)= $\omega$ , (2.2)

で与えられたとする.このとき,変換  $\rho$_{1^{m_{1}}}\cdots$\rho$_{k^{m_{k}}} の離散パンルヴエ方程式の  $\tau$ 関数およびパラ

メータへの作用は恒等的である.

(v)  $\tau$_{\mathrm{d}\mathrm{P}(\mathfrak{v}} は格子  $\Omega$ の頂点から頂点への写像である.つまり,任意の  l_{1} , . . ., t_{k}\in \mathrm{Z} に対して次を満た

すlí, \cdots ,  l_{k}'\in \mathbb{Z} が存在する.
T_{\mathrm{d}\mathrm{P}(\mathrm{K})}:$\omega$_{l_{1},\ldots,l_{k}}\mapsto$\omega$_{l_{1}',\ldots.l_{k}'}

注6 簡単に説明すると,離散パンルヴエ方程式の  $\tau$ 関数とは,連立の双線型方程式の解として定義さ

れて,さらに,その有理関数が離散パンルヴエ方程式の従属変数を与える関数である.実際,離散パン

ルヴェ方程式は  $\tau$ 関数についての双線型関係式により定まる過剰決定系として定式化することができ

る.また,アフィンワイル群の双有理作用は  $\tau$ 関数のレベルまで持ち上げられることが知られてい

る.パンルヴエ方程式の場合は \log 微分がハミルトニアンを与える関数である.

 H(t)=\displaystyle \frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}t}\log $\tau$(t) . (2.3)

ステップ2 格子  $\Omega$ の2次元面上の方程式 (連立 ABS 方程式) のラックス形式

 $\rho$_{l}( $\Psi$)=$\delta$^{(l)}L_{i} $\Psi$, i=1, k, (2.4)

を構成する.この構成方法については1.3節を参照.

ステップ3 時間発展 $\tau$_{\mathrm{d}\mathrm{P}\mathrm{r}\mathfrak{v}} を $\rho$_{1} , \cdots , p々を用いて記述する.
ステップ4 最後に,離散パンルヴェ方程式 \mathrm{d}‐P(幻のラックス形式を構成する.離散パンルヴエ方程式 d‐P(X)

のラックス形式は , 波動関数  $\phi$= $\phi$(x) に関する差分方程式

 T_{\mathrm{x}}( $\phi$)=A $\phi$ (2.5)

と,その変形方程式

 T_{\mathrm{d}\mathrm{P} $\alpha$)}( $\phi$)=B $\phi$ (2.6)

のペアで与えられる.ただし,  T_{X} はスペクトル変数 x のシフト作用素で A, B は正則行列.この両立

条件 T_{\mathrm{d}\mathrm{P} $\alpha$)}T_{X}( $\phi$)=T_{X}T_{\mathrm{d}\mathrm{P} $\alpha$)}( $\phi$) が離散パンルヴエ方程式 d‐P(X) である.ABS 方程式のラックス形式を
使って離散パンルヴエ方程式のラックス形式を構成する上で問題となるのは,

「スペクトル変数 x と x 方向のシフト作用素 T。をどうやって定義すれば良いのか?」
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である.作用素ろは離散パンルヴエ方程式のパラメータと従属変数を不変に保ち , 波動関数  $\phi$ とスペ

クトル変数  x だけを動かすものである.この作用素乃は格子  $\Omega$ の周期条件 (2.2) により定義すること

ができる.つまり,
 T_{X}=$\rho$_{1^{m_{1}}}\cdots$\rho$_{k}^{m_{k}} , (2.7)

である.格子  $\Omega$ の定義 (つまり,ステップ1の条件 (\mathrm{i}\mathrm{v})) より, T_{X} は離散パンルヴェ方程式のパラメー

タと従属変数を不変に保つ.しかし,ステップ2で構成した連立 ABS 方程式のラックス形式の係数行

列への T_{\mathrm{x}} の作用は一般に恒等的とはならない.恒等的ではないが,係数行列の要素に含まれるパラ

メータが少し動く程度である.この動くパラメータによりスペクトル変数 x を定義することができる.

注7 ここでは,波動関数の方程式として差分方程式を考えているが,微分方程式で与えられることもある.

その場合,離散パンルヴエ方程式 d‐P(X) のラックス形式は以下の形で与えられる.

\displaystyle \frac{\mathrm{d} $\phi$}{\mathrm{d}x}=A $\phi$, T_{\mathrm{d}\mathrm{P} $\zeta$ \mathrm{K})}( $\phi$)=B $\phi$ . (2.8)

論文 [27] では,微分方程式と差分方程式の場合のラックス形式のリストが与えられている.

2.2 例:乗法型  A_{5}^{(1)} 曲面の離散パンルヴエ方程式

この節では,2.1節の方法を使って,乗法型 A_{5}^{(1)} 曲面の離散パンルヴエ方程式のラックス形式を構成しよう.

まずは,論文 [441にある乗法型 A_{5}^{(1)} 曲面の  $\tau$ 関数を用意しよう.乗法型  A_{5}^{(1)} 曲面の対称性 \overline{W}((A_{2}+A_{1})^{(1)})
は7つの生成限 { s_{0} , si , s_{2}, $\pi$, w_{0}, w\mathrm{i}, r} によって構成される.この変換群はパラメータ \{a_{0}, a\mathrm{i}, a_{2}, c\} と,  $\tau$ 関数

 $\tau$_{i}, \overline{ $\tau$}_{i}, i=0 , 1 , 2, に以下のように作用する.

s_{i}:(a_{i}, a_{i+ $\iota$}, a_{i+2})\mapsto(a_{1}^{-1}, a_{i}a_{i+1}, a_{i}a_{i+2}) ,  $\pi$ : (a_{0}, a\mathrm{i}, a_{2})\mapsto(a\mathrm{i}, a_{2}, a_{0}) , w_{0}(c)=c^{-1},

w_{1}(c)=q^{-2_{C}-1}, r(c)=q^{-$\iota$_{C}-1}, s_{i}($\tau$_{i})=\displaystyle \frac{u_{i}$\tau$_{i+1}\overline{ $\tau$}_{i-1}+\overline{ $\tau$}_{ $\iota$+1^{T}i-1}}{u_{i}^{1/2_{\overline{T}_{i}}}}, s_{i}(\overline{ $\tau$}_{i})=\frac{v_{i}\overline{ $\tau$}_{i+1}$\tau$_{i-1}+$\tau$_{i+\mathrm{l}\overline{T}_{i-}\mathrm{l}}}{v_{i}^{1/2_{T_{i}}}},
 $\pi$($\tau$_{t})=$\tau$_{ $\iota$+1},  $\pi$(\displaystyle \overline{ $\tau$}_{ $\iota$})=\overline{ $\tau$}_{ $\iota$+1}, \mathrm{w}_{0}(\overline{ $\tau$}_{ $\iota$})=\frac{a_{1}+1^{1/3-1_{T_{i}T_{i+1}}}(\overline{ $\tau$}_{i}$\tau$_{ $\iota$+1}$\tau$_{ $\iota$+2}+u_{t-1}$\tau$_{i}\overline{ $\tau$}_{ $\iota$+1}$\tau$_{ $\iota$+2}+u_{ $\iota$+1}\overline{ $\tau$}_{i+2})}{a_{i+2^{1/3_{\overline{T}_{i+1}\overline{T}_{i+2}}}}},
w_{1}($\tau$_{\mathrm{i}})=\displaystyle \frac{a_{i+1^{1/3}}($\tau$_{i}\overline{ $\tau$}_{i+1}\overline{ $\tau$}_{i+2}+v_{i-1}\overline{ $\tau$}_{i}$\tau$_{i+1}\overline{ $\tau$}_{i+2}+v_{i+1^{-1}}\overline{ $\tau$}_{i}\overline{ $\tau$}_{i+1}$\tau$_{i+2})}{a_{i+2^{1/3_{T_{i+1}T_{i+2}}}}}, r($\tau$_{i})=\overline{ $\tau$}_{i}, r(\overline{ $\tau$}_{i})=$\tau$_{i}.

ただし, i, j\in \mathbb{Z}/3\mathrm{Z} で,パラメータ \{u0, u_{1},u_{2},v0, v_{1}, v_{2}, q\} は以下で与えられる.

u_{j}=q^{-1/3}c^{-2\int 3}a_{i}, v_{i}=q^{1/3}c^{2/3}a_{i}, i=0, 1, 2, q=a_{0}a_{1}a_{2} . (2.9)

任意の w\in\overline{W}((A_{2}+A_{1})^{(1)}) は任意関数 F=F(a_{i}, c,$\tau$_{j},\overline{ $\tau$}_{k}) に対して w.F=F(w.a_{i}, w.c, w.$\tau$_{j}\cdot,w.\overline{ $\tau$}_{k}) と左から作用

するものとする.この作用で W((A_{2}+A\mathrm{i})^{(1)})=\langle s_{0} , si , s_{2}, $\pi$, w_{0}, w\mathrm{i},  r\rangle は以下の (A_{2}+A\mathrm{i})^{(1)} 型拡大アフィン

ワイル群の基本関係式を満たす.

s_{l}^{2}=(s_{l}s_{i+1})^{3}=1 , i\in \mathbb{Z}/3\mathrm{Z}, w_{0^{2}}=w_{1^{2}}=1 , (2.10a)

77^{3}=1,  $\pi$ s_{l}=s_{ $\iota$+1} $\pi$, i\in \mathrm{Z}/3\mathrm{Z}, r^{2}=1, rw_{0}=w_{1^{ $\gamma$}}. (2.10b)

また, A_{2}^{(1)} 型拡大アフィンワイル群 \overline{W}(A_{2}^{(1)})=\langle s_{0}, s_{1},  s_{2}, $\pi$\rangle の元と  A_{1}^{(\backslash 1)} 型拡大アフィン ワイル群 \overline{W}(A_{1}^{(1)})=
\langle w_{0},w_{1},  r\rangle の元は可換で,パラメータ  q と c はそれぞれ \overline{W}((A_{2}+A_{1})^{(1)}) と \overline{W}(A_{2}^{(1)}) の作用で不変である.つま

り, w\in\overline{W}(A_{2}^{(1)}) と w^{r}\in\overline{W}(A_{1}^{(1)}) に対し以下が成り立つ.

ww'=w'w, w(q)=w'(q)=q, w(c)=c . (2.11)
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次に , この曲面上の離散パンルヴエ方程式を得るために以下で変数 fo, f_{1} , 乃を導入する.

f_{0}=q^{1/3}c^{2/3}\displaystyle \frac{\overline{ $\tau$}_{1}$\tau$_{2}}{$\tau$_{1}\overline{ $\tau$}_{2}}, f_{1}=q^{1/3}c^{2/3}\frac{\overline{ $\tau$}_{2}$\tau$_{0}}{$\tau$_{2}\overline{ $\tau$}_{0}}, f_{2}=q^{1/3}c^{2/3}\frac{\overline{ $\tau$}_{0}$\tau$_{1}}{$\tau$_{0}\overline{ $\tau$}_{1}} . (2.12)

ただし,
f_{0}f_{1}f_{2}=qc^{2} . (2.13)

このとき, \overline{W}((A_{2}+A_{1})^{(1)}) の f‐変数への作用は以下のように与えられる.

s_{i}(f_{-1})=f_{-1}\displaystyle \frac{1+a_{i}f_{i}}{a_{l}+f}, s_{l}(f_{i+1})=f_{i+1}\displaystyle \frac{a_{i}+f}{1+a_{i}f_{i}},  $\pi$Ưi)=f_{+1}, w_{0}(f_{i})=\displaystyle \frac{a_{i}a_{i+1}(a_{i-1}a_{i}+a_{i-1}f+f_{i-1}f)}{f_{i-1}(a_{i}a_{ $\iota$+1}+a_{i}f_{i+1}+ff_{i+1})},
w_{1}(J_{i})=\displaystyle \frac{1+a_{i}f_{i}+a_{l}a_{i+1}ff_{i+1}}{a_{i}a_{i+1}f_{i+1}(1+a_{1-1}f_{i-1}+a_{ $\iota$-1}a_{i}f_{i-1}f_{i})}, r(f_{i})=f^{-1}, i\in \mathbb{Z}/3\mathrm{Z}.

\overline{W}((A_{2}+A_{1})^{(1)}) の平行移動 T_{i}, i=1 , .. .,4, を次で導入しよう.

T_{1}= $\pi$ s_{2}s\mathrm{i} , T_{2}= $\pi$ s_{0}s_{2}, T_{3}= $\pi$ s_{1}s_{0}, T_{4}=rw_{0} . (2.14)

この平行移動君はパラメータに以下のように作用する.

T_{1} : (a_{0}, a_{1}, a_{2}, c)\rightarrow(qa_{0}, q^{-1}a_{1}, a_{2}, c) , (2.15a)

T_{2}:(a_{0}, a_{1}, a_{2}, c)\rightarrow(a_{0}, qa_{1}, q^{-1}a_{2}, c) , (2.15b)

T3 : (a_{0}, a_{1}, a_{2}, c)\rightarrow(q^{-1}a_{0}, a_{1}, qa_{2}, c) , (2.15c)

T_{4} : (a_{0}, a_{1}, a_{2}, c)\rightarrow(a_{0}, a_{1}, a_{2}, qc) . (2.15d)

また, T_{i}, i=1 , 2, 3,4, は互いに可換で,さらに,条件

T_{1}T_{2}T_{3}\prime=1 (2.16)

を満たす.平行移動 T_{1} のf」変数への作用から以下の離散パンルヴェ方程式が得られる.

q‐Pm: T_{1}(f_{1})=\displaystyle \frac{qc^{2}}{f_{1}f_{0}}\frac{1+a_{0}f_{0}}{a_{0}+f_{0}}, T_{1}(f_{0})=\displaystyle \frac{qc}{f_{0}T_{1}}Ư2_{1)}\displaystyle \frac{1+a_{0}a_{2}T_{1}}{a_{0}a_{2}+T_{1}(}ưf_{1^{1}})) . (2.17)
q-\mathrm{P}_{\mathrm{m}}(2.17) は第三パンルヴエ方程式 \mathrm{p}_{\mathrm{m}} の q‐差分類似として知られている [28】.ここでは例として,この

q‐P皿のラックス形式を構成しよう.

ステツプ1

変数

 $\omega$=$\lambda$^{(\log a_{2}-\log a_{1})/\langle 3\log q)^{\underline{\overline{T}_{0}}}} (2.18)
$\tau$_{0}

’

と平行移動部分群 \langle T_{1} , .. . ,  T_{4}\rangle の組を考える.ただし,  $\lambda$=q^{1/2_{C}} . このとき,条件 (i) と(v) は明らかに成り立

つ.条件 (ii) についても次の関係式が成り立つ.

f_{0}=\displaystyle \frac{$\omega$_{1.0.0.0}}{$\omega$_{1,1,0,0}}, f_{1}= $\lambda$\frac{$\omega$_{1.1,0.0}}{$\omega$_{0,0,0.0}} . (2.19)

ただし,

$\omega$_{l_{1},l_{2},l_{3},l_{4}}=T_{1}^{l_{1}}T_{2}^{l_{2}}T_{3}^{l_{3}}T_{4^{l_{4}}}( $\omega$) . (2.20)
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条件 (\ddot{\dot{\mathrm{m}}}) と(iv) については,条件 (2.16) と変数 $\omega$_{l_{1}.l_{2},l_{3},l_{4}} の満たす以下の関係式により成り立つ.

\displaystyle \frac{$\omega$_{l_{1}+1,l_{2}J_{3}+1,l_{4}}}{$\omega$_{l_{1}l_{2}l_{3}.l_{4}}}=\frac{q^{$\iota$_{1}\dashv_{3-1}}a_{0}$\omega$_{l_{1}+1,l_{2},l_{3},l_{4}-$\omega$_{l_{1},l_{2}1_{3}+1.l_{4}}}}{q^{$\iota$_{1-l_{3}-1}}a_{0}$\omega$_{l_{1},l_{2},l_{3}+1,l_{4}}-$\omega$_{l_{1}+1J_{2},$\iota$_{3},$\iota$_{4}}}, (2.21a)

\displaystyle \frac{$\omega$_{l_{1}+1,l_{2}+1,l_{3},l_{4}}}{$\omega$_{l_{1},l_{2},l_{3}.l_{l}}}=\frac{q^{-l_{1}+l_{2}+l_{4}} $\lambda$ a_{1}$\omega$_{l_{1},l_{2}+1,l_{3}j_{4}-$\omega$_{l_{1}+1,t_{2},l_{3}.l_{4}}}}{q^{l_{4 $\lambda$(q^{-$\iota$_{1+l_{2}}}a_{1} $\omega \iota$_{1}+1,l_{2},l_{3},l_{4}-q^{l_{4}} $\lambda \omega$_{l_{1},l_{2}+1,l_{3}.l_{4}})}}}, (2.21b)

\displaystyle \frac{$\omega$_{l_{1},l_{1}+1,l_{3}+1.l_{4}}}{$\omega$_{l_{1},l_{2}.l_{3},l_{4}}}=\frac{q^{-l_{2}+l_{3}}a_{2}$\omega$_{l_{1},l_{2},l_{3}+1,l_{4}-q^{l_{4}}. $\lambda \omega$_{l_{1},l_{2}+1.l_{3},l_{4}}}}{q^{t_{4}} $\lambda$(q^{-l_{2}+l_{3}+t_{4}}a_{2} $\lambda \omega$_{l_{1},l_{2}+1,l_{3}l_{4}-$\omega$_{l_{1},l_{2},t_{3}+1,l_{4}}})}, (2.21c)

\displaystyle \frac{$\omega$_{l_{1}+1.t_{2}.l_{3}.l_{4}+1}}{ $\omega \iota$_{ $\iota$ 2}\int,l_{3},l_{4}}-\frac{$\omega$_{l_{1},l_{2},t_{3},t_{4}+1}}{$\omega$_{l_{1}+1,t_{2},t_{3}h}}=\frac{q^{\mathfrak{U}_{4}+1}$\lambda$^{2}-1}{q^{-l_{1}+1_{2}+l_{4}} $\lambda$ a_{1}}, (2.21d)

\displaystyle \frac{$\omega$_{t_{1},l_{2}+1.l_{3},l_{l}+1}}{$\omega$_{l_{1},l_{2}.t_{3},l_{4}}}-\frac{1}{q^{2l_{4}+1}$\lambda$^{2}}\frac{$\omega$_{l_{1}.l_{2},l_{3}.l_{4}+1}}{$\omega$_{l_{1},t_{2}+1.l_{3},l_{4}}}=\frac{q^{2l_{4}+1}$\lambda$^{2}-1}{q^{2t_{4}+1}$\lambda$^{2}}, (2.21e)

\displaystyle \frac{$\omega$_{l_{1},l_{2},l_{3}+1,l_{4}+1}}{$\omega$_{l_{1}.t_{2}.l_{3}.l_{4}}}-\frac{$\omega$_{l_{1},l_{2},l_{3},l_{4}+1}}{$\omega$_{l_{1}.l_{2},l_{3}+1.l_{4}}}=\frac{a_{2}(q^{2l_{4}+1}$\lambda$^{2}-1)}{q^{l_{2}-l_{3}+l_{4}} $\lambda$} . (2.21f)

方程式 (2.2\mathrm{l}\mathrm{a})\triangleleft 2.2\mathrm{l}\mathrm{c}) はABS 多項式の H3から,方程式 (2.2\mathrm{l}\mathrm{d})\triangleleft 2.2\mathrm{l}\mathrm{f}) \mathrm{A}\mathrm{B}\mathrm{S} 多項式の D4から得られる偏差

分方程式であることが分かる.関係式 (2.21) の導出について詳しくは[23] を参照.

ステツプ2

ここでは,1.3節の連立 ABS 方程式のラックス形式を用いて方程式 (2.21) のラックス形式を構成しよう.

まずは , 方程式 (1.22) と方程式 (2.21) の対応を考えよう.方程式 (1.22) の n=3 に対して

U(l_{1}, l_{2}, l_{3}, l_{4})=h_{l_{1}.l_{2},l_{3},t_{4}}$\omega$_{l_{1},l_{2}.l_{3},l_{4}}, h_{l_{1}.l_{2}J_{3},l_{4}}=(-1)^{(l_{1}+l_{2}+l_{3}+l_{4})/2}(q\mathrm{i}^{l} $\lambda$)^{1\mathrm{o}g(q^{l_{2}}$\alpha$_{2}(0))/\log q} , (2.22)

とゲージ変換をしたあとに,周期簡約

 $\rho \iota \rho$_{2}$\rho$_{3}(\mathrm{w}_{l_{1}J_{2}J_{3}.l_{4}})=$\omega$_{l_{1}J_{2}.l_{3}.l_{4}} , (2.23)

を課せばパラメータの条件

$\alpha$_{1}(\displaystyle \mathfrak{h}=q^{l}$\alpha$_{1}(0) , $\alpha$_{2}(t)=q^{l}$\alpha$_{2}(0) , $\alpha$_{3}(l)=q^{l}$\alpha$_{2}(0) , K_{l}=\frac{q^{2l+1}$\lambda$^{2}-1}{q^{l} $\lambda$}, (2.24)

と方程式 (2.21) を得る.ただし,パラメータと作用素は以下で対応している.

a_{0}=q\displaystyle \frac{$\alpha$_{1}(0)}{$\alpha$_{3}(0)}, a_{1}=\frac{$\alpha$_{2}(0)}{$\alpha$_{1}(0)}, a_{2}=\frac{$\alpha$_{1}(0)}{$\alpha$_{2}(0)}, T_{i}=$\rho$_{l}, i=1, 4 . (2.25)

よって,方程式 (2.21) のラックス形式は以下で与えられる.

T_{i}( $\phi$)=$\delta$^{( $\iota$)}L_{i} $\phi$, i=1, \ldots,4 . (2.26)
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ただし,

L_{1}=[^{-\frac{\mathrm{i}f_{2}}{ $\lambda$}X}1 -\displaystyle \frac{\mathrm{i} $\lambda$}{f_{2}}-1 ズ) ,

L_{3}= (^{-\frac{\mathrm{i}a_{0}T_{3}}{q $\lambda$}}1
ư1)_{X}

-\displaystyle \frac{\mathrm{i}a_{0} $\lambda$}{qT_{3}(f_{1})}-1\rfloor,
 $\phi$= (\displaystyle \frac{1}{h_{0,0,0,00^{$\omega$_{0,0.0.0}}}} 01) $\Psi$(0,0,0,0) ,

簡単のため,以下では

L_{Q}= (^{-\frac{\mathrm{i}T_{1}^{-1}(f_{0})}{a_{1} $\lambda$}X}1 -\displaystyle \frac{\mathrm{i} $\lambda$}{a_{1}T_{1}^{-1}(f_{0})}x-1) , (2.27a)

L_{4}= (\displaystyle \frac{\mathrm{i}(q$\lambda$^{2}-1)f_{2}}{ $\lambda$(1+a_{1}(1_{1}+a_{2}f_{2})f_{1})}x -01) , (2.27b)

X=\displaystyle \frac{ $\mu$}{ $\alpha$(0)}. (2.27c)

$\delta$^{(1)}=\displaystyle \frac{1}{1-\mathrm{x}^{2}}, $\delta$^{(2)}=\frac{1}{1-q^{-2}a_{0^{2}}a_{2^{2_{X}2}}}, $\delta$^{(3)}=\frac{1}{1-q^{-2}a_{0^{2_{X}2}}}, $\delta$^{(4)}=1 , (2.28)

とする.これは,両立条件が成り立つように特殊化している.

ステップ3

単純に考えれば q-\mathrm{P}_{\mathrm{m}} の時間発展 T_{q-\mathrm{P}_{\mathrm{m}}} には T_{1} が対応するが,ここでは,スペクトル変数 x を動かさない

ように以下で定義する.

T_{q-\mathrm{P}_{\mathrm{m}}}=T_{3}^{-1}T_{2}^{-1} . (2.29)

ステツプ4

最後に , \mathrm{x} のシフト作用素丁X: x\mapsto qx を次で定義する.

T_{\mathrm{x}}=T_{3}^{-1}T_{2}^{-1}T_{1}^{-1} . (2.30)

すると, q-\mathrm{P}_{\mathrm{m}} のラックス形式は次で与えられる.

 T_{X}( $\phi$)=[^{-\frac{\mathrm{i}q $\lambda$}{f_{2}}x}-1 -\displaystyle \frac{\mathrm{i}qf_{2}1}{ $\lambda$}X\Vert_{-1}^{-\frac{\mathrm{i} $\lambda$ a_{0}a_{2}}{f_{0}}X} -\frac{\mathrm{i}a_{0}a_{2}f_{0}}{ $\lambda$}X1\Vert_{-1}^{-\frac{\mathrm{i} $\lambda$ a_{0}}{f_{1}}X} -\frac{\mathrm{i}a_{0}f_{1}}{ $\lambda$}1\rfloor $\phi$ , (2.31a)

 T_{q-\mathrm{P}_{\mathrm{m}}}( $\phi$)=[^{-\frac{\mathrm{i} $\lambda$ a_{0}a_{2}}{f_{0}}X}-1 -\displaystyle \frac{\mathrm{i}a_{0}a_{2}f_{0}}{ $\lambda$}1\rfloor[^{-\frac{\mathrm{i} $\lambda$ a_{0}}{f_{1}}X}-1 -\frac{\mathrm{i}a_{0}f_{1}}{ $\lambda$}x1) $\phi$ . (2.31b)

今回説明した方法で構成された離散パンルヴェ方程式のラックス形式は,以下の2つの特徴を持つ.

\bullet 係数行列はスペクトル変数  x の多項式で与えられる.

\bullet 係数行列は2次の正方行列で与えられる.
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3 おわりに

本講究録では,乗法型  A_{5}^{(1)} 曲面の q-\mathrm{P}_{\mathrm{m}} を例に,AB \mathrm{S} 方程式の理論を用いた離散パンルヴエ方程式のラッ

クス形式の構成方法について説明した.乗法型 A_{5}^{(1)} 曲面上の他の離散パンルヴェ方程式のラックス形式につ

いては [21 】を参照.また,乗法型 A_{4}^{(1)} 曲面上の離散パンルヴエ方程式のラックス形式についても [24] で構成

している.

構成方法は少し異なるが,ABS 方程式から微分のパンルヴエ方程式のラックス形式を構成することも可能

である.その構成方法については,現在準備中の論文 [29] で, \mathrm{P}_{\mathrm{I}\mathrm{V}} と \mathrm{P}_{\mathrm{V}} を例に説明している.また,この論

文では,ラックス形式の他に , ABS 方程式の理論を用いたラックス形式のレベルでのアフィン ワイル群対

称性,パンルヴェ方程式の高階化,ハミルトニアンの構成についても議論している.
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