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1. INTRODUCTION

本稿では, \mathbb{R}^{3} 内の枠付き絡み目とその量子不変量の計算を扱う.扱う対象が低次元トポロジーの対象である
ため,簡単にこれらの対象について説明する.

\mathbb{R}^{3} 内の枠付き絡み目とは,向き付けられたアニュラス l 個の非交和 \mathrm{U}^{l}S^{1}\times[0 , 1 ] の \mathbb{R}^{3} への埋め込みの全域
アイソトピー類のことである.特に, l=1 の時を枠付き結び目と呼ぶ.これらの対象は \{0\}\mathrm{x}\mathbb{R}^{2}\subset \mathbb{R}^{3} への射影
図を通して扱うことが出来る.( \mathbb{R}^{3} には,自然な向きが定まっているものとする.) この絡み目図式と呼ばれる射
影図は次のようにして得ることが出来る.

(1) まず,枠付き絡み目の内点における正の法線ベクトルが \{0\}\mathrm{x}\mathbb{R}^{2} の正の法線ベクトルと一致するように
アイソトピーで変形する.

(2) そして,絡み目の中心 \mathrm{U}^{l}S^{1} \mathrm{x}\{1/2\}\subset \mathbb{R}^{3} の \{0\}\times \mathbb{R}^{2} への射影図を描く.この際,アイソトピーによる
変形を用いて射影図の交点は横断的な二重点のみとなるように取ることが出来る.

(3) 射影図の各交点 p の引き戻しである \mathbb{R}^{3} 内の2点に対して第1成分の大小により上下関係が定まる.こ
の上下の情報を点 p に付加したものが絡み目図式である.

実際に描く際には射影図の各交点の近傍で“下” の点を含む弧を “上” の点を含む弧で途切れるように書くこと
により上下情報を付加する.また,本稿の紙面上には絡み目図式を \{0\}\mathrm{x}\mathbb{R}^{2} と紙面を同一視し,正の法線ベクト
ルの向きは裏から表へ取ることで描くことにする.この方法により, \mathrm{U}^{l}S^{1}\times[0, 1]\leftrightarrow \mathbb{R}^{3} を平面上の図式として
描くことが出来た.また,上記の方法の逆を辿ることで与えられた絡み目図式から埋め込み \mathrm{u}^{lS^{1}}\mathrm{x}[0, 1]\mapsto \mathbb{R}^{3}
を得ることも出来る.次の事実が知られている.

Theorem 1.1. L\mathrm{i}, L_{2} を埋め込み \mathrm{u}^{$\iota$_{S^{1}}}\times[0, 1]\leftrightarrow \mathbb{R}^{3} とする.そして, L_{i} の絡み目図式を D_{i} とする (\mathrm{i}=12) . この
とき,次の (1) と(2) は同値である.

(1) L_{1} と L_{2} が同じ枠付き絡み目を表す.
(2) D_{1} と D_{2} は \{0\}\mathrm{x}\mathbb{R}^{2} のアイソトピー変形とライデマイスター変形 (R1’), (R2), (R3) の有限列で移り

合う.

ここで,ライデマイスター変形とは以下で表される絡み目図式の局所変形である.

(\mathrm{R}1'):\otimes|\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{O}’ (\mathrm{R}2):\otimes\ovalbox{\tt\small REJECT}@, (R3): \ovalbox{\tt\small REJECT}'\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}ノ .
上の図では, \mathbb{N}^{3} 内に埋め込まれた局所的な3次元球体における射影図を描いている.太線で描かれた円の内側
が3次元球体の内側に対応し,そのなかの細い線で描かれているのが絡み目図式の一部である.

この定理によって,枠付き絡み目の不変量を絡み目図式から得ることが出来る.つまり,絡み目図式全体から
の写像でアイソ トピー変形とライデマイスター変形に対して不変であるものを構成すれば良い.本稿では,この
ようにして枠付き絡み目 L の図式から得られる多項式環に値をもつ不変量,色付きジョーンズ多項式 J_{n+1}(L;q)
を扱う.さて,ここで大まかに本稿の目的を概説しておく.まず,次の事実が知られている.

\bullet ある種の枠付き絡み目  L に対して J_{n+1}(L;q) は係数に安定性を持つ.
. この時, q‐級数で表される極限 \mathrm{h}\mathrm{m}_{n\rightarrow\infty}J_{n+1}(L\cdot, q) が存在する.
. 当然,この極限は枠付き絡み目の不変量である.

また, (2, m)- トーラス絡み目 T(2, m) に対して,図式を用いた二通りの方法でこのtail を計算することで以下の
ようなAndrews‐Gordon type の q‐級数の恒等式が得られる事が知られている. \mathrm{h}\mathrm{m}_{n\rightarrow\infty}J_{n+1}(T(2,2m+1);q) か
らは次が得られる.
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Theorem 1.2 (The Andrews‐Gordon identities for the Ramanujan theta function [And74]).

f(-q^{2m}, -q)=(q;q)_{\infty}\displaystyle \sum_{k_{m}\leq\cdots\leq k_{2}\leq k_{1}}\frac{q^{$\Sigma$_{g=1}^{-1}k_{j}(k_{g}+1)}}{\prod_{j=1}^{m-1}(q;q)_{k_{j}-k_{J+1}}},
ここで, m>0 であり, f(a, b)=\displaystyle \sum_{i=0}^{\infty}a\frac{:(\cdot+1)}{2}b\frac{(\cdot-1)}{2}+\sum_{i=1}^{\infty}a\frac{i(\cdot-1)}{2}b\frac{l(+1)}{2} はRamanujan general ffieta funcfion で
ある.

1\mathrm{j}\mathrm{m}_{n\rightarrow\infty}J_{n+1}(T(2,2m);q) からは次が得られる.

Theorem 13 (The Andrews‐Gordon identities for the Ramanujan false theta function [Haj16, BM15

 $\Psi$(q^{2m-1}, q)=(q_{)}q)_{\infty}\displaystyle \sum_{k_{m-1}\leq\cdots\leq \mathrm{k}_{2}\leq k_{1}}\frac{q^{$\Sigma$_{j=1}^{-1}k_{j}(k_{f}+1)}}{(q;q)_{k-1}^{2}\prod_{j=1}^{m-2}(q;q)_{k_{f}-k_{J+1}}},
ここで m>1 であり,  $\Psi$(a, b)=\displaystyle \sum_{i=0}^{\infty}a\frac{(+1)}{2}b\frac{i(i-1)}{2}-\sum_{i=0}^{\infty}a\frac{(\cdot-1)}{2}b\frac{i(i+1)}{2} はRamanujan general false theta funcfion
である.(例えば[MSZO9] などを参照して頂きたい).

よく知られている事実だが,色付きジョーンズ多項式は U_{q}( $\varepsilon$ 1_{2}) の既約表現から得られる絡み目の量子不変量
である.さらに, U_{q}(\mathfrak{s}l_{3}) に対して得られる絡み目の量子不変量に対しても図式による定式化がされている.先ほ
ど述べたように,図式を用いた二通りの計算方法からAndrews‐Gordon typeの q‐級数の恒等式が得られた.よっ
て, \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{3} 色付きジョーンズ多項式に対して,図式を用いた二通りの計算方法力: らAndrews‐Gordon type の q‐級数
の一般化が得られるであろう という自然な予想ができる.しかし,次の点が 5[_{2} の色付きジョーンズ多項式の
場合と異なる.

\bullet どのような枠付き絡み目に対して  s\mathrm{t}_{3} 色付きジョーンズ多項式のtailが存在するか知られていない.
\bullet  $\varepsilon$ \mathfrak{l}_{3} 色付きジョーンズ多項式における図式を用いた計算例,計算公式がほとんどない.
\bullet 当然,実際に計算可能な “二通りの計算方法” もよく知られていない.
\bullet そもそも  $\delta$[_{3} 色付きジョーンズ多項式の具体的な計算例がほとんどない.

上記のように,通常の色付きジョーンズ多項式と異なり,未知な点が数多くある.何よりも, T(2,2m+1) や
T(2,2m) の g[_{3} 色付きジョーンズ多項式の計算例や計算方法が知られていない以上,それらの面1にあたる具体
的な q‐級数を求めることが出来ない.筆者はこれらの確立されていない計算方法や計算公式を導出して,トーラ
ス絡み目のtail を計算することでAndrews‐Gordon type の恒等式の5【3における一般化を得た.具体的には次の
ような仕事をした.

\bullet [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{a}] において,既存の色付きジョーンズ多項式の計算に有効な図式を用いた計算公式の新しい証明
方法を与えた.

\bullet [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{a}] において,上記の証明方法を用いて5【3色付きジョーンズ多項式の計算に有効な様々な図式を
用いた計算公式を与えた.

\bullet [Y\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{a}] において, T(2,2m) を含むようなクラスの絡み目である二橋絡み目に対して 5[_{3} 色付きジョー
ンズ多項式の明示公式を与えた.

\bullet [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{b}] において, [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{a}] とは異なる方法の計算方法を与え, T(2,2m) の g[_{3} 色付きジョーンズ多項
式の明示公式を異なる形で与えた.

\bullet [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{b}]において, T(2,2m) の \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{3} 色付きジョーンズ多項式の二つの明示公式から,Andrews‐Gordon type
の恒等式を与えた.

本稿では, `.図式を用いた計算とはどのようなものか? “二通りの計算方法とはどのようなものか?” という点を
中心に解説したいと思う.本稿は以下のような構成となっている.2,3節では,色付きジョーンズ多項式の図式を
用いた計算を解説する.4節では,5【3色付きジョーンズ多項式の図式を用いた計算を解説する.5節では,  $\varepsilon$ \mathfrak{l}_{3} 色
付きジョーンズ多項式から得られるAndrews‐Gordon identityを紹介する.ちなみに,4節での計算方法やその証
明の手法は,2,3節と非常に似ている.そのため,2,3節で図式を用いた計算に関して比較的詳しく解説するが,4
節は得られた公式などを紹介するに留める.詳しくは,[Yua 17\mathrm{b}] を参照して頂きたい.

本稿で用いる記号の準備をしておく. q‐Pochhammer symbol を次で定義する.

(q;q)_{k}=\displaystyle \prod_{ $\iota$=1}^{k}(1-q^{l}) .
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今後, (q;\mathrm{q})_{k} を (\mathrm{q})_{k} と省略することもある. k\leq n なる非負整数 k, n に対して, q‐二項係数を次で定義する.

\displaystyle \left(\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right)=\frac{(q;q)_{n}}{(q;q)_{k}(q;q)_{n-k}}.
更に, n_{1}+n_{2}+\cdots+n_{m}=n を満たす非負整数 n_{1}, n_{2} , . . . , n_{m} に対して, q‐多項係数を次で定義する.

\displaystyle \left(n_{1},n_{2} & n\cdots & n_{m}\right)=\frac{(q)_{n}}{(q)_{n_{1}}(q)_{n_{2}}\cdots(q)_{n_{m}}}.
q‐整数を [n]= \mathrm{z}_{2}^{9_{-}-{\$}}q-q^{-\mathrm{T}_{2}}\neq により定義し,  q‐整数1こよる二項係数を \left\{\begin{array}{l}
n\\
k
\end{array}\right\} =\displaystyle \frac{[n]1}{[k]^{1}(n-k]!} により定義する.ここで, n, k は

n\geq k を満たす非負整数とし, q‐整数の階乗を [n]!=\displaystyle \prod_{i=1}^{n}[i] により定義する.

2. KAUFFMAN BRACKET と色付きジョーンズ多項式

まず,Kauffman bracket を定義する.

Definition 2.1 (The Kauffman brackct). 絡み目図式全体から \mathbb{Q}(q^{ $\iota$}4) への写像を以下で定義する.

\bullet \langle\otimes\rangle_{2}=q^{ $\iota$}4\langle \mathbb{O}\rangle_{2}+q^{-1}4\langle@\rangle_{2}
\bullet \langle G\mathrm{u}\mathrm{O}\mathrm{o}\rangle_{2}=-[2]\{G\rangle_{Q},

ここで G は任意の絡み目図式とする.この絡み目図式からの写像く. \rangle 2をKauffman brackct と呼ぶ.

上の定義について少し解説をする.結び目図式  D のKauffman bracket \langle D\rangle_{2} を考えよう.まず,一番目の関係
式を D の各交点に適用することで, D の全ての交点が消え,交点のない図式 (円周の非交和) の線形和として表さ
れる.次に,二番目の関係式により `.一番内側” の円周から順番に消去することが出来る.最終的に多項式に係数
を持つ空の図式 \tilde{J}(D;q)\langle\emptyset\rangle_{2} が得られる.さらに,Kauffman bracket はライデマイスター変形に対して不変である
ことが簡単に確かめられる.(実際,(R1’),(R2), (R3) の左右の図式の Kauffman bracket を計算してみればわかる.
) よって,得られた多項式 \tilde{J}(D;q) は D を絡み目図式にもつ枠付き絡み目の不変量となっている.この \tilde{J}(D;q)
を自明な結び目の Kauffman bracket による値で正規化した J(D;q)=\tilde{J}(D, q)/[2] がJones [Jon85] により発見
された有名な枠付き結び目の多項式不変量,枠付き結び目のジョーンズ多項式である.

Remark 2.2. J(D;q) は結び目の‘writhe” による補正を施すことで(枠付きではない) 結び目の不変量となる.ま
た,枠付き絡み目の場合も同様にして多項式不変量が得られる.

以上の方法で,Kauffman bracket からジョーンズ多項式が得られ,絡み目図式を用いてその計算が行える事がわ
かった.次に,色付きジョーンズ多項式の絡み目図式を用いた定義を与える.そのために,まずは図式 \langle$\pi$^{\underline{n}}\rangle_{2}
で表される Jones‐Wenzl 幕等元を定義する.絡み目図式内の arc に非負整数に与えられたラベル n は,その arc
を n 本平行化して得られる絡み目図式を表す.

\ominus^{n}= \ovalbox{\tt\small REJECT}_{:}\}n , l\otimes^{k} = \'{i}^{l.k}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash ^{\backslash }}\backslash 
Definition 2.3 (The A_{1} clasps, The Jones‐Wenzl idempotents etc).

\langle+^{\underline{1}}\rangle_{2}= \langle\underline{1}\rangle_{2}

\displaystyle \langle\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}\rangle_{2}=\langle\underline{*^{\underline{n-}1}1} \rangle_{2}+\frac{[n-1]}{[n]} 2
右辺により左辺の Jones‐Wenzl 幕等元 (白い箱) が定義される.つまり,白い箱の挟まったラベル付きの絡み目図

式に対する,Kauffman bracket は上の定義に従って,白い箱を “展開” することで計算ができる.このJones‐Wenzl
幕等元は以下のような性質を持つ .The A_{1} clasp has ffie following properties.

Lemma 2.4 (Kauffman‐Lins [KL94] etc For any positive integer n,
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\rangle_{2}=\langle-\mathrm{k}^{n}\rangle_{2}
\bullet \langle\dashv \mathrm{E}_{k}^{n-k-2}1 \rangle_{2}=0 (k=0,1, \ldots, n-2) .

Lemma2.5. k=0 , 1, . .. , n に対して,

\bullet \langle n$\Phi$_{n-k}^{r^{k}} \displaystyle \rangle_{2^{=q}}\frac{k(n-k)}{4}\langle+^{\underline{n}}\rangle_{2}\{-n$\Psi$_{\backslash _{n-k}}^{k} \rangle_{2}=q^{-\frac{k(\mathrm{n}-k)}{4}}\langle\#^{\underline{n}}\rangle_{2},

-k \displaystyle \rangle_{2}=(-1)^{k}\frac{[n+1]}{[n-k+1]}\langle+\rangle_{2}n-k,
\bullet \langle n\ovalbox{\tt\small REJECT}-\rangle_{2}=(-1)^{n}q^{\underline{n^{2}}A_{4}^{\underline{2n}}} 2’ \langle\dashv_{n}\}\rangle_{2}=(-1)^{n}q^{-\pm}\underline{n^{2}}_{4}\underline{2n}\langle-+\rangle_{2}n.

このJones‐WenzJ 幕等元を用いて色付きジョーンズ多項式の定義を与える.

Definition 2.6. L を枠付き絡み目とし, D を L の絡み目図式とする.さらに, D の各 arc に白い箱と正整数のラ
ベル n を乗せて得られる図式を D(n) とする.このとき,枠付き絡み目 L の n+1 次元色付きジョーンズ多項式
J_{n+1}(L;q) を以下で定義する.

J_{n+1}(L;q)=\tilde{J}_{n+1}(L;q)/\langle \mathrm{C}>^{n} \rangle_{2},
ここで,

\langle D(n)\rangle_{2}=\tilde{J}_{n+1}(L;q)\langle\emptyset\rangle_{2}
とする.

ちなみに,定義よりジョーンズ多項式は J(L;q)=J_{2}(L;q) である.よって,色付きジョーンズ多項式多項式を
計算するにはJones‐Wenzl 幕等元を乗せたラベル付きの絡み目図式の Kauffman bracket を計算すれば良い.この
Kauffman bracket の計算に関して大きく分けて二通りの計算方法がある.

\bullet スケイン関係式を用いた計算方法,
\bullet 3価グラフを用いた計算方法.

次の節で,これら二つの計算方法を紹介する.

3. KAUFFMAN BRACKETの計算方法

この節では Kauffman bracket の二通りの計算方法を紹介する.何故,二通りの計算方法を紹介するのか簡単に
説明しておく.

3.1. スケイン関係式を用いた計算方法.スケイン関係式を用いた計算方法とは,基本的にはKauffman bracket の
定義や先ほどの Jones‐WenzJ 幕等元の性質を用いて,地道に計算を行うというだけである. [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{a}] では,地道な
計算と整数の分割を組み合わせることで,例えば次のような公式を得た.

Proposition 3.1 (the colored Kauffman bracket skein relation by Hajij [Haj17]). Let n be non‐negative integers.

\{ 鳶 \}_{2}.
Proposition 3.2 (m full twists formula [Mas03]).

\{ \displaystyle \}_{2}=q^{-\mathrm{g}}2(n^{2}+2n)\sum_{0\leq k_{m}\leq\cdots\leq k_{1}\leq n}(-1)^{n-k_{m}}q^{\frac{n-k}{2}}q^{ $\Sigma$}雛1 (k_{ $\iota$}^{2}+k.)

\displaystyle \mathrm{x}\frac{(q)_{n}}{(q)_{k_{m}}}\left(k\'{i},k_{2}' & n & k_{m}',k_{m}\right)\displaystyle \{ n k_{m} \}_{2}
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これらの公式は本質的に初めて得られた公式というわけではない.しかし,これまでの証明では右辺の係数を
C_{n}(q) という多項式で置き, n に関する帰納法で証明するものばかりであった. [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{a}] では,整数の分割 (ヤン
グ図形) と絡み目図式を対応付けることで,これら全ての公式を同じ方法で導出した.以下で,Proposiuon 3.1を
例にこの手法の概要を説明する.次の整数の分割に関する補題を用いる.

Lemma 33 (Andrews and Eniksson [AE04] etc 分割  $\lambda$ = ($\lambda$_{1}, $\lambda$_{2}, \ldots, $\lambda$_{s}) を s 組の正整数で $\lambda$_{i} \geq $\lambda$_{i+1} (i =

1 , 2, . .., s-1) を満たすものとし, | $\lambda$|=$\lambda$_{1}+$\lambda$_{2}+\cdots+$\lambda$_{s} と定義する.与えられた非負整数 k と l に対して,
\mathcal{P}(k, l) により,分割  $\lambda$ で  0\leq$\lambda$_{1}\leq k かつ 0\leq s\leq l を満たすもの全ての集合を表す.このとき,以下が成り立つ:

\left(k & +lk\right)\displaystyle \sum q^{| $\lambda$|}.

Proposition 3.1. まず,次の図式を考える.

( $\sigma$(k, l;n)\rangle_{2}= \{ \}_{2}.
原理的には,左辺の図式から右辺の図式を得るには n でラベル付けされた二本の arc の交差をKauffman bracket
の定義により解消すればよい.この解消操作の途中で現れる図式が  $\sigma$(k, l;n) である. \langle $\sigma$(k,l;n)\rangle_{2} の交差を一箇
所解消することにより,次の式が得られる.

(3.1) \displaystyle \langle $\sigma$(k,l;n))_{2}=q\frac{2(n-k-l)-1}{4}\langle $\sigma$(k+1, l;n)\rangle_{2}+q^{-\frac{2(n-k-l)-1}{4}}\langle $\sigma$(k, l+1;n)\rangle_{2}.
そして, 0\leq k+l\leq n を満たす非負整数 k, l に対して, \langle $\sigma$(k, l;n)\rangle_{2} を (k, l)\in \mathbb{Z}\times \mathbb{Z} に対応させる.そして,(3.1)

を参考に, (k, l) と (k+1 , のを結ぶ辺に係数 q\displaystyle \frac{2(n-k-l)-1}{4} を, (k, l) と (k, l+1) を結ぶ辺に係数 q^{-\frac{2(n-k-l)-1}{4}} を対
応させる.

2ln-k-1+1)1-1

k+1.l+1)

q^{-} -\displaystyle \frac{2( $\pi$-(k+1)-l)-1}{4}

k+1,l)
q \mathrm{s}

上の図を見て分かるように,上の経路を辿った場合と下の経路を辿った場合の係数の積を比べるとその差は q 倍
となる.今, (0,0) に対応しているのが左辺の図式である.そして,右辺の図式の各項は k+l=n を満たす点 (k, l)
に対応している.式(3.1) から,右辺 \{ $\sigma$(k, l;n))_{2}(k+l=n) の係数は (0, 0) から (k, t) までの経路に現れる係数
の積を全ての経路に関して足し合わせたものだとわかる.そして,これらの経路とヤング図形は以下のように対
応する.

(0, (0,

path from (0,0) to (k, l) Young diagram $\lambda$_{1}

This Young diagram $\lambda$_{1} corresponds to a partition (2, 1).
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(0,

path from (0,0) to (k, l) Young diagram $\lambda$_{2}

This Young diagram $\lambda$_{2} corresponds to a partition (1, 1, 1).

一番上の経路 ((0,0) から (0 , のを通り (k, l) に行く経路) における係数の積が

\displaystyle \prod_{i=0}^{l-1}q\prod_{j=0}^{k-1}\mathrm{q}
であることと,Lemma 3.3を併せることで右辺の \langle $\sigma$(k, l;n)\rangle_{2} の係数が以下のように計算できる.

\displaystyle \prod_{i=0}^{l-1}q^{-\frac{2(n-i)-1}{4}\frac{2(n-l-f)-1}{4}}\prod_{j=0}^{k-1}q\sum_{ $\lambda$\in P(k,l)}q|=q^{-n^{2}}
このようにして,公式を得ることが出来た.口

Remark 3A. 上に挙げた,この他の公式も全く同様の手法で計算することが出来る.この手法は汎用性が高く,こ
の他の図式に対する Kauffman bracket の計算にも用いることが出来ると思われる.さらに,平面ではなく3次元
など高次元の格子内の経路と図式を対応させて公式を得ることも出来るのではないかと期待できる.

3.2. 3価グラフを用いた計算方法.ここで挙げる3価グラフを用いた計算はよく知られているため簡単に説明
する.詳しくは[KL94] などを参照して頂きたい.

ラベル付きの3価グラフを次のように白い箱を持つラベル付きの図式に対応させる: 許容的なラベル付け
(a, b, c) に対して, i=\displaystyle \frac{b+\mathrm{c}-a}{2},j=\frac{\mathrm{c}+a-b}{2}, k=\displaystyle \frac{a+b-c}{2} とした時,

ab\succ^{c}=
ここで, (a, b, c) が許容的の定義は次で与えられる.

Definition 3.5. 非負整数の三組 (a, b, c) が,
. a+b+c は偶数,
\bullet  a+b-c, b+c-a, c+a-b が全て非負整数,

を満たす時に許容的という.

次の記法を用いる:

\bullet $\Delta$_{n}=\langle GG \rangle_{2}
\bullet  $\theta$(a, b, c)=\langle  a\mathrm{c}\mathrm{e}^{b}\rangle_{2}
\bullet

Tet \left\{\begin{array}{lll}
a & b & j\\
c & d & i
\end{array}\right\} =\langle 2’

\bullet \displaystyle \left\{\begin{array}{lll}
a & b & j\\
c & d & i
\end{array}\right\}=\frac{\mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{t}\left\{\begin{array}{lll}
a & b & j\\
c & d & i
\end{array}\right\}$\Delta$_{j}}{ $\theta$(a,d,j) $\theta$(b,c,j)},
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ここで与えられている $\Delta$_{n},  $\theta$(a,b, c) やTet [_{c}^{a} db ji] の値は具体的に q‐整数を用いて計算されている.詳しく
は[KL94] や[MV94] を参照して頂きたい.3価グラフを用いた計算では次の公式が重要なので紹介しておく.

Proposition 3.6 (Recoupling Theorem). 与えられた非負整数 a, b, c, d, i は (a, b, i) , (c, d, i) 共に許容的とする.こ
のとき,

\langle \rangle_{2}
右辺の係数は量子 6j‐シンボルと呼ばれる.また,次の公式もよく用いられる.

(3.2) =(-1)q^{8(a(a+2)-b(b+2)-\mathrm{c}(\mathrm{c}+2)\rangle} a\prec_{b}^{c}.
この公式は Proposifion 3.2のようにfull twist を消去する役割を果たす.

これらの手法を用いて絡み目の色付きジョーンズ多項式を計算することが出来る.そして,スケイン関係式を
用いた計算方法で得たトーラス絡み目の色付きジョーンズ多項式の極限“tail”がTheorem 1.2, 1.3の右辺,3価
グラフを用いた計算方法で得た “tail”が左辺となる.tail については,以降の節で5【色付きジョーンズ多項式の
面1を具体的に計算するので,ここでは省略することにする.詳しくはDasbach‐Lin [DL06, DL07] やGaroufalidis
and \mathrm{h}^{\wedge} [GL15], \mathrm{H}鋤 [\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{j}16] などを参照していただきたい.

4. A_{2} BRACKET と \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{3} 色付きジョーンズ多項式

この節では、Kuperberg [Kup96] により与えられた A_{2} bracket と A_{2} clasp を紹介する.これらは,それぞれ
Kauffman bracket (Ai bracket) とJones‐Wenzl 幕等元 (A_{1} clasp) にあたるものである.

各arc に向きが付けられた絡み目図式に対して,次により A_{2} bracket を定める.

Definition 4.1 (The A_{2} bracket). 向き付けられた絡み目図式から \mathbb{Q}(q^{1} $\varepsilon$) への写像を以下で定義する.

\bullet \langle\otimes\rangle_{3^{=q}}5\langle\otimes\rangle_{3}-q^{-\#}\langle ③ \rangle_{3},
\bullet \langle\otimes\rangle_{3}=q^{-1}3\langle\otimes\rangle_{3^{-q\S}}^{1}\langle ③ \rangle_{3}
\bullet \langle ⑤ \rangle_{3}=\langle\copyright\rangle_{3}+\langle \mathbb{O}\rangle_{3'}
\bullet \langle\oplus\rangle_{3}=[2]\langle\ominus\rangle_{3},
\bullet \langle G 口 \mathrm{O}\mathrm{o}\rangle_{3}=1^{3]\langle G\rangle_{3}}.

上の関係式により, \mathbb{R}^{2} 上の向き付けられた絡み目図式 D の A_{2} bracket \langle D\rangle_{3} は  J^{\mathrm{r}\mathfrak{l}_{3}}(D;q)(q)\langle\emptyset\rangle となり,得ら
れた多項式 J5【3 (D;q) は D から得られる向き付けられた枠付き絡み目の不変量になっている.

次に,本稿で計算する5【3色付きジョーンズ多項式を定義するために重要な役割を果たす, A_{2} clasp を定義す
る.これは,Kauffman bracket における Jones‐Wenzl 幕等元に相当するものである.以後,Kauffman bracket の時
と同様に,非負整数 n でラベルの付いた arc は,その arc を n 本平行化したものを表すこととする.さらに,平行
化したものの向きはラベルの付いた arc と同じとする.

Definition 4.2. (The A_{2} clasp of type (n, 0) [Kup96])

\langle 4^{1}\leftarrow\rangle_{3} = \langle\underline{1}\rangle_{3}
\langle 4^{\underline{n}}\rangle_{3} =\langle\underline{-\mathrm{P}_{1}^{-1}} \displaystyle \rangle_{3}-\frac{[n-1]}{[n]} 3
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DefinitIon 43 (the A_{2} clasp of type (n,m) [Kup96, OY97

\{ \}_{3}.
さて,Kauffman bracket とJones‐Wenzl 幕等元を使って色付きジョーンズ多項式が定義できたように, A_{2} bracket

と A_{2} clasp を使って 5|_{3} 色付きジョーンズ多項式を定義しよう.

Definition 4A (5\mathfrak{l}_{3} 色付きジョーンズ多項式). L を向き付けられた枠付き絡み目とし, D を L の向き付けられた
絡み目図式とする.さらに, D の各 arc に対し,それと逆の向きを付けた平行な arc を左側にひとつ取る.そして
元の arc に n , 平行化した arc に m という非負整数によるラベル付けをして,それら二つの arc をまたぐように
type (n, m) の A_{2} clasp を表す白い箱を挟んで得られた図式を D(n,m) とする.このとき,向き付けられた枠付
き絡み目 L の 5[3 色付きジョーンズ多項式 J_{(n,m)}^{5\mathfrak{l}3}(L;q) を以下で定義する.

J_{(n,m)}^{zl_{3}}(L;q)=\overline{J}_{(n,m)}^{zl_{3}}(L;q)/\langle m\ovalbox{\tt\small REJECT}_{n}\rangle_{3},
ここで,

\langle D(n,m)\rangle_{3}=\tilde{J}_{(n,m)}^{\mathrm{r}1_{3}}(L;q)\langle\emptyset\}_{3}
とする.

このように,絡み目図式と A_{2} brackct を用いて \mathfrak{s}[_{3} 色付きジョーンズ多項式を定義することが出来た.次に,
実際にこの不変量を計算するために筆者が得た A_{2} bracket に関する公式を紹介する.

4.1. A_{2} bracket に対するスケイン関係式を用いた計算方法.Kauffman bracket の節で説明したのと同様に, A_{2}
bracket の定義と整数の分割に関する補題を組み合わせる事で次のような公式が得られた.

Theorem 4.5 (m fuh twists formula for the A_{2} bracket).

\{ \}_{3}=q^{-} 聖 (n^{2}+3n)\displaystyle \sum_{0\leq k_{n}\leq\cdots\leq k_{1}\leq n}q^{n-k_{n}}q^{ $\Sigma$}
匙1 (k^{2}+2k)

\displaystyle \mathrm{x}\frac{(q)_{n}}{(q)_{k_{n}}}\left(k\'{i},k_{2}' & n & k_{m)}' & k_{m}\right)\displaystyle \{ n k_{m} \}_{3}
ここで, i=0 , 1, . . . , m-1 に対して, k_{i}, k_{i}' は k_{0}=n, k\'{i}+l=k_{i}-k_{i+1} なる整数とする.

この他にも,Theorem 3.1に対応する colored A_{2} bracket スケイン関係式など,様々な公式が得られたが,図式に
対して新たな記号を定義しなければならない事や,本稿では用いない事から省略させて頂く.詳しくは [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{a}]
を参照して頂きたい.

4.2. A_{2} bracket の3価グラフを用いた計算方法.一般に,5【3に対するスケインを3価グラフを用いて表す方法は
既に知られている.しかしながら,それらの図式の値や量子 6j‐シンボルの具体的な値などは知られていない.筆

者は,これらの値をラベルに制限を加えた上で具体的に計算した.非負整数 n と 0\leq i\leq n に対して,

を らに,次の記法を用いる:

3
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\bullet  $\theta$(n, n, (i, i))=\langle \rangle_{3}

\langle \displaystyle \rangle_{3}=\sum_{j=0}^{n}\left\{\begin{array}{l}
n\\
n
\end{array}\right.

\bullet \mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{t}[_{n}^{n} nn (j,j)(i,i)] =\langle 3)

\bullet \displaystyle \left\{\begin{array}{lll}
n & n & (j,j)\\
n & n & (i,i)
\end{array}\right\}=\frac{\mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{t}[_{nn(i,i)}^{nn(j,j)}] $\Delta$(j,j)}{ $\theta$(n,n,(j,j))^{2}}.
筆者は [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{b}] で,これらの値を具体的に計算した.

Lemma 46.

(1)  $\Delta$(i,j)

(2)  $\theta$(n, n, |

(3) Tet [_{n}^{n}
また,次のような変換公式も成り立つ.

Proposition 4.7 (Recoupling Theorem).

(n, n, (j,j)) .

nn (j,j)(i_{\rangle}i) \langle \rangle_{3}.
次に,これらの公式を用いて計算した  $\varepsilon$ \mathrm{I}_{3} 色付きジョーンズ多項式の具体例と tail と呼ばれる極限について紹

介する.

5. \mathfrak{s}\mathrm{I}_{3} 色付きジョーンズ多項式の TAIL と \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{3} ANDREWS‐GORDON 恒等式

まずは,公式を用いることで得られる二橋絡み目に対する \mathfrak{s} 【3色付きジョーンズ多項式の明示公式を紹介する.

5.1. 二橋絡み目の \mathfrak{s}\mathrm{I}_{3} 色付きジョーンズ多項式.二橋絡み目 [2a_{1}, 2a_{2}, \cdots, 2al] の タイプ (n, 0) の 5[_{3} 色付き
ジョーンズ多項式

J_{(n,0)}^{ $\varepsilon$ 1_{3}} ([2a_{1},2a_{2}, \ldots, 2a $\iota$];q) は次で定義される。

J_{(n,0)}^{x$\iota$_{\mathrm{s}}} ([2a_{1},2a_{2}, \ldots , 2al];q)= \left\{\begin{array}{ll}
\rangle_{3} & \mathrm{i}\mathrm{f} l \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d},\\
\rangle_{3} & \mathrm{i}\mathrm{f} l \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}
\end{array}\right.
ここで, a_{1}, a_{2} , \cdots ,  a_{l} は 0 でない整数とし,

\coprod m = \left\{\begin{array}{ll}
 $\varepsilon$ \mathrm{d}.m\mathrm{h}^{*'}\mathrm{a}1\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}(s\text{ノ} & \mathrm{i}\mathrm{f} m>0,\\
1\mathrm{e}\mathrm{f}\sim \mathrm{t}\sim \mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{c}\mathrm{d} m\mathrm{h}\mathrm{a}1\mathrm{f}\mathrm{t}\tilde{\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}s}J_{\backslash }\cdots\backslash \text{ノ^{-}} & \mathrm{i}\mathrm{f} m<0,
\end{array}\right.
とする.
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Theorem 5.1 (スケイン関係式を用いた計算方法により得られた公式 [\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}7\mathrm{a}]).

J_{(n,0)}^{s1_{3}}([2a_{1},2a_{2}, \ldots, 2al];q)

=\displaystyle \prod_{$\varepsilon$_{j+1}}^{l-1}\sum_{\leq j=0_{0\leq k_{||}^{(\dot{J}+1)}}\ldots\leq k_{1}^{(J+1)}\leq K_{j}}(-1)^{K_{\mathrm{J}}-k_{||||$\Sigma$_{i=1}^{|0_{g+1}|_{(k^{(j+1)^{2}}+2k^{(j+1)})}}}^{(J+1)}}a_{j+1}q^{$\varepsilon$_{f}+1(K_{j}-k^{(g+1)})}q^{$\varepsilon$_{j+1}}\mathrm{o}_{J+1}..
× \displaystyle \frac{(q^{$\varepsilon$_{\mathrm{J}+1}})_{K_{\mathrm{J}}}}{(q^{$\varepsilon$_{j+1}})_{k^{(s+1)}}}(_{k_{1}^{(j+1)'},k_{2}^{(j+1)'}} , . n., k_{||}^{(j+1)'},k_{||}^{(j+1))_{q^{g+1}}}a_{\dot{J}+1}a_{J+1}.\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}|

\times q^{-(n-K_{l})} (1-q^{n+1})(1-q^{n+2})
(1-q^{K_{l}+1})(1-q^{K_{l}+2})

’

ここで,  $\varepsilon$ j+1=\displaystyle \frac{a+1}{|a_{\mathrm{J}+1}|}, K_{0}=n, K_{j}=n-k_{|a_{g}|}^{(j)} とし, k_{0}^{(\mathrm{j})}=K_{j}, k_{|a.+1|}^{(j+1)'}=k_{i}^{(j)}-k_{i+1}^{(j)} として定義する.

Theorem 5.2 (3価グラフを用いた計算方法により得られた公式 [Yual 7\mathrm{b}]).

J_{(n,0)}^{ $\iota$ \mathfrak{l}_{3}}([2a_{1},2a_{2}, \ldots , 2a_{l}]; q)

=\displaystyle \sum_{0\leq i_{1},i_{2}..i_{1}\leq n}.\frac{$\Delta$_{(i_{1^{\dot{i}}1})}}{$\Delta$_{(n',0)}}\frac{$\theta$_{(n,n,(\dot{i}i))}1,1}{$\theta$_{(n.n,(\dot{\mathrm{a}} $\iota$ i_{l}))}}q^{-\frac{2}{3}(n^{2}+3n)(a_{1}+a_{2}+\cdots+a_{l})}q^{$\Sigma$_{k=1}^{l}a_{k}(i_{k}^{2}+i_{k})}
\displaystyle \times\prod_{k=1}^{l-1}\left\{\begin{array}{lll}
n & n & (i_{k+1},i_{k+1})\\
n & n & (i_{k},i_{k})
\end{array}\right\}.

Remark 53. 二橋絡み目は (2, 2m)- トーラス絡み目 T(2,2\mathrm{m}) を含むようなクラスの絡み目である.実際に,
T(2,2m)=[2m] である.

5.2. T(2,2\mathrm{m}) に対する5【3色付きジョーンズ多項式の tail. Armond [Amfl3] や,Garoufalidis‐IJ [GL15] により,
交代絡み目などの絡み目に対する \mathfrak{s}[_{2} 色付きジョーンズ多項式に対しては,その係数の安定性より tail という
極限が存在することが知られている。既に1節で紹介したように, (2, k)- トーラス絡み目の s\mathrm{I}_{2} 色付きジョーン
ズ多項式においては,その明示公式を二通りの方法を与え,それぞれの極限を求めることでRogers‐Ramamujan
identity の一般化である Andrews‐Gordon identity という q‐級数の恒等式を得ることができる. k が奇数の時には
Ramamujan のテータ関数, k が偶数の時にはRamanujan のfalse テータ関数に対する Andrews‐Gordon identity が
得られる.筆者は (2, 2m)- トーラス絡み目に関して前節で得られた二つの公式を用いて,tail にあたる 5[_{3} 色付き
ジョーンズ多項式の極限を考えた.これにより得られた q‐級数の恒等式は,Ramanujanのfalseテータ関数に対
する Andrews‐Gordon idcndty の結び目理論における一般化となっている.

まずは,ここでいう q‐級数の極限というものを定義する.

Definition 5A . 変数 q の形式的幕級数の族 \{f_{n}(q) \in \mathbb{Z}[[q]] |n\geq 1\} を考える. f(q) \in \mathbb{Z}[[q]] が存在して,任意
の正整数 n に対して, f_{n}(q)=f(q) が \mathbb{Z}[[q]]/q^{n+1}\mathbb{Z}[[q]] で成り立つとき, \{f_{n}(q)\}_{n} の極限が f(\mathrm{q}) であるといい,

n\mathrm{h}\mathrm{m} f_{n}(q)=f(q) と書く.

以下, m は正の整数とする.

(2, 2m)- ト - ラス絡み目の5【3色付きジョーンズ多項式は J_{(n,0)}^{s1_{3}}([2m];q) により与えられる.この多項式の最

低次数はー \displaystyle \frac{2m}{3}(n^{2}+3n)+n となり, q^{\mathrm{r}_{3}}14(n^{2}+3n)-nJ_{(n,0)}^{\mathrm{r}$\iota$_{3}}([2m];q) を考えることで q‐多項式の族が得られる.定

理5.2の表示より得られる族を \{$\Psi$_{n}^{(m)}(q)\}_{n} とし,定理5.1の表示より得られる族を \{G_{n}^{(m)}(q)\}_{n} とする.ここで,

$\Psi$_{n}^{(m)}(q)=\displaystyle \sum_{i=0}^{n}q^{-2i}q^{m(i^{2}+2i)}\frac{(1-q^{i+1})^{3}(1+q^{i+1})}{(1-q)(1-q^{n+1})(1-q^{n+2})},
G_{n}^{(m)}(q)=\displaystyle \sum_{0\leq k_{m}\leq\cdots\leq k_{2}\leq k_{1}\leq n}q^{-2k_{m}}q^{$\Sigma$_{f=1}^{m}(k^{2}+2k.)}\frac{(q)_{n}^{2}}{(q)_{k_{m}}^{2}(q)_{n-k_{1}}(q)_{k_{1}-k_{2}}\ldots(q)_{k_{\infty-1}-k_{m}}}

\displaystyle \mathrm{x}\frac{(1-q^{n+1})(1-q^{n+2})}{(1-q^{n-k_{m}+1})(1-q^{n-k_{m}+2})},
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である.上の式において, (q)_{n} は q‐Poc油Ⅲ er symbol (q;q)_{k}=\displaystyle \prod_{l=1}^{k}(1-q^{1}) を表すものとする.

Remark 5.5. 当然,同じ絡み目の不変量なので $\Psi$_{n}^{(m)}(q)=G_{n}^{(m)}(q) である.

それぞれの極限を求めることで以下の恒等式が得られる.

Theorem 5.6 (The \mathfrak{s}[_{3} Andrews‐Gordon identity for the Ramanujan false theta function [Yual 7\mathrm{b}]).

\displaystyle \sum_{=0}^{\infty}q^{-2:}q^{m(l+2\cdot)}\frac{(1-q^{l+1})^{3}(1+\dot{q}^{i+1})}{1-q}2=(q)_{\infty}\sum_{0\leq k_{m}\leq\cdots\leq k_{2}\leq k_{1}}\frac{q^{-2k}q^{$\Sigma$_{=1}^{n}.(k^{2}+2k.)}}{(q)_{k}^{2}(q)_{k_{1}-k_{2}}..(q)_{k_{m}-1-k_{n}}}.
Bningmann‐Kaszian‐Milas [BKM17, Section 9 (5)] において,この q‐級数の恒等式が異なる立場からも, \mathfrak{s}[_{2} にお

ける Andrews‐Gordon 恒等式の5【3への一般化であるという事が言及されている.
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