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1. 序文

n を正整数とする.旗多様体 \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) は \mathbb{C}^{n} の線形部分空間の列 V. :=(V_{1}\subsetneq V_{2}\subsetneq
. . . \subsetneq V_{n}=\mathbb{C}^{n}) 全体からなる空間である.ここで,各 V_{i} は i 次元線形部分空間を表す.
広義単調増加関数 h : \{1, 2, . . . , n\}\rightarrow\{1, 2, . . . , n\} で h(j)\geq j (j=1, \ldots, n) を満た
すものを考える.この関数はヘッセンバーグ関数と呼ばれる.線形写像 X: \mathbb{C}^{n}\rightarrow \mathbb{C}^{n}

とヘッセンバーグ関数 h : \{1, 2, . . . , n\}\rightarrow\{1, 2, . . . , n\} に対して,ヘツセンバーグ多
様体は以下で定義される旗多様体の部分多様体である ([8], [9]) :

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, h) := {V. \in \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) |XV_{i}\subset V_{h(i)} for i=1 , 2, . . . , n}.
線形写像 Xが零写像またはヘッセンバーグ関数 h : \{1, 2, . . . , n\}\rightarrow\{1, 2, . . . , n\} が
h(j)=n(j=1,2, \ldots, n) のとき, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, h) は全体の旗多様体 \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) と一致する
ことが定義より分かる.ヘッセンバーグ多様体の族は対称群 \mathfrak{S}_{n} の幾何学的表現を
実現するものと知られるスプリンガー多様体 ([22], [23]) や旗多様体の量子コホモロ
ジーと関連するピーターソン多様体 ([13], [16]) を含む.

本稿では,線形写像 X: \mathbb{C}^{n}\rightarrow \mathbb{C}^{n} が正則な罧零写像 N(ジョルダンブロックが1
つだけの幕零な線形写像) , または正則な半単純写像 S(対角化可能で固有値がすべて
異なる線形写像) に付随するヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) と \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) を考察す
る.これらをそれぞれ正則な幕零ヘッセンバーグ多様体,正則な半単純ヘツセンバー
グ多様体と呼ぶ.近年の進展により,正則な幕零ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) は
超平面配置と関連があることが分かり ([21], [4]), 一方,正則な半単純ヘッセンバー
グ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) はグラフ理論における彩色対称関数と関連があることが知られ
ている ([20], [7], [11]). さらに, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) と \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) のコホモロジー環の間に次
のような環同型が成り立つ ([1]) :
(1.1) H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h))\cong H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h))^{\mathfrak{S}_{n}}
ここで,コホモロジー H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) 上の対称群 \mathfrak{S}_{n} 表現は [26] で定義されたもの
であり, H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h))^{\mathfrak{S}_{n}} は \mathfrak{S}_{n} 不変部分環を表す.

ヘッセンバーグ多様体は任意の Lie 型の旗多様体の部分多様体として定義できる.
本稿では,超平面配置と関連づけることで環同型 (1.1) が任意の Lie 型でも成立する
結果を紹介する.さらに,超平面配置との関連を用いることでヘッセンバーグ多様
体における問題 (予想) が解決されることについても述べる.本研究は,阿部拓郎
氏 (九州大学) , 枡田幹也氏 (大阪市立大学) , 村井聡氏 (大阪大学) , 佐藤敬志氏
(大阪市立大学数学研究所) との共同研究 ([4]) である.
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2. A 型ヘッセンバーグ多様体

n を正整数とする.(A_{n-1} 型) 旗多様体 \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) は以下で定義される \mathbb{C}^{n} の線形部
分空間の列全体からなる空間である :

\mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) := {V. :=(V_{1}\subsetneq V_{2}\subsetneq\cdots\subsetneq V_{n}=\mathbb{C}^{n})|\dim_{\mathrm{C}}V_{i}=i for all i=1 , 2, . . . , n}
本稿を通して以下の記号を用いる.

[n]:=\{1, 2, . . . , n\}

定義2.1. 関数 h : [n] \rightarrow 回がヘッセンバーグ関数であるとは,以下の2つの条件
を満たすときにいう.

(i)  h(1)\leq h(2)\leq\ldots\leq h(n)
(ii) h(j)\geq j for j=1 , 2, . . . , n

ヘッセンバーグ関数 h は各値を並べたもの h=(h(1), h(2), \ldots, h(n)) で表す.

ヘッセンバーグ関数 h を視覚化するために, n\times n の箱の集まりを考え,そのう
ち各 j 列目にh(の個の箱を上から塗ることにより, h を表す.
例2.2. n=5 とする. h=(3,3,4,5,5) はヘツセンバーグ関数であり,以下の図が
箱の集まりによる表示である.

FIGURE 1. ヘッセンバーグ関数 h=(3,3,4,5,5) に対応する箱の集まり

定義2.3. 線形写像 X : \mathbb{C}^{n} \rightarrow \mathbb{C}^{n} とヘッセンバーグ関数 h : [n] \rightarrow [n] に対して,
(A_{n-1} 型) ヘツセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, h) は以下で定義される旗多様体 \mathcal{F}l(\mathbb{C}^{n}) の
部分多様体である :

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, h)= { V\in \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n})|XV_{i}\subset V_{h(i)} for i=1 , 2, )n}

Xが零写像または h=(n, n, \ldots, n) のとき,ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, h) は
全体の旗多様体 \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) に一致することが定義から分かる.また,任意の可逆行列
g\in GL(n, \mathbb{C}) に対して, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, h)\cong \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(gXg^{-1}, h V_{\bullet}\mapsto 9^{V}. であるので,Xを
ジョルダン標準形と仮定してもよい.

線形写像 Xの性質に応じ,対応するヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, h) もそのよ
うに呼ぶ.例えば,Xが幕零 (ie. \exists k, X^{k}=\mathrm{O} ) のとき \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, h) を罧零ヘッセン
バーグ多様体と呼ぶ. h=(1,2, \ldots, n) とする幕零ヘッセンバーグ多様体はスプリン
ガー多様体と呼ばれ,対称群の幾何学的表現の実現として知られている ([22], [23]).

本稿では,Xが正則な幕零写像 N(幕零行列でジョルダンブロックがただ1つか
らなるもの) と正則な半単純写像 S(対角化可能で相異なる固有値をもつもの) のとき
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を考える1. つまり,ジョルダン標準形に直すと

N= \left(\begin{array}{lllll}
0 & 1 &  &  & \\
 & 0 & 1 &  & \\
 &  & \ddots & \ddots & \\
 &  &  & 0 & 1\\
 &  &  &  & 0
\end{array}\right) , S= \left(\begin{array}{llll}
c_{1} &  &  & \\
 & c_{2} &  & \\
 &  & \ddots & \\
 &  &  & c_{ $\eta$}
\end{array}\right)
ただし, c_{1}, c_{2} , . . . , 砺は相異なる.これらに付随するヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)
と \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) をそれぞれ正則な幕零ヘッセンバーグ多様体および正則な半単純ヘツ
センバーグ多様体と呼ぶ.

注意2.4. 以下ではヘッセンバーグ多様体のコホモロジー環2について考察していく.
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) のコホモロジー環は S の固有値 c_{1}, c_{2} , . . . , 砺に依存しないので, S の相異
なる固有値の取り方は気にしなくてもよい.

2.1. 正則な幕零ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) .
h=(2,3,4, \ldots, n, n) とする正則な幕零ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) はピー

ターソン多様体と呼ばれ,旗多様体の量子コホモロジーと関連する ([13] , [16]). 正
則な幕零ヘッセンバーグ多様体はピーターソン多様体と旗多様体を離散的につなぐ
ものと思える.まずは正則な寡零ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の幾何学的性質
について述べる :

定理2.5 ([12], [13], [21], [25], [15]). 正則な幕零ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) に
対し

(1) \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) は一般に特異点をもつ.
(2) \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の複素次元は \displaystyle \sum_{j=1}^{n}(h(j)-j) である.
(3) \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) は複素セル分割 (complex affine paving) をもつ.特に, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)

の奇数次コホモロジーは消えている.

注意2.6. 定理2.5 (2) における \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の複素次元 \displaystyle \sum_{j=1}^{n}(h(j)-j) は,ヘッセン
バーグ関数 h を箱の集まりと思えば,対角線より真に左下に位置する箱の個数を表
す.例えば, h=(3,3,4,5,5) のとき, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の複素次元は5である.

FIGURE 2. h=(3,3,4,5,5) とする \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の複素次元でカウント
される箱の集まり

1X が正則であるとはXのジョルダン標準形において各ジョルダンブロック J_{i} に属する対角成分
を c_{i} としたときに亀たちが相異なるときを表す.

2本稿ではコホモロジーは実数係数の特異コホモロジーを表す.
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次に, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) のコホモロジー環の明示的表示を述べる.旗多様体 \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) の
コホモロジー環は

(2.1) H^{*}(\mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n})) \cong \mathbb{R}[x_{1}, . . . , x_{n}]/(e_{i} | 1 \leq i \leq n)

で与えられることが知られている3. ここで, e_{i} は変数を X_{1} , . . . , x_{n} とする次数 i の
基本対称式を表す.(2.1) の対応は xi を \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) 上の i 番目のトートロジカル直線束
L_{i} の第一チャーン類 \mathcal{C}_{1} (Li) に送る写像である. 1 \leq  j \leq  i \leq  n に対して,多項式
f_{i,j} \in \mathbb{Z}[X_{1_{\rangle}} . . . , x_{n}] を

(2.2) f_{i,j}:=\displaystyle \sum_{k=1}^{j}(\prod_{\ell=j+1}^{i}(x_{k}-x_{l}))x_{k}
により定義する.ここで, i=j のとき鵬=j+1(x_{k}-x_{l})=1 とする.
定理2.7 ([1]). \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) を正則な幕零ヘッセンバーグ多様体とする.このとき,包
含写像 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)\subset \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) が導く制限写像 H^{*}(\mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}))\rightarrow H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)) は全射
であり,次の環同型が成立 :

(2.3) H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h))\cong \mathbb{R}[x_{1}, . . . , x_{n}]/(f_{h(1),1}, f_{h(2),2, )}f_{h(n),n})
ここで, f_{h(j),j} は (22) で定義されたものであり,(23) における対応は x_{i} を制限写
像 H^{*}(\mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}))\rightarrow H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)) によるci (L_{i}) の像 \mathcal{C}\mathrm{i}(L_{i})|_{\mathrm{H}\mathrm{e} $\varepsilon$ \mathrm{s}(N,h)} に送ることで得
られる.

注意2.8. h = (n, n, \ldots, n) のとき,対応するヘッセンバーグ多様体は旗多様体で
あった.このとき,(2.3) の右辺に現れるイデアル (f_{n,1}, f_{n,2}, \ldots, f_{n,n}) は基本対称式
e_{i} (1\leq i\leq n) で生成される ([1, Remark 3 \cdot 4] 参照).

特に,この表示 (2.3) から可換環論の一般論を用いることで次が得られる.

系2.9 ([1]). 正則な罧零ヘッセンバーグ多様体のコホモロジー環  H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)) は
ボアンカレ双対代数である.すなわち, m:=\dim_{\mathbb{C}}\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) とすると,ペアリング

H^{2k}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h))\times H^{2m-2k}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h))\rightarrow H^{2m}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h))\cong \mathbb{R}
は非退化である (0\leq\forall k\leq m) . ここで,最初の写像はカップ積をとる写像を表す.

2.2. 正則な半単純ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) .
正則な半単純ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) の幾何学的性質について次が成立.

定理2.10 ([8]). 正則な半単純ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) に対し
(1) \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) は非特異である.
(2) \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) の複素次元は \displaystyle \sum_{j=1}^{n}(h(j)-j) である.
(3) \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) は複素セル分害|」 (complex affine paving) をもつ.特に, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)

の奇数次コホモロジーは消えている.
(4) ヘッセンバーグ関数 h=(2,3,4, \ldots, n, n) とする \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) は, A_{n-1} 型Weyl

cambers を扇とするトー リック多様体である.

3表示 (2.1) は整数係数でも成立 ([10, Section 10.2, Proposition 3] 参照).
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注意2.11. 定理2.5 (2) と定理2.10 (2) より,任意のヘッセンバーグ関数んに対し
て, \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) と \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) の複素次元は同じである :

\dim_{\mathrm{C}}\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)=\dim_{\mathbb{C}}\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)

一般のヘッセンバーグ関数んに対する \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) のコホモロジー環の明示的表示を
与える問題はまだ解決されていない.正則な罧零ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) の
ときと違って,包含写像 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)\subset \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) から導かれる制限写像  H^{*}(\mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}))\rightarrow

 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) は一般に全射ではないため, H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) の \mathbb{R}‐代数としての (“極
小“ な) 生成元を見つけなければならない.最近の結果として,ヘッセンバーグ関数
h が h=(h(1), n, \ldots, n) という特別な場合について GKM グラフを用いてコホモロ
ジー環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) の明示的な表示が得られた ([2]).

2.3. \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) と \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) の関係.
正則な幕零ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) と正則な半単純ヘッセンバーグ多様体
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) の性質についてまとめる.

\bullet Pet: ピーターソン多様体
\bullet  X_{A_{n-1}} : A_{n-1} 型Weyl cambers を扇とするトーリック多様体
\bullet \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) : 旗多様体
\bullet PDA: ボアンカレ双対代数

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h) と \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) のコホモロジー環の間には次の関係が成立.

定理2.12 ([1]). 任意のヘッセンバーグ関数んに対して,次の環同型が成立.

(2.4) H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h))\cong H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h))^{\mathfrak{S}_{n}}

ここで,コホモロジー環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) 上の対称群 \mathfrak{S}_{n} 作用は [26] で構成されたも
ので,右辺は H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) の \mathfrak{S}_{n} 不変部分環を表す.

注意2.13. h=(n, n, \ldots, n) とする \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) は旗多様体 \mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}) であり,このとき
[26] で構成された H^{*}(\mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n})) 上の 6_{n} 作用は自明である.定理2.12における環同
型(2.4) は H^{*}(\mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n})) からの制限写像と可換図式をなすものである :

H^{*}(\mathcal{F}l(\mathbb{C}^{n})) - H^{*}(\mathcal{F}l(\mathbb{C}^{n}))^{\mathfrak{S}_{n}}

\downarrow \downarrow
 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)) \rightarrow^{\simeq\underline{}} H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h))^{\mathfrak{S}_{n}}
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注意2.14. Tymoczko により [26] で構成されたコホモロジー環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) 上の
対称群 \mathfrak{S}_{n} 作用はグラフ理論における彩色対称関数と綺麗な対応がある ([20], [7],
[11]). さらにこの対応を用いることで,グラフ理論におけるStanley‐Stembridge 予
想が H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) 上の対称群 6_{n} 作用に関する主張に言い換えられる.具体的に述
べると, H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) 上の 6_{n} 表現がヤング部分群 \mathfrak{S}_{ $\lambda$}(n の分割  $\lambda$=($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{m})
に対して \mathfrak{S}_{ $\lambda$};=\mathfrak{S}_{$\lambda$_{1}}\times\ldots\times \mathfrak{S}_{$\lambda$_{m}} で定義されるもの)の自明表現1から誘導される誘
導表現 \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathfrak{S}_{ $\lambda$}}^{\mathfrak{S}_{n}}1 たちの直和であることが言えれば,Stanley‐Stembridge 予想が解決さ
れる.

2.4. 一般の Lie 型のヘッセンバーグ多様体.

G を階数 n の \mathbb{C} 上の半単純線形代数群とし,そのボレル部分群 B を1つ固定し,
B に含まれる極大トーラス T を1つとる.このとき,以下が定まる :

\bullet  W : Weyl 群
\bullet \mathrm{t}\subset \mathrm{b}\subset \mathfrak{g} : T\subset B\subset G のLie 環
\bullet  $\Phi$ : ルート全体の集合
\bullet $\Phi$^{+} : 正ルート全体の集合
\bullet  $\Delta$ : 単純ルート全体  $\alpha$_{1} , . . . , $\alpha$_{n} の集合
\bullet \mathfrak{g}_{ $\alpha$} : ルート  $\alpha$ に付随するルート空間

定義2.15.  H \subset \mathfrak{g} がヘツセンバーグ空間であるとは,ボレル部分代数 \mathrm{b} を含み,
b‐submodule であるときに言う.

2つのノレート  $\alpha$,  $\beta$\in $\Phi$ に対して,  $\alpha$\preceq $\beta$ \Leftrightarrow  $\beta$- $\alpha$\displaystyle \in\sum_{i=1^{\mathbb{Z}}\geq 0}^{n}$\alpha$_{i} により,  $\Phi$ 上
に半順序を定める.

定義2.16.  I\subset$\Phi$^{+} が下方イデアルであるとは,以下の条件をみたすときにいう.

 $\alpha$\in$\Phi$^{+},  $\beta$\in I,  $\alpha$\preceq $\beta$\Rightarrow $\alpha$\in I

下方イデアル I\subset$\Phi$^{+} に対して,ヘッセンバーグ空間

H(I)=\displaystyle \mathrm{b}\oplus(\bigoplus_{ $\alpha$\in I}\mathfrak{g}_{- $\alpha$})
が定まり,この対応により下方イデアル全体の集合とヘッセンバーグ空間全体の集
合は1対1に対応している.

例2.17. A_{4} 型において, I=\{$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, $\alpha$_{3}, $\alpha$_{4}, $\alpha$_{1}+$\alpha$_{2}\} は下方イデアルである.ボレル
部分群 B を G=SL_{5}(\mathbb{C}) の中の上三角行列全体ととり,極大トーラス T を G の中の
対角行列全体としてとる. 1\leq i\leq 4 に対して, $\alpha$_{i} : \mathrm{t}\rightarrow \mathbb{C} ;diag(tl, . . . , t_{5} ) \mapsto t_{i}-t_{i+1}
と定めると,ヘッセンバーグ空間 H(I)=\mathrm{b}\oplus(\oplus_{ $\alpha$\in I}\mathfrak{g}_{- $\alpha$}) は以下のように表せる.

\Vert_{0}^{*}0** 00*** 0**** ***** *****) \in \mathfrak{s}\mathfrak{l}_{5}(\mathbb{C})\}
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ここで, * は任意の複素数で対角線にある * の和は 0 とする.この表示はちょうど
例2.2の h=(3,3,4,5,5) の図に対応している.一般に, A 型においてヘッセンバー
グ空間全体とヘッセンバーグ関数全体が1対1に対応していることが分かる.

定義2.18. X\in \mathfrak{g} , 下方イデアル I\subset$\Phi$^{+} に対し,ヘツセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, I)
は以下で定義される旗多様体 G/B の部分多様体である.

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(X, I)=\{gB\in G/B|\mathrm{A}\mathrm{d}(g^{-1})(X)\in H(I)\}
X\in \mathfrak{g} が正則であるとは,随伴作用によるXの G‐軌道が最大次元をもつときに言

う. X\in \mathfrak{g} が幕零であるとは,ad(X) が幕零であるときに言う. X\in \mathfrak{g} が半単純で
あるとは, \mathrm{a}\mathrm{d}(X) が対角化可能であるときに言う.以下では N\in \mathfrak{g} を正則な霧零元,
S\in \mathfrak{g} を正則な半単純元とし,これらに対応するヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I) ,
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I) をそれぞれ正則な幕零ヘツセンバーグ多様体,正則な半単純ヘツセンバー
グ多様体という.

正則な半単純ヘッセンバーグ多様体のコホモロジー環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I)) 上の Weyl 群
W の作用を [26] で構成された方法と同様に構成することができるため,定理2.12が
一般の Lie 型でも成立するかという問題が考えられる.本研究では,超平面配置と
関連付けることで以下の環同型が得られた (系4.3).

H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I))\cong H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I))^{W}

3. 超平面配置

V を \mathbb{R} 上 n 次元ベクトル空間とする. V の中の有限個の超平面からなる集合 \mathcal{A} を
V の中の超平面配置という. R:=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(V^{*}) を $\nu$^{\mathrm{i}} の双対空間 V^{*} の対称代数とする.
Vの元は V^{*} 上の線形関数で, R 上の導分に拡張する :

v(fg)=v(f)g+fv(g) v\in V, f,g\in R
R 上の導分全体からなる R 加群を

Der(R) :=R\otimes V

で定義する.特に, x\mathrm{i} , . . . , x_{n} を V^{*} の基底とすると,Der (R)=\oplus_{i=1}^{n} R( \partial/ \partial勾と
表せる.

定義3.1. 超平面配置 \mathcal{A} に対して, \mathcal{A} の対数的導分の R 加群 D(\mathcal{A}) を

D(\mathcal{A}):=\{ $\theta$\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(R)| $\theta$($\alpha$_{H})\in R$\alpha$_{H}, \forall H\in \mathcal{A}\}
で定義する.ここで, $\alpha$_{H}\in V^{*} は H\in \mathcal{A} を定める線形関数とする.

例3.2. \mathbb{R}^{n} の超平面瓦,X 1\leq i<j\leq n) を
H_{i,j}:=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{R}^{n}|x_{i}-Xj=0\}

で定義し,超平面配置
\mathcal{A}:=\{H_{i,j}|1\leq i<j\leq n\}

を考える.このとき, R=\mathbb{R}[x_{1}, . .., x_{n}] 加群 Der (R):=\oplus_{i=1}^{n}R(\partial/\partial x_{i}) の元

$\theta$_{k}:=x_{1}^{k}\displaystyle \frac{\partial}{\partial x_{1}}+x_{2}^{k}\frac{\partial}{\partial x_{2}}+\cdots+x_{n}^{k}\frac{\partial}{\partial x_{n}} (k\geq 0)
は D(\mathcal{A}) の元である.
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 $\theta$ \in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(R) が次数 d の斉次元であるとは,  $\theta$ = \displaystyle \sum_{k=1}^{\ell}f_{k}\otimes v_{k} (fk \in R, v_{k} \in V) と
書いたときに,零でないすべての fk の次数が d であるときにいう.
定義3 \cdot 3. 超平面配置 \mathcal{A} が自由でその指数が (\mathrm{d}\mathrm{i}, \ldots, d_{n}) であるとは, D(\mathcal{A}) が自由
R 加群であり, \deg_{$\theta$_{i}} = d_{i} (i = 1, \ldots, n) であるような斉次基底 $\theta$_{1}\rangle . . . , $\theta$_{n} をもつと
きにいう.

定理3.4 (Saito’s criterion, [18] ([14] も参照 \mathcal{A} を超平面配置とし, $\theta$_{1} , . . . , $\theta$_{n} \in

 D(\mathcal{A}) を斉次元とする.このとき,次の2つは同値 :

(1) $\theta$_{1} , .. . , $\theta$_{n} が D(\mathcal{A}) の R 基底をなす.
(2) $\theta$_{1} , .. . , $\theta$_{n} が R 上一次独立で, \displaystyle \sum_{i=1}^{n}\deg($\theta$_{i})=|\mathcal{A}| である.

例3.5. 例3.2において,定理3.4より $\theta$_{0}, $\theta$_{1} , . . . , $\theta$_{n-1} は D(A) の R 基底をなすので,
\mathcal{A} は自由配置でその指数は (0,1, \ldots, n-1) である.今, Q:=x_{1}^{2}+\cdots+x_{n}^{2} とおき,
R=\mathbb{R}[x\mathrm{i}, . . . , x_{n}] のイデアル \mathfrak{a} を

\mathfrak{a}:=\{ $\theta$(Q)| $\theta$\in D(\mathcal{A})\}
で定義する. $\theta$_{0}, $\theta$_{1} , . . . , $\theta$_{n-1} は D(\mathcal{A}) の R 基底をなすことから,イデアル a は幕和
pi:=x_{1}^{i}+\ldots+x_{n}^{i} (1\leq i\leq n) で生成されることが分かる.よく知られているよう
に,多項式環 \mathbb{R}[x_{1}, . . . , x_{n}] において罧和 p_{i} (1\leq i\leq n) で生成されるイデアルと基本
対称式 e_{i}(1\leq i\leq n) で生成されるイデアルは一致する ([10, Section 6.1, Exercise 1]
参照)ので,(2.1) より環同型

H^{*}(\mathcal{F}\ell(\mathbb{C}^{n}))\cong R/\mathfrak{a}
を得る.この現象は次のように一般の Lie 型で成立することが知られている.

職を T の中の極大コンパクトトーラスとし, \mathrm{t}_{\mathbb{R}} を職のLie 環とする. \mathrm{t}_{\mathbb{R}} の中の
超平面配置

\mathcal{A}_{$\Phi$^{+}} :=\{\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} $\alpha$| $\alpha$\in$\Phi$^{+}\}
をWeyl 配置と呼ぶ. R:= Sym \mathrm{t}_{\mathbb{R}}^{*} とし, Q を W‐不変な非退化な二次形式とする.

(3.1) \mathfrak{a}($\Phi$^{+}) :=\{ $\theta$(Q)\in R| $\theta$\in D(\mathcal{A}_{ $\Phi$+})\}
により R のイデアルを定義すると,次の環同型が成立.

H^{*}(G/B)\cong R/\mathfrak{a}($\Phi$^{+})
この結果をヘッセンバーグ多様体に拡張したのが主結果である.そのために以下の
超平面配置を考える.

定義3.6. I\subset$\Phi$^{+} を下方イデアルとする. \mathrm{t}_{\mathrm{R}} の中の超平面配置

\mathcal{A}_{I}:=\{\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} $\alpha$| $\alpha$\in I\}
をイデアル配置と呼ぶ.( I=$\Phi$^{+} のときはWeyl 配置である.)

正ルート  $\alpha$\in$\Phi$^{+} を  $\alpha$=\displaystyle \sum_{i=1}^{n}c_{i}$\alpha$_{i} と単純ルートの一次結合で書いたとき,  $\alpha$ の高
さ \mathrm{h}\mathrm{t}( $\alpha$) を \displaystyle \sum_{i=1}^{n} 臼で定義する. m:=\displaystyle \max\{\mathrm{h}\mathrm{t}( $\alpha$) | $\alpha$\in I\} とする.ij :=|\{ $\alpha$\in I |

\mathrm{h}\mathrm{t}( $\alpha$)=j\}| とし, I の高さ分布を正整数の列 (i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{m}) で定義する. I の高さ分
布の双対配置 \mathcal{D}\mathcal{P}(I) を

(3.2) \mathcal{D}\mathcal{P}(I) :=((0)^{n-i_{1}}, (1) , \ldots)(m-1)^{i_{m-1}-i_{m}}, (m)^{i_{m}})
で定義する.ここで, (a)^{b} は非負整数 a がちょうど b 回現れることを意味する.
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定理3.7 ([3]). イデアル配置 \mathcal{A}_{I} は自由でその指数は I の高さ分布の双対配置 \mathcal{D}\mathcal{P}(I)
と一致する.

R:=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m} 蟻とし, Q を W‐不変な非退化な二次形式とする.
(3.3) \mathfrak{a}(I) :=\{ $\theta$(Q)\in R| $\theta$\in D(\mathcal{A}_{I})\}
により R のイデアルを定義する.

4. 主結果

ルート  $\alpha$ に対して,  $\alpha$ に付随する旗多様体  G/B 上の直線束の第一チャーン類を対
応させることで,環準同型写像

(4.1)  $\varphi$ :  R :=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{t}_{\mathbb{R}}^{*}\rightarrow H^{*}(G/B)

を得る.Borel の結果により,この写像は全射で \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r} $\varphi$ = (R_{+}^{W}) である ([5]). ここ
で, (R_{+}^{W}) は定数項が 0 である W‐不変な R の元で生成されるイデアルである.一方,
(3.1) で定義された Weyl 配置 \mathcal{A}_{ $\Phi$+} から得られるイデアル a($\Phi$^{+}) は (R_{+}^{W}) と一致する
ことが知られている ([17] ([19], [24], [4, Theorem 3.9] も参照

今,この結果をヘッセンバーグ多様体に拡張する.正則な罧零ヘッセンバーグ
多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I) から旗多様体 G/B への包含写像が導く制限写像 H^{*}(G/B) \rightarrow

 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I)) と(4.1) との合成写像 :

(4.2) $\varphi$_{I} : R := Sym \mathrm{t}_{\mathbb{R}}^{*}\rightarrow H^{*}(G/B)\rightarrow H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I))
を考える.

定理4. 1 (Abe‐H‐Masuda‐Murai‐Sato [4]). (4.2) の写像 $\varphi$_{I} は全射であり,その核は
(3.3) で定義されたイデアル \mathfrak{a}(I) と一致する.特に,環同型
(4.3) H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I))\cong R/\mathfrak{a}(I)
を得る.

A 型のとき [26] で構成された正則な半単純ヘッセンバーグ多様体 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h) の
コホモロジー H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, h)) の上の対称群の作用の構成と同様にして,一般の Lie
型でも H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I)) の上にワイル群 W の作用が構成できる. I = $\Phi$^{+} のとき,
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I) は全体の旗多様体 G/B と一致し,そのときの H^{*}(G/B) 上の W 作用は自
明である.制限写像 H^{*}(G/B)\rightarrow H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I)) は W 同変であるので,環準同型写
像 H^{*}(G/B)\rightarrow H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I))^{W} を得る.この写像と (4.1) との合成写像 :

(4.4) $\psi$_{I} : R := Sym \mathrm{t}_{\mathbb{R}}^{*}\rightarrow H^{*}(G/B)\rightarrow H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I))^{W}
を考える.

定理4.2 (Abe‐H‐Masuda‐Murai‐Sato [4]). (4.4) の写像 $\psi$_{I} は全射であり,その核は
(3.3) で定義されたイデアル \mathfrak{a}(I) と一致する.特に,環同型

(4.5) H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I))^{W}\cong R/\mathfrak{a}(I)
を得る.

(4.3) と (4.5) より,次の系を得る.
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系4.3 (Abe‐H‐Masuda‐Murai‐Sato [4]). 次の環同型が成立 :
H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I))\cong H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(S, I))^{W}

5. 応用

定理4.1における (4.3) の環同型写像
H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I))\cong R/\mathfrak{a}(I)

を用いると,さらに以下の3つの系が得られる.

5.1. Dale Peterson の予言.

以下の系は Dale Peterson により予言されていたものであり ([6, Theorem 3]) , 超
平面配置と関連付けることで[4] で初めて証明が与えられた.

系5.1 (Abe‐H‐Masuda‐Murai‐Sato [4]). 包含写像 \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I)\subset G/B が導く制限写
像 H^{*}(G/B)\rightarrow H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I)) は全射であり, H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I)) はボアンカレ双対代
数である.

5.2. コホモロジー環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I)) の明示的表示.
イデアル配置 \mathcal{A}_{I} の対数的導分の加群 D(\mathcal{A}_{I}) の R 上の基底を明示的に構成できれば,
それらはイデアル a(I) の生成元を与えるため,定理4.1の環同型写像 (4.3) より,コ
ホモロジー環 H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I)) の明示的表示が得られる.実際, A_{n-1} 型において下
方イデアル I\subset$\Phi$^{+} とヘッセンバーグ関数 h : [n]\rightarrow[n] の同一視のもと (例2.17参
照 ) , 以下のようにしてイデアル配置 A_{h} から H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)) の明示的表示 (2.3) が
得られる. R=\mathbb{R}[x_{1}, . . . , x_{n}] とする.定義式 (2.2) を模倣して, 1\leq j\leq i\leq n に対
して $\theta$_{i,j}\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(R) :=\oplus_{k=1}^{n}R(\partial/\partial x_{k}) を

(5.1) $\theta$_{i,j}:=\displaystyle \sum_{k=1}^{j}(\prod_{\ell=j+1}^{i}(x_{k}-x_{\ell}))\frac{\partial}{\partial x_{k}}
で定める.ただし, i=j のとき垣\ell j+1i_{=}(x_{k}-x_{l})=1 とする.このとき, $\theta$_{h(j),j}(1\leq
 j \leq n) は D(\mathcal{A}_{h}) の元である. $\theta$_{h(1),1}, $\theta$_{h(2),2} , . . . , $\theta$_{h(n)_{)}n} が D(\mathcal{A}_{h}) の R 加群としての
基底をなすことが定理3.4より分かる.このことと, Q = x_{1}^{2}+\cdots+x_{n}^{2} に対し
$\theta$_{i,j}(Q)=2f_{i,j} であることから,定理4.1より H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, h)) の明示的表示 (2.3) を
得る.(5.1) の B_{n}, C_{n} , G2型版が得られるため ([4, Section 10参照]) , 以下の系を
得る.

系5.2 (Abe‐H‐Masuda‐Murai‐Sato [4]). B_{n}, C_{n}, G_{2} 型において,コホモロジー環
H^{*}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I)) の明示的表示が得られる.

5 \cdot 3. Sommers‐Tymoczko 予想.
下方イデアル  I\subset$\Phi$^{+} に対して,部分集合 \mathrm{Y}\subset I がWeyl type であるとは,以下
の条件を満たすときにいう.

 $\alpha$,  $\beta$\in Y,  $\alpha$+ $\beta$\in I\Rightarrow $\alpha$+ $\beta$\in Y

 $\gamma$,  $\delta$\in I\backslash Y,  $\gamma$+ $\delta$\in I\Rightarrow $\gamma$+ $\delta$\in I\backslash Y
\mathcal{W}^{I} により, I のWeyl type の部分集合全体を表すことにする.以下の系はSommers
とTymoczko により予想されたもの ([21]) である.
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系5 \cdot 3 (Abe‐H‐Masuda‐Murai‐Sato [4]). 下方イデアル  I\subset$\Phi$^{+} に対して,次の等式
が成立.

(5.2) \displaystyle \sum_{Y\in \mathcal{W}^{I}}q^{|Y|} =\displaystyle \prod_{i=1}^{n} :

ここで, d\{ , . . ., d_{n}^{I} は I の高さ分布の双対配置 (3.2) を表す.

系5.3の証明の概略として,(5.2) の左辺は \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(N, I) のボアンカレ多項式と一致
し,(5.2) の右辺は R/\mathfrak{a}(I) のヒルベルト級数と一致するので,定理4.1より (5.2) が
得られる.

(5.2) は以下のように超平面配置の言葉で記述できる.イデアル配置 \mathcal{A}_{I} のchamber
全体を \mathcal{C}(\mathcal{A}_{I}) により表す.各chamber C\in C(\mathcal{A}_{I}) に対して, f(C):=\{ $\alpha$\in I| $\alpha$(x)<
0 for any x\in C} と定めると, f(C) は I のWeyl typeの部分集合である.この対応に
より, C(\mathcal{A}_{I}) と \mathcal{W}^{I} は1対1に対応する ([4, Proposition 6.4]). また, c_{0} を \mathcal{C}(\mathcal{A}_{$\Phi$^{+}}) の
fundamental Weyl chamber を含む C(Ai) の元とする. C\in \mathcal{C}(\mathcal{A}_{I}) に対して, d(C,C_{0})
を2つの chamber C と C_{0} を分ける \mathcal{A}_{I} の超平面の個数とする. d(C, C_{0}) = |f(C)|
なので,(5.2) は以下の等式に書き換えられる.

\displaystyle \sum_{c\in C(A_{I})}q^{d(C,C_{0})}=\prod_{i=1}^{n}(1+q+\cdots+q^{d_{t}^{I}})
I=$\Phi$^{+} のとき,この等式はよく知られた旗多様体 G/B のボアンカレ多項式の2つ
の表示を表している.
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