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1. 序 論

外洋を伝播していた内部波が,水深の急変する陸棚斜面を通過し,陸棚上に到達する場合のあ

ることが知られている (Ostrovsky & Stepantants, 1989) Grimshaw ら (2004) は,外洋より陸棚に入
射する内部孤立波を対象として,KⅣ理論を拡張した3次の非線形項を有する EKdV 方程式 (Lee

&Beardslcy, 1974) を適用した数値解析を行ない,非線形内部波の変形に関して調べた.

ところで,海洋を2層流体と仮定した場合,外洋の内部波には,深水域を対象とした Benjr‐

Ono (BO) 方程式 (B鋤 \mathfrak{W}]\mathrm{i} $\iota$ \mathrm{L} 1967; Ono, 1975) , または,Choi &Camassa (1999) による \infty)  $\varpi$

\mathrm{r}\dot{\mathrm{a}}\mathrm{m} の適用性が高い.ここで,後者の \mathrm{D}\Re \mathrm{r} version の導出において,ん及び紡をそれぞれ上層

及び下層の静水時の層厚として, O(h_{1})\ll O(h_{2}) を仮定している.他方,陸棚上の内部波には,浅

水域を対象とした \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式,または,Ơri & Camassa (1999) により O(h_{1})=O(h) を仮定して導

出された Shallower version の適用性が高い.従って,こうした摂動法に基づく鉛直積分型波動方程

式系を用いて,深水域や,浅水域を伝播する内部波を解析する場合には,各水域に対して異なる

方程式系を適用する必要がある.

他方,変分原理に基づいて導かれた柿沼 (2001) の波動方程式系は,導出の際に,波の非線形

性及び分散性に対して仮定が課されていない.そのため,本方程式系を基礎方程式系とする数値

モデルは,後述する速度ポテンシャルの展開項数を十分多くとれば,浅水域ど深水域の両者,そ

して,それらの遷移領域に対する適用性が高くなり (山下ら,2016) , 深水域と浅水域の両者を含

む水域を伝播する非線形内部波を一つのモデルによって解析することが可能になると考えられる.

そこで,本研究では,非線形波動方程式系 (柿沼,  2 $\alpha$)  1 ) を基礎方程式系とする Nakayama&

Kakimm (2010) の数値モデルを内部波の伝播問題に適用した数値解析を行ない,深水域である外

洋と,浅水域である陸棚上の両者を含む水域を伝播する内部孤立波の挙動を調べる.

2. 基礎方程式系

非粘性非圧縮性の,2層流体の非回転運動を対象とする.そして,第1層及び第2層をそれぞ
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れ上層及び下層とし,各層の流体が互いに混合しないと仮定する.鉛直方向の座標を z として,第

i 層 (i=1 or 2) の速度ポテンシャル $\phi$_{i} を次式のように N_{i} 個のべき関数の重み付き級数に展開する.

$\phi$_{j}(x,z,t)=\displaystyle \sum_{a_{l}=0}^{N_{l}-1}[f_{i,a_{j}}(x,t)_{Z^{$\alpha$_{i}}}] (1)

変分法 (柿沼,2001) を適用し,次式に示す非線形表面波内部波方程式系が得られる.

[第1層]

$\varsigma$^{a_{1}}\displaystyle \frac{\partial $\zeta$}{\partial t}-$\eta$^{$\alpha$_{1}}\frac{\partial $\eta$}{\partial t}+\frac{1}{$\alpha$_{1}+$\beta$_{1}+1}\nabla[($\zeta$^{a_{1}+\mathrm{A}+1}-$\eta$^{a_{ $\iota$}+$\beta$_{1}+1)\nabla f_{1A}},]-\frac{a_{1}$\beta$_{1}}{$\alpha$_{1}+$\beta$_{1}-1}($\zeta$^{$\alpha$_{1}+A-1}-$\eta$^{a_{1}+$\beta$_{1}-\mathrm{l})f_{ $\lambda$}},=0 (2)

$\zeta$^{ $\beta$)}\displaystyle \frac{$\varphi$_{\mathrm{t},\mathrm{A}}}{\partial t}+\frac{1}{2}$\zeta$^{$\beta$_{1}+$\gamma$_{1}}\nabla f_{1}.A\nabla f_{1.$\gamma$_{1}}+\frac{1}{2}$\beta$_{1}$\gamma$_{1}$\zeta$^{A+$\gamma$_{1}-2}f_{1, $\beta$}f_{1,$\gamma$_{1}}+g $\zeta$=0 (3)

$\eta$^{A}\displaystyle \frac{\partial f_{1, $\beta$}}{\partial t}+\frac{1}{2}$\eta$^{k+$\gamma$_{1}}\nabla f_{\mathrm{A}}\mathrm{l},\nabla f_{1,$\gamma$_{\mathrm{I}}}+\frac{1}{2}$\beta$_{1}$\gamma$_{1}$\eta$^{A+r_{1}-2}f_{ $\iota$,\mathcal{B}}f_{1. $\gamma$)}+g $\eta$+\frac{p}{$\rho$_{1}}=0 (4)

[第2層]

$\eta$^{a_{2}}\displaystyle \frac{\partial $\eta$}{\partial t}+\frac{1}{$\alpha$_{2}+$\beta$_{2}+1}\nabla[($\eta$^{a_{2}+$\beta$_{2}+1}-b^{$\alpha$_{2}+$\beta$_{2}+1})\nabla f_{2,$\beta$_{2}}]-\frac{$\alpha$_{2}$\beta$_{2}}{$\alpha$_{2}+$\beta$_{2}-1}($\eta$^{a_{2}+$\beta$_{2}-1}-b^{a_{2}+$\beta$_{2}-1})f_{2,$\beta$_{2}}=0 (5)

$\eta$^{$\beta$_{2}}\displaystyle \frac{\partial f_{2.$\beta$_{?}}}{\partial t}+\frac{1}{2}$\eta$^{$\beta$_{2}+$\gamma$_{2}}\nabla f_{2.$\beta$_{2}}\nabla f_{2.$\gamma$_{2}}+\frac{1}{2}$\beta$_{2}$\gamma$_{2}$\eta$^{$\beta$_{2}+$\gamma$_{2}-2}f_{2,$\beta$_{2}}f_{2,$\gamma$_{2}}+g $\eta$+\frac{1}{$\rho$_{2}}[p+(p_{2}-$\rho$_{1})gh_{1}]=0 (6)

ここで,  $\zeta$  $\eta$, b, p, h_{1} 及び $\rho$_{j} は,それぞれ,水面変動,界面変動,底面位置,界面における圧

力,静水時の上層厚及び第 i 層の流体の密度である.このうち,密度 p_{j} は,各層内で一様であり,

かつ,時間に関して一定であるとしている.そして, g は,重力加速度であり,9.  8\mathrm{r}\mathrm{J}\sqrt{}\not\in とする.ま

た, \nabla=(\partial/\&,\partial/ $\Phi$) は,水平方向の微分演算子である.なお,添え字 $\alpha$_{i}, $\beta$_{i} 及び乃に対して,積

の総和規約を採用しており,例えば,式く2) の左辺第1項の $\alpha$_{1} は,  $\zeta$ のべきである.

式(4) 及び (6) より,界面における圧力  p を消去して次式を得る.

$\eta$^{$\beta$_{2}}\displaystyle \frac{\partial f_{2.$\beta$_{2}}}{\partial t}+\frac{1}{2}$\eta$^{$\beta$_{2}+$\gamma$_{2}}\nabla f_{2,$\beta$_{2}}\nabla f_{2.$\gamma$_{2}}+\frac{1}{2}$\beta$_{2}$\gamma$_{2}$\eta$^{$\beta$_{2}+$\gamma$_{2}-2}f_{2.$\beta$_{2}}f_{2.$\gamma$_{2}}+(1-\frac{p_{1}}{$\rho$_{2}})g( $\eta$+h_{1}) ⑦

-\displaystyle \frac{ $\rho$ \mathrm{l}}{$\rho$_{2}}($\eta$^{$\beta$_{1}}\frac{\partial f_{1,$\beta$_{1}}}{\partial t}+\frac{1}{2}$\eta$^{$\beta$_{1}+$\gamma$_{1}}\nabla f_{1,$\beta$_{1}}\nabla f_{1,$\gamma$_{1}}+\frac{1}{2}$\beta$_{1}$\gamma$_{1}$\eta$^{ $\beta$+$\gamma$_{1}-2}f_{1\text{角}}f_{1.$\gamma$_{1}})=0
本研究では,2層流体の最上面を固定水平板として  $\zeta$=0 とし,表面波を考えない.また,式(1)

で表わされる速度ポテンシャルの展開項数は,山下ら (2016) の計算結果の精度を参考にして,

上層及び下層で,それぞれ, N_{1}=3 及び脇 =5 とする.

以上の基礎方程式系を Nakayama& \mathrm{K}\ovalbox{\tt\small REJECT} (2010) の陰的差分法を適用して時間発展を解く.

3. 計算条件及び C而oel Level
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図‐1 Case 1の計算対象領域 (領域 Iにおける静水時の下層厚と上層厚の比は,乃幽1=99.0 である.破線は,
critical level を示す.ここで,Case 1‐A の場合を示しており,領域 \mathrm{m} において h/h_{1}=4.0 である.)
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図-2 Case2の計算対象領域 (深水域 Iにおいて, u- である.破線は,critical level を示す.ここで,
\mathrm{C}\mathrm{a}\Re 2-\mathrm{A} の場合を示しており,領域Ⅲにおいて h/h_{1}=4.0 である.)

上下層の密度比を p/ $\mu$=0.98 とする.図-1 及び図-2 に,計算対象領域の例を示す.ここで,

領域 I及びⅢは,それぞれ,深水域及び浅水域であり,また,領域Ⅱ及び IV は,一様勾配斜面域

である.領域 Iにおける全水深を h とし,領域 Iにおいて,静水時の上層厚及び下層厚をそれぞれ

h_{1}=0.01h 及び h_{2}=0.\mathfrak{B}h とする.また,領域皿及び IV の斜面勾配は,それぞれ,陸棚斜面の勾配と

同程度の s=0.1 及び -0.1 とする.図-2 の地形の場合,内部波は,浅水域を通過後,徐々に深くな

る水域を進行する.

本研究で対象とした各場合の,浅水域 \mathrm{m} における層厚比 hJh_{\mathrm{I}} を表‐1に記す.図-1 及び図-2 に

は,ともに浅水域 \mathrm{m} における静水時の層厚比が Wh_{1}=4.0 の場合を示しており,各場合をそれぞれ

Case 1‐A 及び Case 2‐A のように呼ぶこととする.

また,図-1 及び図-2 において,破線は,次式で表わされる \mathrm{m}hcallevel z_{\mathrm{c}} (船越及川,1989) の

位置を示す.

z_{\mathrm{c}}=b/(1+\sqrt{$\rho$_{2}/p_{1}}) (8)
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表‐1 各場合の領域 \mathrm{m} における静水時の下層厚あと上層厚 h_{1} の比
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図-3 領域 Iで与える内部孤立波の界面形 (実線: 本方程式系の数値解,破線: BO 方程式の解)

深水域 Iでは,界面位置が critical level の上方に位置し,下に凸の内部孤立波が安定する.また,

Case 10, 2D, 1‐A 及び2‐A では,他の領域においても,界面位置が \mathrm{m}\mathrm{h}\mathcal{M} level の上方に位置し,

下に凸の内部孤立波が安定する.一方,Case 1\mathrm{C}, 2\mathrm{C} , 1‐D 及び2‐D の浅水域 \mathrm{m} では,界面位置が

critical level より下方に位置し,上に凸の内部孤立波が安定する.そして,Case 1‐B 及び2‐B の領域

\mathrm{m} では, h_{1}= あであり,内部孤立波が存在しない.

図 \dashv 及び図-2 の地形の場合とも,側方境界には,完全反射の境界条件を課す.また,計算格子

間隔及び計算時間間隔をそれぞれ  $\Delta$ dh=0.01 及び \mathrm{G} $\rho$ \mathrm{J}^{ $\Delta$\parallel $\Delta$ x=0.01} とする.ここで,(勧は,領域 Iに
おける線形内部浅水波の位相速度である.線形内部浅水波の位相速度砺は,次式で表わされる.

C_{\mathrm{i},0}=\sqrt{($\rho$_{2}-p_{1})ghh/($\rho$_{2}h+$\rho$_{1}h)} (9)

図-3 に,領域 Iで与える入射波の空間波形を示す.これは,内部孤立波の数値解を求めるため

の手法 (山下ら,2016) を適用して得られた,本方程式系に対する内部孤立波の数値解である.こ

こで,波高上層厚比は, \mathrm{M}/h_{1}=0.1 である.図中には,BO 方程式の内部孤立波解も描かれているが,

本数値解と BO 解は,ほぼ一致している.

4. 深水域から浅水域に伝播する内部孤立波

まず,図\dashv に示した地形上を深水域から浅水域に伝播する内部孤立波を対象とする.図\triangleleft に,

Case 1‐O における内部波の界面形の時間変化を示す.図 \triangleleft において,斜面上では,波形が殆ど変
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図 \triangleleft Case  1<) における界面形の時間変化 (領域 \mathrm{m} において, h/h_{1}=8.0 である.)
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図-5 Case 1‐A における時刻 a_{0}1h=34.9 の界面形 (領域 \mathrm{m} において, y_{h_{1}=4.0} である.)

化していない.そして,斜面を通過した内部波は,浅水域を伝播する際に,下に凸の二つの波に

分裂している.

図-5 に,山下ら (2014) による,本モデルの数値解析解と,KⅣ方程式による同一波高の孤立

波解との比較を示す.ここで,Case 1‐A の領域Ⅲにおける時刻 u/h=34.9 の界面形を示している.

本モデルによる第1波の界面形は, \mathrm{K}\mathrm{N} 方程式による同一波高の孤立波解と , 殆ど一致している.

図℃に,Case 1‐B の領域 \mathrm{m} における時刻 c_{\mathrm{g}h=30.5} の内部波の界面形を示す.この場合,浅水

域において安定した内部孤立波が存在せず,減衰する正弦波に類似した内部波が分裂波として生

じている.

また,図-7 に,Case 1‐D における内部波の界面形の時間変化を示す.この場合,領域 II と領域

\mathrm{m} の斜面勾配急変部で発生した反射波が確認される.そして,領域Ⅲにおいて,分裂が顕著に生

じ,波群が形成されている.この波群の全長は,時間の経過に伴い伸長している.図唱 に,山下

ら (2014) による,Case 1C の領域 \mathrm{m} における時刻 c_{w/h=34.9} の界面形の比較を示す.これより,
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図-6 Case 1‐B における時刻 c_{M^{h=305}} の界面形 (領域Ⅲにおいて, y_{h_{1}=1.0} である.)
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図-7 Case 1‐D における界面形の時間変化 (領域Ⅲにおいて, h/h_{1}=0.4 である.)
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図-8 Case 1\mathrm{C} における時刻 \mathcal{K}_{\mathrm{A}}\sqrt{}h=34.9 の界面形 (領域 \mathrm{m} において, y_{h_{1}=05} である.)

深水域で下に凸の BO 解であった第1波が,浅水域で上に凸の \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 解に変化したことが確認され

る.こうした,上下が反転する内部孤立波は,浅水域を対象とした \mathrm{K}\mathrm{N} 理論に基づく数値解析

(Helfiich ら,1984) や,現地観測 (Orr&Ⅶ炉\mathrm{o}\mathrm{e} ,2003) においても認められている.
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図-9 Case 1‐A 及び Case2‐A における界面形の時間変化 (黒色線が Case 1‐A, また,灰色線が Case 2‐A におけ
る界面形の時間変化を示す.なお,領域 \mathrm{m} において,静水時の層厚比は, hJh_{1}=4.0 である.)
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図-10 Case 1\mathrm{B} 及び Case2‐B における界面形の時間変化 (黒色線が Case 1‐B, また,灰色線が Case 2‐B におけ

る界面形の時間変化を示す.なお,領域 \mathrm{m} において,静水時の層厚比は,煽隔 =1.0 である.)

5. 深水域から浅水域に伝播した後に徐々に深くなる水域を伝播する内部孤立波

次に,図-2 に示した地形上を伝播する内部孤立波を対象とする.すなわち,内部波は,深水域

から浅水域に伝播した後,徐々に深くなる水域を進行する.

図-9 に,Case 1‐A 及び Case 2‐A における水面変動を示す.時刻 C_{\mathrm{i}0l}/h=262 における第1波の波

高は,領域 \mathrm{m} を伝播する Case 1‐A の内部波が,徐々に深くなる領域Ⅳを進行する Case 2‐A の内部

波より大きいが,他方,同時刻における第2波の波高は,Case 2‐A がCase 1‐A より大きい.

また,図-10 に,Case 1‐B 及び Case 2‐B における水面変動を示す.図-4 の場合と異なり,時刻

c_{w^{/h=30.5}} における第1波及び第2波の両者の波高が,Case 1‐B の内部波が,Case 2‐B より大きい.

図\dashv 1 に,各地点における界面の最低位置を示す.浅水域においても界面が muoel level より高い

位置にある Case 1つ及び Case 1‐A では,領域Ⅲにおける静水時の下層厚が薄い後者の方が,第1
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図 \dashv 1 界面の最低位置の分布
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図\dashv 2 界面の最高位置の分布

波の谷における界面位置がより低下し,波高が増加している.他方,浅水域において界面がcritical

level より低い位置にある Case 2\mathrm{C} 及び Case 1‐D では,領域 \mathrm{m} における静水時の下層厚が薄い後者

の方が,第1波の谷における界面位置が斜面上でより低下するが,その後,逆転して,後者の第1

波の谷における界面位置が前者より高4粒置にある.

一方,図-12 に,各地点における界面の最高位置を示す.浅水域において界面位置が \mathrm{c} $\alpha$ \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{e}1 levd

より低い位置にある Case 2\cdot \mathrm{C} 及び Case 1‐D では,内部波が領域 \mathrm{m} に進行すると,第1波の峰にお

ける界面位置は,静水時の下層厚が薄い後者がより上昇するが,その後,逆転して,後者が前者

より低 \mathrm{t} 粒置にある.
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6. \mathrm{f},\circ 論

深水域と浅水域を含む領域を伝播する内部孤立波を対象として,非線形波動方程式系を基礎方

程式系とする数値モデルを適用した数値解析を行なった.下に凸である BO 解の内部孤立波が大陸

斜面に到達して陸棚上を伝播するとき,陸棚上において静水時の界面位置がcdficallevel より高い位

置にある場合,下に凸の \mathrm{K}\mathrm{N} 解が,一方,陸棚上において静水時の界面位置がcritical levelより低

吋立置にある場合,上に凸の \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 解が,分裂を経て生じる.また,陸棚上における静水時の界面

位置が critical level と一致する場合,内部波は,減衰する正弦波に類似した波形を有する.更に,陸

棚上から,より深い水域に内部波が伝播する場合,第1波の波高が減少する.
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