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1 はじめに

我々は、Föppl‐von Ka
\acute{}

rmá 方程式の数値シミュレーションを通じて、弾性薄板の波動乱流の研
究を10年近くやってきた。数理解析研究所の 「乱流」 に関する研究集会では幾度か講演してき

たが、この 「波動」 の研究会では初めてなので、これまでの弾性波動乱流のレヴユーを兼ねなが

ら、それらの研究結果から新たに湧いてきた疑問点について報告したい。

我々が弾性波動乱流の研究を始めるきっかけとなったのは、 \mathrm{D}廿ringらによる先駆的な論文 [1]
で、非常に興味深いサブタイトル “Can one hear a Kolmogorov spectrum?” がつけられていた。
シンバルやサンダーシートの音は耳にすることはあったが、こういう視点を持ち合わせていなかっ

た。研究を始めた2010年ころはエネルギースペクトルですらコンセンサスの得られていない混

沌とした状況であった。Düxin \mathrm{g} らは,弱乱流理論の定常解として \mathcal{E}(k)\propto k[\log(k_{*}/k)]^{1/3} を得て、
直接数値計算によってその存在を確認した [1] 。ところが,鉄板による実験のエネルギースペクト
ルは, \mathcal{E}(k)\propto k^{-1/5} という幕指数の正負すら異なるものであった [2−4]。さらに、Nazarenko は弱
乱流理論と次元解析を用いて、エネルギーカスケードに対しては \mathcal{E}(k) \propto k^{-1} 、アクションカス
ケードに対しては \mathcal{E}(k)\propto k^{-1/3} が存在しうることを示した [5] 。

2 エネルギースペク トルの統一的理解

2.1 定式化と複素表現

薄い弾性板を伝播する波動は、変位の勾配が小さく,厚み方向の応力分布が無視できるとき、
Föppl‐von Ká  $\Gamma$mm (\mathrm{F}\mathrm{v}\mathrm{K}) 方程式で記述される [6, 7]。弾性薄板の面外 (横) 変位を  $\zeta$、運動量
を  p、Airy の応力関数を  $\chi$ として、

\displaystyle \frac{\partial $\zeta$}{\partial t}=\frac{p}{ $\rho$} , (1a)
\displaystyle \frac{\partial p}{\partial t}=-\frac{Yh^{2}}{12(1-$\nu$^{2})}$\Delta$^{2} $\zeta$+\{ $\zeta$,  $\chi$\} , (1b)

$\Delta$^{2} $\chi$=-\displaystyle \frac{Y}{2}\{ $\zeta$,  $\zeta$\} (1c)
で与えられる。ここで \{f, g\}=\partial^{2}f/\partial x^{2}\partial^{2}g/\partial y^{2}+\partial^{2}f/\partial y^{2}$\vartheta$_{9}^{2}/\partial x^{2}-2\partial^{2}f/\partial x\partial y\partial^{2}g/\partial x\partial y と

 $\Delta$ は、それぞれ Mong −Ampere 演算子と Laplce 演算子であり、  $\rho$、  Y、  $\nu$、んは、それぞれ密度、
Young 率、Poisson 比、板厚である。また、式(1b) の第1項と第2項は、それぞれ曲げ応力と面
内応力に由来する項である。

定式化の前に、波動乱流のオーソドックスな理論的アプローチについて簡単に纏めておく。

Zakharov [8] が1968年に、水面波の基礎方程式を、非粘性、非圧縮、非回転の仮定のもとで、正
準方程式として記述できることを示して以来、保存系の波動乱流に対してHamiltonianを用いた

定式化が行われてきた。
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一組の正準変数 (Q(x, t), P(x, t)) に対して、適当なスケール (  $\lambda$) 変換と回転変換を行った複素
変数

 a(x, t)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}}( $\lambda$ Q(x, t)+i\frac{P(x,t)}{ $\lambda$}) (2)

を導入すると、1つの正準方程式に纏めることができる。(波動) 乱流ではスペクトルやカスケー

ドのようにスケールに分けて考えるので、Fourier 空間を導入する。正準変数 a(x, t) のFourier

級数 a_{k} を導入すると、系の Hamiltonia を \mathcal{H} として正準方程式は

i\displaystyle \frac{da_{k}}{dt}=\frac{ $\delta$ \mathcal{H}}{ $\delta$ a_{k}^{*}} (3)

と書ける。波動現象の多くは非線形性が弱いので、系の Hamiltonian を ak の罧展開として表す :

\mathcal{H}=\mathcal{H}_{2}+\mathcal{H}_{3}+\mathcal{H}_{4}+\cdots 。ここで、 \displaystyle \mathcal{H}_{2}=\sum_{k}$\omega$_{k}|a_{k}|^{2} で $\omega$_{k} は線形分散関係より定まる振動数で

あり、 \mathcal{H}_{m}(m\geq 3) は a の m 次の量であり、 m 波相互作用を表す。また、 a_{k} は、線形 \mathcal{H}=\mathcal{H}_{2}

のときの解であり、複素振幅や要素波と呼ばれる。

弱乱流理論では、時間発展方程式に上記の Hamiltonian の寒展開を代入したときに現れる完結

問題を、弱非線形性を仮定し乱雑位相近似を用いることで回避して、アクションについての閉じ

た運動論的方程式を得る。アクションスペクトル n_{k} は、アンサンブル平均で自己相関のみが存

在することを意味し、 \{a_{k}a_{k^{l}}^{\star}\rangle=nk$\delta$_{kk'} で定義される。

弾性薄板の波動では、 ak= (pcvk $\zeta$_{k}+ip_{k} ) /\sqrt{2 $\rho \omega$_{k}} と $\omega$_{k}= \sqrt{Yh^{2}}/(12(1-$\nu$^{2}) $\rho$)k^{2} を導入す
ると、 \mathrm{F}\mathrm{v}\mathrm{K} 方程式 (1) は、波数間相互作用が4波相互作用であることにより \mathcal{H}=\mathcal{H}_{2}+\mathcal{H}_{4} と書
くことが出来、正準方程式 (3) の形で表される。ここで、

\mathcal{H}_{4}=k+k_{1}-k_{2}-k_{3}=0k-k_{\mathrm{i}}-k_{2}-k_{3}=0\displaystyle \sum F_{k_{2}k_{3}}^{kk_{1}}a_{k}a_{k_{1}}a_{k_{2}}^{*}a_{k_{3}}^{*}+\sum(G_{k_{1}k_{2}k_{3}}^{k}a_{k}a_{k_{1}}^{*}a_{k_{2}}^{*}a_{k_{3}}^{*}+\mathrm{c}.\mathrm{c}.)
+\displaystyle \sum_{k+k_{1}+k_{2}+k_{3}=0}(H_{kk_{1}k_{2}k_{3}kk_{1}k_{2}k_{3}}aaaa+\mathrm{c}.\mathrm{c}.) (4)

この場合の弱乱流理論におけるアクションスペクトルの時間発展を記述する運動論的方程式は、

\displaystyle \partial_{t}n_{k}=\sum U_{k_{1}k_{2}k_{3}}^{k}n_{k}n_{k_{1}}n_{k_{2}}n_{k_{3}}k_{1}+k_{2}+k_{3}=k(\frac{1}{n_{k}}-\frac{\mathrm{i}}{n_{k_{1}}}-\frac{1}{n_{k_{2}}}-\frac{\mathrm{i}}{n_{k_{3}}})$\delta$_{$\omega$_{k_{1}}+$\omega$_{k_{2}}+$\omega$_{k_{3}}}^{$\omega$_{k}}
+\displaystyle \sum_{-k_{1}+k_{2}+k_{3}=k}V_{k_{2}k_{3}}^{kk_{1}}n_{k}n_{k_{1}k_{2}}nn_{k_{3}} (\frac{1}{n_{k}}+\frac{1}{n_{k_{1}}}-\frac{1}{n_{k_{2}}}-\frac{1}{n_{k_{3}}})$\delta$_{$\omega$_{k_{2}}+ $\omega$}^{$\omega$_{k}+$\omega$_{k_{1}}}k_{3}
-k_{1}-k_{2}+k_{3}=k+\displaystyle \sum W_{k_{3}}^{kk_{1}k_{2}}n_{k}n_{k_{1}}n_{k_{2}}n_{k_{3}} (\frac{1}{n_{k}}+\frac{1}{n_{k_{1}}}+\frac{1}{n_{k_{2}}}-\frac{1}{n_{k_{3}}})$\delta$_{$\omega$_{k_{3}}}^{$\omega$_{k}+$\omega$_{k_{1}}+$\omega$_{k_{2}}} (5)

と表され、非線形相互作用が4波共鳴相互作用によることを示している。

多くの4波共鳴相互作用の波動乱流系とは異なり、この運動論的方程式 (5) には  1\leftrightarrow  3 型と
3\leftrightarrow 1 型 (右辺第2と第3項) の4波共鳴相互作用が存在する。これにより運動論的方程式 (5)
の保存量は、線形エネルギー \displaystyle \sum_{k}$\omega$_{k}n_{k}=\sum_{k}$\omega$_{k}|a_{k}|^{2}=\sum_{k}(\frac{1}{2p}|p_{k}|^{2}+\frac{ $\mu$\prime}{2}\mathrm{A}2|$\zeta$_{k}|^{2}) のみであり、

アクション \displaystyle \sum_{k}n_{k} は保存しないことに注意する。

非平衡統計的定常状態を作るために、外力 \mathcal{F} と散逸 \mathcal{D} を加えた次式 :

\displaystyle \frac{dok}{dt}=-i$\omega$_{k}a_{k}+\mathcal{N}_{k}+\mathcal{F}_{k}-\mathcal{D}_{k} (6)

の直接数値シミュレーションを行う。ここで、 \mathcal{N}_{k}=-i $\delta$ \mathcal{H}_{4}/ $\delta$ a_{k}^{\star} は非線形項の簡略表現である。 \mathcal{F}_{k}

は低波数領域 |k|\leq 8 $\pi$ で |a_{k}|= const. とし、 \mathcal{D}_{k} は高波数領域で有効となるように \mathcal{D}_{k}= $\Gamma$|k|^{4}a_{k}
とした。非線形項の畳み込みには4/2法によるエイリアス除去を行う擬スペクトル法、時間発展
には4次精度Rung\leftarrowKutta法を用いた。
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図1: 外力の大きさを変えたときのエネルギースペクトルの変化。Ref. [9] より改変。

2.2 エネルギーレベルとエネルギースペクトル

我々は、外力の大きさを系統的に変えることにより、図1のようなエネルギースペクトルを得た

[9]。高波数領域において系は弱乱流 (弱非線形) であり、運動論的方程式の定常解 \mathcal{E}\propto k[\log(k_{*}/k)]^{1/3}
が得られ、低波数領域において系は強乱流 (強非線形) であり、エネルギースペクトル \mathcal{E}\propto k^{-1/3}

が得られた。このエネルギースペクトルは、Nazarenko[5] の予想したアクションカスケードに対
するエネルギースペクトルと同じ幕指数を持つが、その導出は弱乱流を仮定しているうえに、運

動論的方程式 (5) においてアクションが保存量でないことから、別の機構によるものと考えられ
る。我々の論文 [9] の結果は、§ 1に記述したエネルギースペクトルの多様性が、エネルギーレベル
の違いということで統一的に理解できることを示唆している。実験の論文 [4] のFig.2(a) を、こ
の視点から見ると我々の理解と合致している。

特筆すべきは、低波数領域と高波数領域とで異なる幕をもつ乱流スペクトルが現れることであ

る。一様等方性乱流において、このように強弱乱流の共存状態がある例は、他には知らない。 こ

の強弱乱流スペクトルの境界となる波数 (分離波数) は,線形と非線形の時間スケールが拮抗する
ことから見積もることができる [10]。非線形の時間スケールは nk/(dn_{k}/dt) で見積もられること
が多いが [11] 、定常状態では発散するためこの見積もりは使えない。そこで、線形分散関係に自
己相互作用を繰り込んだ非線形分散関係により、非線形の時間スケールを見積もった。その結果

を図1に直線 (緑色) で描いてある。良い一致をしめすことから、弱乱流理論における線形と非

線形時間スケールの分離の重要性がわかる。
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3 1波数表現とエネルギー輸送

3.1 Airy 応力関数と1波数表現

弾性波動乱流の系の保存量としてのエネルギーは全HamUtonian\mathcal{H}=\mathcal{H}_{2}+\mathcal{H}_{4} であるにもか

かわらず、Zakharov の先駆的な論文 [8] 以降のオーソドックスなアプローチでは、要素波 ak の
2次相関量 E_{k}^{(2)}=$\omega$_{k}|a_{k}|^{2} をエネルギースペクトルと見なしている。というのも、 \mathcal{H}_{4} のFourier

表現が妬の畳み込みとなってしまうからである。
元に戻って、  $\eta$, p および  $\chi$ のFourier 級数を用いると

\displaystyle \mathcal{H}=\sum_{k}(\frac{1}{2 $\rho$}|p_{k}|^{2}+\frac{ $\rho \omega$_{k}^{2}}{2}|$\zeta$_{k}|^{2}+\frac{k^{4}}{2E}|$\chi$_{k}|^{2}) (7)

と表され、全エネルギーは、運動エネルギー K_{k}=|p_{k}|^{2}/(2 $\rho$) , 曲げエネルギー玲k= $\rho \omega$_{k}^{2}|$\zeta$_{k}|^{2}/2,
伸縮エネルギー V_{\mathrm{s}k}=k^{4}|$\chi$_{k}|^{2}/(2Y) の和で与えられる。線形エネルギーは E_{k}^{(2)} =K_{k}+ 秘で
あり、ポテンシャルエネルギーは臨 =V_{\mathrm{b}k}+V_{\mathrm{s}k} である。Airy 応力関数  $\chi$ を用いることで、 \mathcal{H}_{4}

が1波数 k のFourier 表現の和として書くことができる。

3.2 エネルギー輸送と詳細釣り合い

エネルギー保存則に対応する \mathcal{H} を1波数表現の和として書くことが出来たので、波数空間でのエ

ネルギー輸送の厳密な表現を得ることが出来る。エネルギー輸送率 T_{k} は波数 k でのエネルギーの時
間変化率 T_{k}=dE_{k}/dt で与えられるので、外力と散逸を無視して、 T_{k}=T_{Kk}^{(2)}+T_{Kk}^{(4)}+T_{V_{\mathrm{b}}k}+T_{V_{8}k}
と書ける。ここで、 T_{Kk}^{(2)}=-\underline{ $\omega$}^{2}2^{\mathrm{A}}p_{k}^{*}$\zeta$_{k}+\mathrm{c}.\mathrm{c} .、 T_{Kk}^{(4)}=p\overline{2}Ả$\rho$^{\sum_{k_{1}+k_{2}=k}}*|k_{1}\times k_{2}|^{2}$\chi$_{k_{1}}$\zeta$_{k_{2}}+\mathrm{c}.\mathrm{c}_{ $\tau$} T_{V_{\mathrm{b}}k}=

-$\omega$_{\mathrm{A}}^{2}2p_{k}^{*}$\zeta$_{k}+\mathrm{c}.\mathrm{c} .、 T_{V_{\mathrm{s}}k}=-$\chi$_{1}^{*}」2$\rho$^{\sum}k_{1}+k_{2}=k|k\mathrm{i}\times k_{2}|^{2}$\zeta$_{k_{1}p_{k_{2}}}+\mathrm{c}.\mathrm{c} . はそれぞれ、 dK_{k}/dt の2次の項で

ある2次運動エネルギー輸送,同じく4次の項である4次運動エネルギー輸送,曲げエネルギー輸
送 dV_{\mathrm{b}k}/dt , 伸縮エネルギー輸送 dV_{\mathrm{b}k}/dt である。

これより T_{Kk}^{(2)}=-T_{V_{\mathrm{b}}k} が成り立つが、これは波数 k の運動エネルギーと曲げエネルギーの交
換を表している。非線形相互作用によるエネルギー輸送は、 T_{Kk}^{(4)} と T_{V_{\mathrm{s}}k} によって生じ、厳密に

エネルギー保存則 \displaystyle \sum_{k}T_{k}=0 が成立している。これまでの弱乱流理論では線形エネルギーのみ

を考えていたので、非線形エネルギー輸送は T_{Kk}^{(4)} のみとなりエネルギー保存則を満足しない。

さらに3成分 (k+k_{1}+k_{2}=0) 相互作用関数を

T_{kk_{1}k_{2}}= T_{Kkk_{1}k_{2}}^{(4)}+T_{V_{\mathrm{s}}kk_{1}} k2=\displaystyle \frac{|k_{1}\times k_{2}|^{2}}{2 $\rho$}(p_{k}$\chi$_{k_{1}}$\zeta$_{k_{2}}-$\chi$_{k}$\zeta$_{k_{1}p_{k_{2}}}\rangle 5_{k+k_{1}+k_{2},0}+\mathrm{c}\mathrm{c} (8)

と定義すると、エネルギー詳細釣り合い T_{kk_{1}k_{2}}+T_{k_{1}k_{2}k}+\mathrm{T}_{k_{2}kk_{1}} =0 が成立する。また、 T_{\mathrm{K}kk_{1}k_{2}}^{(4)}+
T_{V_{\mathrm{S}}k_{2}kk_{1}}=0 も成立することから、非線形エネルギー輸送は運動エネルギーと伸縮エネルギーの

間で起こり、曲げエネルギーのモードは介在しているだけであることがわかる [12] 。
図2(左) に、直接数値シミュレーションから得られたエネルギー輸送率を示す。外力領域で外

力から伸縮エネルギーヘエネルギーが注入され、慣性小領域をカスケードして、散逸領域で運動

エネルギーを通じて散逸されていることがわかる。図2(右)) に描かれた全エネルギーフラックス
\displaystyle \mathcal{P}(k)\equiv-\int_{0}^{k}T(k')dk'=\int_{k}^{\infty}T(k')dk' が正で一定であることから、順方向にエネルギーカスケー
ドしていることが確認される。

それぞれのエネルギー輸送率についてエネルギーフラックスを勉 (k)\displaystyle \equiv-\int_{0}^{k}T_{i}(k')dk' のよう
に形式的に定義することは可能ではあるが、保存則を満たしていないことに対応して、最小波数

と最大波数で同時に 0 となることができず、フラックスとしては不適切である。これまでの弱乱

流理論で考えられてきたように線形エネルギーに対するフラックスのみを考えると、図2(右) の

140



(\mathrm{x}

\wedge\overline{|} $\omega$
\aleph|

目
\vee

\mathrm{r}^{\dot{\mathrm{Q})}}$\xi$^{6}\mathrm{g}
の

図2: エネルギー輸送率 (左) とエネルギーフラックス (右).Ref. [12] より.

\mathcal{P}_{K}^{(4)} のように符号すら全エネルギーフラックスとは異なることがある。これは、弱乱流理論でエ

ネルギー輸送を調べることの限界を示している。

3.3 間欠性とエネルギー輸送
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図3: 非線形性  $\eta$、線形エネルギー  E^{(2)} と非線形エネルギー V_{\mathrm{s}} の時間発展。Ref. [13] より。

ここまでは統計的平均量を見てきたが、弾性波動乱流のダイナミックスに視点を移す。系の非
線形性  $\eta$ を非線形エネルギー  V_{\mathrm{s}} と線形エネルギー E^{(2)} の比で  $\eta$=V_{\mathrm{S}}/E^{(2)} と定義し、図3に、

 $\eta$ 、  E^{(2)} と聡の時間発展を描いてある。非線形性には鋸歯状の強い間欠性が現れていることがわ
かる。ここでは、  $\eta$>\langle $\eta$\rangle+\sqrt{\{( $\eta$-\langle $\eta$\rangle)^{2}\rangle} の時を \mathrm{a} $\iota$tive phase、  $\eta$<\langle $\eta$} -\sqrt{\langle( $\eta$-\langle $\eta$\})^{2}\rangle} の時を
moderate phase と呼ぶことにする。

図4に、各phase において平均したエネルギースペクトルとエネルギー輸送を示す。図3に現れ
ている強い間欠性が、外力と強乱流領域に対応した中低波数域 (k\sim<400) に由来することが見て

取れる。弱乱流領域に対応した高波数域や、図は省略したが、運動エネルギーや曲げエネルギー

のスペクトルはphaseによる差は殆ど無かった。
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図4: 各phase において平均したエネルギースペクトルとエネルギー輸送。Ref. [13] より。

図4右より、active phase におけるエネルギー輸送が外力領域で大きく負になり強乱流領域で
正となっているのに対し、moderate phase にいてはどちらの領域においても小さな負の値をとっ
ていることがわかる。Active phase において、外力からエネルギーが供給され強乱流領域に分配
されているのである。

3.4 実空間構造とエネルギー輸送

(\times 10^{7})

0.501 0.501 \text{ゆ^{-}}\mathrm{r}^{$\iota$_{\vee}}\mathrm{Y}^{\backslash },4
’

\sim

\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-} 00^{\cdot}521.51
0 0.5 1 0 0. 5 1

図5: Active phase (左) とmoderate phase (右) における伸縮エネルギー場。Ref. [13] より。

エネルギー輸送と実空間構造との関係を調べてみる。前節3.3の結果より、伸縮エネルギー場玲
に各 phase の差異が顕著に現れると考えられるので、図6にそれらを描いてある。Active phase
では強いバンドル構造が現れているのに対し、moderate phase では顕著な構造が見当たらない。
このバンドルの細長い構造が、前節3.3における、外力から強乱流領域への非局所的なエネルギー
の輸送に対応している。
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実空間におけるエネルギー輸送についても、節3.2で得た Fourier 空間におけるのと同じよう

な表現が得られる。ある有限の領域 A に対して、同様にエネルギー分解をして各エネルギー輸送

を定義すると

\displaystyle \frac{\partial \mathcal{K}}{\partial t}=T_{\mathcal{K}}^{(2)}+ T_{\mathcal{K}}^{(4)} =-\frac{Yh^{2}}{12(1-$\sigma$^{2}) $\rho$}\int_{A}p\triangle^{2} $\zeta$ dA+\frac{1}{ $\rho$}\int_{A}p\{ $\zeta$,  $\chi$\}dA (9a)

\displaystyle \frac{\partial \mathcal{V}_{\mathrm{B}}}{\partial t}=T_{\mathcal{B}}^{(2)}+T_{\mathcal{B}}^{(\mathrm{D})}=\frac{Yh^{2}}{12(1-$\sigma$^{2}) $\rho$}\int_{A}p\triangle^{2} $\zeta$ dA+\mathrm{B}.\mathrm{V}.(\partial A) (9b)

\displaystyle \frac{\partial \mathcal{V}_{\mathrm{S}}}{\partial t}=T_{S}^{(4)}+T_{\mathcal{S}}^{(\mathrm{D})}=-\frac{1}{ $\rho$}\int_{A} $\chi$\{p,  $\zeta$\}dA+\mathrm{B}.\mathrm{V}.(\partial A) (9c)

を導くことができる。ここで、B.V. (\partial A) は領域 A の境界での値を意味する。これらの実空間にお

けるエネルギー輸送についても、Fourier 空間における詳細釣り合いに相当する式 T_{\mathcal{K}}^{(4)}+T_{\mathcal{S}}^{(4)} =

B.V. (\partial A) が成り立つ。図は省略するが、これらの表式を使って直接に実空間構造とエネルギー

輸送との関係を調べることもでき、論文 [13] でバンドル構造との関係も明らかにした。

3.5 弾性波動乱流の全体像

\mathrm{A}\mathrm{c}^{+}

Pt

on

図6: 弾性波動乱流のエネルギー輸送の概念図。Ref. [13] より。

これまでの結果を総合すると、弾性波動乱流の全体像が見えてくる [13]。外力は、主にactive
phase にエネルギーを伸縮エネルギーの形で外力領域にエネルギーを与え、実空間におけるバン
ドル構造を作る。この間欠構造は Fourier 空間で非局所的にエネルギーを強乱流領域に分配する。

分配されたエネルギーは慣性領域を運動エネルギーと伸縮エネルギーの間で局所的に交換しなが

らカスケードする。弱乱流領域では運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの間を弱乱流理論

の共鳴相互作用の形でカスケードされる。散逸領域に到達したエネルギーは運動エネルギーから

供給される形で消散される。
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4 新たな疑問

弾性波動乱流におけるエネルギー輸送の総合的な猫像が得られ、本研究課題に対して一区切り
ついたと考えていたが、最近出版された論文を読んでいると新たな疑問が出てきた。

Miquel ら [14] は、エネルギーレベルを上げるとDynamical Crumpling と呼ばれる \mathrm{d}‐coneに
類似した構造が横変位 (  $\zeta$ ) 場に現れると報告した。  $\zeta$ は線形ネルギー ( = 曲げエネルギー) に関
係した量であり、我々の見つけた伸縮エネルギー (V_{\mathrm{S}}) 場におけるバンドル構造やエネルギー輸送
との関係は不明である。

また、Miquel らの最近の論文 [15] によると、実験のエネルギースペクトルが弱乱流理論の予
測する k (右上がり) ではなく右下がりとなるのは、広域的なエネルギー散逸が原因とされてい
る。節2.2での我々の理解とは異なるし、実験で報告されてきた波動乱流は慣性領域を持ってい
ないことになる。これに関連して気になることがある。乱流の数値シミュレーションでは統計的

平衡状態としながらも慣性領域を大きくするために、波数空間でできるだけ局在化した外力や散
逸項が人為的に導入される。本弾性波動乱流の系において、慣性領域の普遍性がどの程度成り立
つかは不明である。

更に、 \mathrm{D}血ing らは論文 [16] において、高波数帯外力の数値シミュレーションを行い、アクショ
ンの逆カスケ- ドを見出したとしている。同著者らによる先駆的な論文 [1] では、「 1\leftrightarrow 3 型の4
波共鳴相互作用の存在によりアクションは保存量でなくなり、従ってアクションの逆カスケード
は期待できない」 と書いているにもかかわらずである。

最後に、昨年には Chibbaro とJosserand [17] は、数値シミュレーションにおいて2点の構造関
数を調べて、小スケールにおける間欠性を報告している。弾性薄板の系の非線形性は大スケール
ほど大きく、小スケールほど弱乱流理論の近似が良くなるにもかかわらずである。

5 基礎方程式と外力依存性

前節に挙げた新たな疑問を調べる前に、定式化について再考してみた。

5.1 基礎方程式の同等性

我々は、波動乱流のオーソドックスな解析で用いられる複素振幅 a_{k} をベースとした式 (6) を数
値シミュレーションしてきた。式(1) と式(3) とは、 ( $\zeta$,p) から a への正準変換に対応して、周期
境界条件のもとで同等であるが、式(1) に外力 F と散逸 D を加えた

\displaystyle \frac{\partial $\zeta$}{\partial t}=\frac{p}{ $\rho$}+F_{ $\zeta$}+D_{ $\zeta$} , (10a)

\displaystyle \frac{\partial p}{\partial t}=-\frac{Yh^{2}}{12(1-$\nu$^{2})}$\Delta$^{2} $\zeta$+\{ $\zeta$,  $\chi$\}+F_{p}+D_{p} , (10b)

と式 (3) に外力と散逸を加えた式 (6) とは必ずしも同等ではない。さらに言えば、式(3) と式(6)
は (式 (10)も) 共に次式とも必ずしも同等ではない :

 $\rho$\displaystyle \frac{\partial^{2} $\zeta$}{\partial t^{2}}=-\frac{Yh^{2}}{12(1-$\nu$^{2})}$\Delta$^{2} $\zeta$+\{ $\zeta$,  $\chi$\}+F+D (11)

慣性領域は外力に鈍感なはずだから気にしなくても良いという楽観的な考え方もあるが、 p=

 $\rho$\partial $\zeta$/翻の関係を壊すのは問題という考え方もある。流体乱流のように慣性領域を外力によらな
い普遍的なものとして考えられるかが不明である弾性波動乱流においては、数値シミュレーショ
ンでの外力の入れ方には慎重でなければならないと思う。
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5.2 外力とエネルギースペク トル

線形分散関係や § 2.2の結果からわかるように、低波数側では非線形の振る舞いが支配的とな
り、高波数側になるにつれて非線形性が弱くなる。また、§ 4でも書いたように、小スケールに間
欠性があると主張する論文や、アクションの逆カスケードがあるとする論文もある。これらのこ
とを数値シミュレーションにより調べる前に、低波数領域や高波数領域に加える外力の慣性領域
への影響を明らかにしておく必要があると考えた。
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図7: 線形エネルギースペクトル。

§ 2と3では振幅を一定とする外力を低波数領域に加えた数値シミュレーションの結果を示し
たが、ここでは、比較のために、対照的でかつ他の論文でよく用いられているランダムな加法的
外力を用いた結果を示す。§ 2.2から、スペクトルの形状がエネルギーレベルに依存すると予想さ

れるので、外力の大きさをいくつか変えた。また、高波数領域外力では論文 [16] にならい、低波
数領域に散逸機構を入れてはいない。

図7の上段、中断、下段にはそれぞれ式 (6) 、(10)、(11) の形で、左列と右列にはそれぞれ低
波数領域または高波数領域に外力を加えたときの、十分に定常とみなせる時刻における線形ネル

ギースペクトルを描いてある。波動乱流に関する他の論文のエネルギースペクトルは全て線形ネ
ルギースペクトルなので、それらに合わせた。

高波数領域に外力を加えた場合は、エネルギースペクトルの形状が外力に鈍感なのに対して、
低波数領域に外力を加えると、中段と下段は似ているが上段はかなり違った傾向を見せ、前者は
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外力域から高波数側にエネルギー‐ が殆ど流れていない。§ 3.5でも書いたように、低波数領域で
は非局所的な強非線形の相互作用があるのに対し、高波数領域では局所的な共鳴相互作用のみと
なっていることを反映していると考えられる。

\check{\mathrm{u}\rfloor}\simeq^{1}\wedge 1 \displaystyle \frac{\wedge\simeq}{\mathrm{u}}1

1 1
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\mathrm{k} \mathrm{k}

図8: 非線形部まで含んだ全エネルギースペクトル。

§ 3にも書いたように、この系では非線形部まで含んだ全エネルギースペクトルを定義できる

ので、図8に図7の線形ネルギースペクトルをこれに置き換えたものを描いてある。非線形部ま
で含んだ全エネルギースペクトルでみると、低波数領域外力の場合 (左列) は、中段と下段は似
ているが上段だけがかなり違った形となっており、外力の入れ方によりエネルギーの高波数側へ
の伝達が大きく異なっていることがわかる。高波数領域外力の場合 (右列) でも、線形のエネル
ギースペクトル (図7右列) では見えなかったが、エネルギーレベルが上がって来ると低波数領
域に差異が認められるようになってくる。

6 まとめ

本報告では、弾性波動乱流に関する研究の簡単なレヴューをしたのち、§ 3.5に我々の得た弾性
波動乱流の全体像を示した。また、最近の研究結果から出て来た新たな疑問について考える準備
段階として、低波数領域や高波数領域に加える外力の慣性領域への影響について数値シミュレー
ションにより調べた。
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薄板の弾性波動は、実験、理論、数値シミュレーションの各方面からのアプローチが可能な系

であるが、波動乱流系としてはかなり特異な側面も持っている。支配方程式である Föppl‐von
\mathrm{K}\acute{\mathrm{a}}\mathrm{m}\acute{\mathrm{m}} 方程式から導かれた弱乱流理論の運動論的方程式は4波共鳴相互作用系であるが、非線
形項の対称性から 1\leftrightarrow 3 型と 3\leftrightarrow 1 型の共鳴相互作用の項の係数が 0 とならないので、アクショ
ンは一般には保存しない。また、等方な系にもかかわらずエネルギースペクトルに2種類の幕を
もつ乱流状態が共存している。

基礎となるモードを、波動乱流の解析としては標準的な複素振幅 ak を採用する代わりに、元
の物理変数 ($\zeta$_{k},p_{k_{\rangle}}$\chi$_{k}) を採用すると、非線形部を含む全エネルギーに対して1波数表現が得ら
れる。これにより、エネルギー輸送の厳密な解析表現が得られ、弱乱流理論が破綻をきたす状態
であっても、その詳細な解析が可能となる。Fourier 空間および実空間の両面からの解析により、

§ 3.5に示したように、弾性波動乱流におけるエネルギー輸送の全体像を得ることができた。
しかしながら、最近の研究から波動乱流の別の側面が報告されるようになると、§ 4に書いたよ

うな新たな疑問が湧いてくる。これらの疑問に答えようとするとき、その準備段階として、慣性
領域の統計的性質の外力に対する依存性を明らかにしておく必要がある。乱流の数値シミュレー
ションでは外力や散逸を 「適当に」 加えることが普通である。これは慣性領域が外力や散逸によ

らず普遍的な振る舞いをすると考えているからである。また、この系で言うと、 a で記述するか
( $\zeta$,p) で記述するかはどの正準変数を取るかの問題で同等である。しかし、外力や散逸を加えた
場合には必ずしも同等ではない。

それぞれの方程式に低波数領域または高波数領域に外力を加えた場合の数値シミュレーション
の結果を§ 5.2に纏めたが、特に低波数領域に外力を加えた場合の線形ネルギースペクトルに顕
著な差異が現れた。これは低波数側では非局所的な強乱流状態になっていることの現れである。
線形ネルギースペクトルと非線形部を含む全エネルギースペクトルとでも外力依存性が異なるこ
とを示している。

今回の準備的な数値シミュレーションの結果によると、これまでの他の系も含む波動乱流の数
値シミュレーションにおける外力の加え方についても再考してみる価値があるのかもしれない。
また、エネルギースペクトルについても、これまでは全て線形ネルギースペクトルのみが議論さ
れてきたが、エネルギー輸送という非線形現象が重要な役割をする波動乱流において、詳細に検
討してみる必要があるように思う。
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