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Abstract

空間1次元系の5次の非線形項を有する複素Ginzburg‐Landau 方程式の時空間ダイナミクスに現
れる,散逸ソリ トンの爆発現象の統計的諸性質を調べた.平均場のゆらぎは,2重井戸型ポテンシ

ャルに対応する確率分布で特徴づけられることが分かった.また,位置‐運動量空間中での重心運

動は非正規型の確率分布に従うことを確認した.これらの統計則を記述すると期待される確率微

分方程式を導入し,対応する定常分布を導出した.

1 緒言

複素 Ginburg‐Landau 方程式(CGLE) は非平衡開放系の Hopf 分岐点回りにおける散逸場の時空間

パターン形成を記述する数理モデルの標準形である[1]. 超臨界Hopf分岐に対応する場合は3次

の,亜臨界 Hopf分岐に対応する場合は5次の非線形項を最高次の項として持つことが知られてい
る.この数理モデルに関連した様々な時空間パターンが実験および数値計算によって確認されて

いる.特に,5次の非線形項を持つ場合には非線形光学の分野でモデル方程式として使用され,そ

の解の性質が理論的応用的観点から精力的に調べられている[2].
近年,散逸ソリ トンの爆発現象と呼ばれる,散逸系の局在波が時間的に不安定化を伴う拍動を

示す現象が数値計算により報告され,その性質は従来から知られていた時間的な周期現象である

ブリーザー解とは異なるものであるということも示されている.この爆発現象は,定性的には無

間次元力学系における安定多様体と不安定多様体が交差するホモクリニック軌道であることが示

唆されている一方で[3], 詳細なダイナミクスについては未だ不明な点が多い.

本研究では,散逸ソリ トンの爆発現象のダイナミクスを調べるために,いくつかの秩序変数を

導入し,それらのゆらぎについて解析する.また,散逸ソリ トンの位置運動量空間における重心

運動を疑似確率密度関数の一種であるWigner分布関数を用いて定義する.これらの運動を解析す
る道具立てとして,非Gauss 統計に従う確率微分方程式を導入し,その性質について論じる.

2 散逸ソリトンの統計的性質

CGLE は空間的な広がりを持つ散逸系に逓減摂動法を適用することにより導出される.この方程

式は振幅と位相のゆっく り とした時空間変化を記述する.特に,亜臨界Hopf分岐に対応する5次

の非線形項を有する CGLEは複素場 A(x,t) に関して以下のように表される[2].
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\partial_{t}A= $\mu$ A+(8,, +\mathrm{i}$\beta$_{i})|A|^{2}A+($\gamma$_{f}+\mathrm{i}$\gamma$_{i})|A|^{4}A+(D_{r}+\mathrm{i}D_{{\$}} (1)

ここで,実パラメータ  $\mu$,  $\beta$ r,  $\beta$ i,  $\gamma$ r,  $\gamma$ i , Dr, Di は元のシステム固有のパラメータから決

定される.

式(1)に対して,スペクトル法の一種である疑スペク トル法を用いた数値計算を行った.時間積

分スキームには4次の Runge‐Kutta 法を採用した.システムサイズを  L=16 $\pi$ とし,境界条件には

周期境界条件を採用した.初期条件にはGauss型の波束を与え,位相に標準正規乱数を印加した.

時間刻みは  $\Delta$ 「\triangleleft.005 , 空間刻みは  $\Delta$ x=Ll256 とした.パラメータはそれぞれ, $\mu$^{=}-0.213,  $\beta$ F1.0,

 $\beta$_{\ulcorner-}0.8,  $\gamma$\prime--0.1,  $\gamma$ i--0.6 , Dr=0.125, D「-0.5 に固定した.

散逸ソリ トンのダイナミクスを調べるために,以下で定義される平均場を導入する.

X(t)=\displaystyle \frac{1}{L}\int_{-L,/2}^{I_{d}/2'}\mathrm{R}\mathcal{L}[A(x, t)]\mathrm{d}x, Y(t)=\frac{1}{L}\int_{-L/2}^{L/2}{\rm Im}[A(x,\ell i)]\mathrm{d}x . (2)

平均場の時系列を図1に示す.図1において,実部と虚部それぞれの平均場において,周期的な

振動と間欠的な運動を確認することができる.これは,散逸ソリ トンの爆発現象はブリーザーの

ような周期的なダイナミクスと状態が不安定化するダイナミクスで特徴づけられることを表して

いる.この時系列に対応する確率分布を図2に示す.図2において,実部と虚部それぞれの平均

場の確率分布は中央部が下に凸の形状を持ち,べき乗の広い裾野を持つことが確認できる.これ

は,図1において確認された周期的な振動は2重井戸型のポテンシャルの中で生じていることに

対応する.すなわち,散逸ソリ トンの振動はカオス的な不安定性を有することを示唆している.

また,確率分布の両端に現れるべき乗の広い裾野は間欠的な運動によるものである.このような

現象は他の非線形非平衡系においても頻繁に観測されている.

\wedge\dot{\aleph}\sim.

{}^{\underline{\mathrm{t}}}lX $\vartheta$ \underline{{\$}}J0\mathrm{C} ‐:wn 1m\mathrm{o} 1\infty 0 2\mathrm{t})\mathrm{Q}0  $\iota$ 000 12\mathrm{Q}0  14\mathrm{i} $\kappa$  w\infty \underline{{\$}};\infty  x\infty 0

t t

図1 平均場の時系列
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図2 平均場の時系列に対応する確率分布

次に散逸ソリ トンの位置‐運動量空間でのダイナミクスを調べるため,Wigner分布関数を導入す

る[4]. これは,複素場 A(x,t)から以下の式で定義される Wigner 変換により得られる.

\mathrm{t}l^{ $\gamma$}/(x. $\gamma$.:_{i}t)= \displaystyle \frac{1}{\sim)_{j}\prime $\tau$}\int_{\infty}^{$\lambda$^{\wedge}}\text{一_{\vee}}\sim $\tau$\prime\{^{*}(x-J t\rangle,\{ (x t)_{\mathrm{C}^{1:}}^{\mathfrak{i})(1_{\mathrm{c}}\{y} (3)

ここで, x と p はそれぞれ位置と運動量の座標である.定義より,Wigner 分布関数は実関数であ

るが負の値も取り得る.図3にある時刻におけるWigner分布関数を示す.この図においても負の
値をとることが確認できる.また,位置と運動量の空間において波束が非対称な形状をしている

ことも確認できる.これは保存系における非線形波動のWigner分布関数には見られない特徴であ
る.この非対称性は散逸の効果が位相のダイナミクスに影響を及ぼすことに起因していると考え

られる.

図3 散逸ソリ トンのWigner分布関数
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位置‐運動量空間における重心運動を定義するため,Wigner 分布関数から以下の式で定義される
確率密度関数を求める.

P(x,p, t)= (\displaystyle \int|W(x,p_{\backslash }\prime t)|^{2}dxdp) |W(x,p, t)|^{2} (4)
この確率密度関数に対して位置と運動量の重心座標を以下のように導入する.

\displaystyle \tilde{x}(t)=\int xP(x,p, t) dxdp, \displaystyle \hat{p}(t)=\int pP(x,p,\cdot t)dxdp. (5)

重心運動の時系列を図4に示す.図より,非定常な不規則運動を示すことが確認できる.トレン

ド成分を除去するために,時系列の差分をとる.これを示したものが図5である.この図におい

て非定常なトレンド成分が除去され,間欠的な運動が支配的であることが確認できる.これらに

対応する確率分布を図6に示す.差分時系列が示唆する通り,確率分布は左右対称なべき乗の裾

野を持つことが確認できる.
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図4 重心運動の時系列

 $\Delta$

\Re $\phi$\Re \oplus m \mathfrak{F}\mathfrak{B} \mathfrak{B}\Re \oplus\infty &m

 i

\ovalbox{\tt\small REJECT} \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{B} \Re m \mathrm{W} \Re\Re aem

 t

図5 重心運動の差分時系列
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図6 重心運動の差分時系列に対応する確率分布

3 確率モデル

2重井戸型ポテンシャルの中で運動する,ランダムな外力を受ける振動子は以下の確率微分方程

式でモデル化される[5].

\mathrm{d}\mathrm{Z}=-\nabla U(\mathrm{Z})\mathrm{d}t+\sqrt{2I2}\mathrm{d}\mathrm{W} (6)

ここで, \mathrm{Z} は X と \mathrm{Y} を成分に持つ2成分ベクトルで, W はそれぞれ独立な正規白色過程 Wx と 恥
成分に持つ2成分の確率ベク トルである.また, U(\mathrm{Z}) は2重井戸型ポテンシャルであり,

U(X,\displaystyle \mathrm{Y})=\frac{1}{2}cx^{X^{2}}+\frac{1}{2}r, $\tau$\cdot \mathrm{Y}^{2}+\frac{1}{4}c_{X}X^{4}+\frac{1}{4}C $\gamma$\}^{\prime 4} (7)

で与えられる.式(6) に対応する確率密度関数の時間発展を記述するFokker‐Planck 方程式から定常

分布が以下のように求められる.

P_{s}(x, y|3)\propto\exp[- $\beta$ U(x, y)] (8)

ここで,  $\beta$ は逆温度と呼ばれるパラメータであり,  D の逆数として与えられる.  $\beta$ を確率変数と

すると,式(8) は  $\beta$ を固定した際の条件付き確率密度関数に相当する.ここで  $\beta$ がガンマ分布,

 f(_{f}\displaystyle \prime 3)=\frac{1}{ $\Gamma$(k)$\theta$^{k}}\prime\{\prime j^{k-1_{ $\zeta$\`{i}}-;'/ $\theta$} (9)

に従う確率変数であると仮定するとBayesの定理よりただちに
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P_{s}(x,y)\propto[1+ $\theta$ U(x, y)]^{-k} (10)

が得られる.式(10) は2重井戸型ポテンシャルの特長とべき乗の裾野を有するため,平均場のダイ

ナミクスを記述する数理モデルであることが期待される.

散逸ソリ トンの重心運動のダイナミクスについては,位置と運動量とが共役な物理量であるこ

とを考慮すると Kramers 系で記述できることが期待される.しかし,通常の Kramers 系は定常状

態において Maxwell‐Boltzmann 統計に従うため,運動量の確率分布は正規分布に従い,べき乗の

裾野を持たない.そこで,Kramers系を拡張した以下の確率モデルを提案する.

\mathrm{d}X=V\mathrm{d}t, (11)

\mathrm{d}V=-| $\gamma$\prime V+(I?_{m}V^{2}+D_{t $\iota$})\nabla U(X)]\mathrm{d}t+\sqrt{2D_{m}}V\mathrm{c}\mathrm{i}?V_{m}+\sqrt{2D_{a}}\mathrm{d}\mathrm{t}$\vartheta$^{$\gamma$_{a}} (12)

この拡張された Kramers 系は通常の相加性雑音に加え,相乗性雑音によっても駆動されているこ

とが特徴である.実際,式(12) において Dm\rightarrow 0 とすると通常のKramers系に帰着する.対応する
Fokker‐Planck 方程式から導出される定常分布は以下の通りである.

P_{s}(x_{j}v)=P_{\mathrm{U}}\mathrm{e}^{\backslash }\mathrm{x}\mathrm{p}[- $\gamma$ U(\mathrm{x})] (2\rangle2 +\mathrm{a}2)‐ \mathrm{t} ỉ2‐1 (13)

ここで,Po は規格化因子である.式(13) において,速度の確率密度関数が Maxwell‐Boltzmann 統計

とは異なるべき乗の分布となっていることが確認できる.また,式(12)および(13) におけるポテン
シャル関数は任意に与えられるため,例えば,対数型のポテンシャル関数を与えると位置に関す

る確率密度関数もべき乗の分布となる.以上より,拡張された Kramers系により散逸ソリ トンの

位置‐運動量空間における重心運動をモデル化できる可能性があることが分かった.

4 結言

5次の非線形項を有する CGLE に現れる散逸ソリ トンの爆発現象の確率ダイナミクスを調べた.

実部と虚部の平均場を導入し,その確率分布が2重井戸型のポテンシャル中での振動現象と間欠

的な運動とで特徴づけられることを明らかにした.Wigner分布関数を導入することで位置‐運動量
空間における散逸ソリ トンの重心運動を調べた.その結果,位置,運動量ともにべき乗の裾野を

持つ確率分布に従うことが明らかになった.

これらの特徴を記述することを目的に,2重井戸型ポテンシャルの中を運動する確率的振動子

と拡張 Kramers 方程式を導入した.それらによって,定性的には確率密度関数の特長を捉えられ

ることを確認した.自己相関関数や拡散挙動といった,他の統計量を数値計算結果と導入したモ

デルとで比較していく ことが今後の課題である.
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