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Abstract : In this paper, overviewing the previous studies of importance measure of com‐
ponents in a system, we show an idea how to define the measures in the case of general state
spaces of the components and the system, which are not necessarily assumed to be ordered
sets. These measures may be used for risk and safcty analysis of big and complex real systems
as nuclear power plants, complex information network systems and so on.

1 序

信頼性理論および工学の分野ではシステムを構成する部品の重要度について幾つかの概念が定義

され,それらは原子炉の安全管理などに活用される [22]. 重要度の議論は,部品やシステムの状
態を故障と正常の二状態とする場合のBirnbaumの研究に始まる [3]. これに続き,Criticality重
要度 [4][6] , Fussel‐Vesely の重要度 [7][23] , Risk‐Achievement Worth[5] 等が提案されてきた.こ
れらの重要度は,ある時間断面もしくは定常状態における部品の挙動に依拠した定義であり,時
間推移に伴うダイナミックなものではない.このような時間発展を考慮したものとして,Barlow

and Proschan 重要度 [2] が提案されているが,依然として二状態であり,また保全や修理が考慮
されてものではない.これらの二状態システムにおける成果は [8] にまとめられている.又,
状態システムの基本的な概念については [1] を参照せよ.

一方で,実際のシステムや部品は故障と正常の二状態に峻別されるものではなく,多くの劣
化状態が存在すると考えられ,多状態システムに関する研究が求められる.多状態システムの理

論的な研究については,[14] [15] [16] [17] [18] を参照せよ.多状態システムにおける重要度につい
ては幾つかの議論が存在する [9] [10] [11] [12] [13]. 本稿では,我々のこれまでの議論 [19] [20] [21] を
全順序状態空間上で概観しながら,より一般的な枠組みの中での重要度の定義を試みる.

二状態システムでは,Birnbaum 重要度 [3] が最も基本的であり,臨界状態ベクトルの概念の
上に定義される.他の重要度はBirnbaum重要度を定義する際の条件を順次緩めていくことで定
義され,この意味で重要度の概念全体が階層構造を大凡成していると考えることが出来る.

本稿では臨界状態ベクトルの拡張からBirnbaum重要度の多状態のへの拡張に至る道筋を示
した後に二状態での他の重要度の拡張について議論する.最後に,順序構造を用いない一般的な
場合での重要度の議論について紹介し,ダイナミックな重要度についても触れる.

本稿では以下で定義されるシステムの概念を用いる.状態空間を全順序集合とすることで,議
論の道筋が明確に見てとれる.

定義1.1 (システムの定義) システムとは,次の条件を満たす組 ($\Omega$_{C}, S,  $\varphi$) である.
(i) C は空でない有限集合であり,システムを構成する部品の集合を意味する.部品を識別し

たい時には, C=\{1, 2, , n\} と書き,この時 n 次のシステムと呼ぶ事がある.
(ii) $\Omega$_{i} (i\in C) と S は有限な全順序集合であり,それぞれ部品 i\in C とシステムの状態空間

を意味する. $\Omega$_{C}=\displaystyle \prod_{i\in C}$\Omega$_{i} は $\Omega$_{i} (i\in C) の直積順序集合である.
(iii)  $\varphi$ は  $\Omega$_{C} から S への全射であり,構造関数と呼ばれる.
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直積順序集合 $\Omega$_{C} の要素 x を状態ベクトルと呼ぶが,一般的に $\Omega$_{A} (A\subseteqq C) の要素も同様に状態
ベクトルと呼ぶ. x\in$\Omega$_{A} は A の部品の状態の組を意味する.

$\Omega$_{i}=\{0 , 1 \}, i\in C, S= \{0 , 1 \} である時,システムは二状態システムであると呼ばれ,順序
は 0< 1 であるとする. 0 は故障状態を,1は正常状態を意味する.

順序はすべて共通の記号 \leqq で書き表す.部品  i の状態空間 $\Omega$_{i} において, a,  b\in $\Omega$_{i} が a< b

を満たす時,状態 a は b より悪いことを意味し,より劣化が進んだ状態であることを意味する.
システムの状態についても同様に理解できる.

定義1.2 システム ($\Omega$_{C}, S,  $\varphi$) は,次の条件を満たす時単調システムと呼ばれる.

\forall x, y\in$\Omega$_{C} such that,  $\varphi$(x)\leqq $\varphi$(y)

単調システムは,部品が劣化することでシステムの状態がよくなることはないことを意味し,
現実的な観点から自然な条件であると考えられる.

2 Notations

本稿ではシステム ($\Omega$_{C}, S,  $\varphi$) につて,下記の記号を用いる.

(1) 2つの集合 A, B に対して, A\times B は A と B の直積集合である.部分集合 M\subseteqq C に対
して $\Omega$_{M}=\displaystyle \prod_{i\in M}$\Omega$_{i} である.

(2) 要素 x \in $\Omega$_{C} は詳細に x= (x_{1}, \cdots , x_{n}) , x_{i} \in $\Omega$_{i} (i = 1, \cdots n) とも書かれる. x \in $\Omega$_{C}
について, (u_{i}, x) (i \in C) は x の i 番目の要素が u であることを意味する.つまり, (u_{i}, x) =

(x_{1}, \cdots x_{i-1}, u, x_{i+1}, \cdots x_{n}) .

(3) (\cdot i, x) は,状態ベクトル x\in$\Omega$_{C} から i 番目の要素 x_{i} を取り除くことで得られる $\Omega$_{C\backslash \{i\}}
の要素を意味する.さらに $\Omega$_{C\backslash \{i\}} の要素を意味するものとしても用いる.

(4) 任意に固定した (\cdot i, x) \in $\Omega$_{C\backslash \{i\}} に対して,  $\varphi$(\cdot i, x) は $\Omega$_{i} から S への写像と考えられる,
つまり各 k\in$\Omega$_{i} に対して  $\varphi$(k_{i}, x) を対応づける.従って,部分集合 A\subseteqq$\Omega$_{i} に対して  $\varphi$(A_{i}, x) は
A の  $\varphi$(\cdot i, x) に関する像集合であり,  $\varphi$(A_{i}, x)=\{ $\varphi$(a_{i}, x) | a\in A\}.

(5) 本稿では,順序は共通の記号 \leqq で書き表す.一般的に順序集合  W の要素 x, y に対して,
x<y は x\leqq y でかつ x\neq y であることを意味する.

w\in W に対して (\leftarrow, w] =\{u:u\leqq w\}, [w, \rightarrow) =\{u:w\leqq u\}.
A\subseteqq W は次の条件を満たす時,上側単調集合であるという, a\in A and a\leqq x \Rightarrow  x\in A.

一方, A^{c} が上側単調集合である時, A は下側単調集合であると言う.

M\mathrm{I}(A) と MA(A) はそれぞれ, A の極小元全体及び極大元全体の集合である.
(6) 任意の状態 s\in S に対して $\varphi$^{-1}[s, \rightarrow ) = \{x\in$\Omega$_{C} : s\leqq $\varphi$(x)\}, $\varphi$^{-1}(\leftarrow, s ] =\{x\in$\Omega$_{C} :

 $\varphi$(x) \leqq s\}, $\varphi$^{-1}(s)=\{x\in$\Omega$_{C} :  $\varphi$(x)=s\}.
(7) P が $\Omega$_{C} 上の確率である時, P の $\Omega$_{M} (M\subseteqq C) への制限を P^{M} と書く.

3 二状態システムにおける重要度

3.1 Birnbaum 重要度

($\Omega$_{C}, S,  $\varphi$) を二状態単調システムとする.部品 i の臨界状態ベクトル(critical state vector) とは

 $\varphi$(1_{i}, x)=1,  $\varphi$(0_{i}, x)=0

を満たすような状態ベクトル (\cdot i, x) \in$\Omega$_{C\backslash \{i\}} である. i 以外の部品の状態の組が (\cdot i, x) である時,
部品 i の状態によってシステムの状態が 0 か1に決まってしまうような一つの状況 (環境) を意
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味する.このような臨界状態ベク トル全体の集合を C_{ $\varphi$}(i) と書く.

C_{ $\varphi$}(i)= \{ (\cdot i, x) :  $\varphi$(0_{i}, x)=0,  $\varphi$(1_{i}, x)=1 \}.

事象 C_{ $\varphi$}(i) の発生頻度が高いと部品 i がシステムの命運を握る場面が多いことを意味し,重要度
は高いと言える.このような観点から定義された重要度がBirnbaum重要度である. P を $\Omega$_{C} 上
の確率とする. P^{C\backslash \{i\}} は $\Omega$_{C\backslash \{i\}} 上の確率であり, P の制限である.

定義3.1 P^{C\backslash \{i\}}(C_{ $\varphi$}(i)) を部品 i のBirnbaum 重要度 (Birnbaum importance measure) と呼ぶ.

Birnbaum 重要度で考慮されない部品 i やシステムの状態確率を組み込んだのが次の臨界重要
度である.

定義3.2 部品 i の臨界重要度 (critical importance mcasurc) は,以下の二通りに定義される.

P (\{1_{i}\} \mathrm{x} C_{ $\varphi$}(i) |  $\varphi$=1) , (1)

P (\{0_{i}\} \times C_{ $\varphi$}(i) |  $\varphi$=0) . (2)

例えば,(1) は,システムの正常状態が部品 i の正常によって維持される条件付き確率である.
これらの重要度は,臨界状態ベク トルに基づいて定義されている.次の節ではこれらの臨界

状態ベク トルの特徴付けを行い,他の重要度を派生させる.

3.2 臨界状態ベク トルの特徴付けと他の重要度

(\cdot i, x) \in C_{ $\varphi$}(i) に対して,  $\varphi$(1_{i}, x) = 1,  $\varphi$(0_{i}, x) =0 であり,状態空間が有限な順序集合である
ことから

ヨ (1_{i}, a)\in MI($\varphi$^{-1}(1)) , (1_{i}, a)\leqq (1_{i}, x) , (3)

\exists(0_{i}, b) \in MA ($\varphi$^{-1}(0)) , (0_{i}, x) \leqq (0_{i}, b) . (4)

である.従って,臨界状態ベク トル全体の集合は次の定理の様に与えられる.

定理3.1 臨界状態ベク トルは,次の様に定められる.

C_{ $\varphi$}(i) = { (\cdot i, X) : \exists(1_{i}, a) \in MI($\varphi$^{-\mathrm{i}}(1)) , (1_{i}, a) \leqq (1_{i}, x) , (5)

\exists(0_{i}, b) \in MA ($\varphi$^{-1}(0)) , (0_{i}, x) \leqq (0_{i}, b) \} . (6)

この特徴付けから,臨界状態ベク トルを極小及び極大状態ベク トルから導き出すためのアル
ゴリズムが構築できるが,ここでは省略する.

極大状態ベク トルと極小状態ベク トルとの絡みを取り除くことで,部品 i に対して以下の様
な臨界状態ベクトルに準じた状態ベク トルが定義出来る.

FV (i, 1) = \{ (1_{i}, x) : \exists(1_{i}, a) \in MI($\varphi$^{-1}(1)), (1_{i}, a) \leqq (1_{i}, x) \},
FV(i, 0) = \{ (0_{i}, x) : \exists(0_{i}, b) \in MA ($\varphi$^{-1}(0)), (0_{i}, x) \leqq (0_{i}, b) \}.

これらの状態ベクトルを用いて,Fussel‐Vesely 重度が定義され,原子炉の安全評価などに用
いられる.

定義3.3部品 i のFussel‐Vesely 重要度は,次の様に二通りの条件付き確率として定義される.

P\{FV(i, 1) |  $\varphi$=1 \}, P\{FV(i, 0) |  $\varphi$=0 \}.

27



(1_{i}, x)\in FV(i, 1) の状態ベクトルは必ずしも臨界状態ベクトルでない事に注意する.つまり,
この状態ベクトルについて  $\varphi$(0_{i}, x)=0 は必ずしも成立しない. \{1_{i}\}\times C_{ $\varphi$}(i)\subseteqq FV(i, 1) である
ことは明らかであるが,逆の包含関係は必ずしも成立しない.この意味で, FV(i, 1) は部品 i の
状態が1であることによってシステムの状態が1であると大凡言えるような場合を意味する.

さらに次の様な状態ベクトルを定義し,リスク増加価値が定義される.

R(i, 0) = \{ (\cdot i, x) :  $\varphi$(0_{i}, x)=0\},
AR(i, 0) = \{ (0_{i}, x) :  $\varphi$(0_{i}, x)=0\}.

定義3.4 リスク増加価値 (risk achievement worth) は次の様に二通りに定義される.

IR(i, 0) = \displaystyle \frac{P^{C\backslash \{i\}}\{R(i,0)\}}{P\{ $\varphi$=0\}},
IAR(i, 0) = \displaystyle \frac{P\{AR(i,0)\}}{P\{ $\varphi$=0\}}=P\{AR(i, 0) |  $\varphi$=0 \}.

IR(i, 0) は条件付き確率の意味を持たないが, IAR(i, 0) は条件付き確率の意味を持つ.しか
し, AR(i, 0) の状態ベクトルは極小及び極大状態ベクトルとの絡みは取り除かれ,臨界性は意識
されていないことに注意する.いずれの重要度も,システムの故障リスクが部品 i の故障によっ
てどの程度増える (減少する) 力1, その程度を表すものとして理解できる.システムの正常状態
に注目して同様の量が定義される.

4 多状態システムにおける重要度

4.1 多状態 Birnbaum 重要度

($\Omega$_{C}, S,  $\varphi$) を単調な多状態システムとする.二状態システムでの臨界状態ベクトルに対応するもの
として,次の状態ベク トルの集合を定義する.部品 i\in C の状態 k\in$\Omega$_{i} とシステムの状態 s\in S

に対して,

C_{ $\varphi$} (i, k:s)=\{ (\cdot i, x) :  $\varphi$([k, \rightarrow)_{i}, x)\subseteqq [s, \rightarrow) ,

 $\varphi$((\leftarrow, k-1]_{i}, x)\subseteqq (\leftarrow, s-1] \}
i 以外の部品の状態の組が (\cdot i, x) \in C_{ $\varphi$}(i, k:s) である時,部品 i の状態が k 以上から k-1 以下に
推移することで,システムの状態が s 以上から s-1 以下に推移する. C_{ $\varphi$} (i, k:s) は,システムの
状態が s 以上であるかそうでないかが部品 i の状態が k 以上であるかどうかによって決まるような

臨界的な状態ベクトルの集まりを意味する. [k, \rightarrow ) は上側単調集合であり, (\leftarrow, k-1] =[k, \rightarrow)^{c}
は下側単調集合である.これらの一般的な概念を用いて,状態空間が半順序集合である時の臨界
状態ベク トルが定義出来る. P を $\Omega$_{C} 上の確率とする.

定義4.1 部品 i の多状態 Birnbaum 重要度は,状態 k\in$\Omega$_{i}, s\in S に対して次の様に定義される.

P(C_{ $\varphi$}(i, k:s)) .

(i, k:s) ‐Birnbaum重要度, (k:s)‐重要度とも呼ぶ事がある.

二状態における臨界重要度は次の様にして多状態の場合に拡張される.意味は二状態の場合
から敷術して明らかである.

定義4.2 部品 i の多状態臨界重要度は次の様に二通りに定義される.

P \{ [k, \rightarrow)_{i}\times C_{ $\varphi$}(i, k:s) |  $\varphi$\geqq s\},
P \{ (\leftarrow, k-1]_{i} \times C_{ $\varphi$}(i, k:s) |  $\varphi$\leqq s-1 \}.
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4.2 多状態臨界状態ベクトルの特徴付け

部品 i の (i, k:s) 重要度の極小及び極大状態ベクトルによる特徴付けを行い,条件を緩めていく
ことで多状態での Fussel‐Vesely 重要度 , リスク増加価値を定義する.

定理4.1状態ベクトル (\cdot i, x) が (i, k:s) 臨界状態ベクトルであることについて次の同値関係が
成立する.

(\cdot i, x)\in C_{ $\varphi$}(i, k:s) \Leftrightarrow ヨ (k_{i}, a)\in MI($\varphi$^{-1}[s, \rightarrow)) , (k_{i}, a)\leqq(k_{i}, x) ,

\exists((k-1)_{i}, b)\in MA($\varphi$^{-1}(\leftarrow, s-1]) , ((k-1)_{i}, x)\leqq((k-1)_{i}, b) .

定理4.1を用いて,多状態での臨界状態ベクトルを極小及び極大状態ベクトルから定めるた
めのアルゴリズムが構成できる.

二状態の場合と同様にして,定理4.1での極大状態ベクトルや極小状態ベクトルによる条件

を外すことで,多状態 Fussel‐Vesely 重要度や多状態リスク増加価値を定義出来る.まず,次の
様に置く.

FV(i, k:[s, \rightarrow)) = \{(\cdot i, x):\exists(k_{i}, a)\in MI($\varphi$^{-1}[s, \rightarrow)) , (k_{i}, a)\leqq (k_{i}, x
FV(i, k:(\leftarrow, s]) = \{(\cdot i, x):\exists(k_{i}, b)\in MA($\varphi$^{-1}(\leftarrow, s]) , (k_{i}, x)\leqq(k_{i}, b

定義4.3多状態 Fussel‐Vesely 重要度は次の様に二通りに定義される.

P \{ [k, \rightarrow)_{i}\times FV(i, k:[s, \rightarrow)) |  $\varphi$\geqq s\},
P \{ (\leftarrow, k]_{i}\times FV(i, k:(\leftarrow, s]) |  $\varphi$\geqq s \}.

(\cdot i, x)\in FV(i, k: [s, \rightarrow))\Rightarrow\exists(k_{i}, a)\in MI($\varphi$^{-1}[s, \rightarrow)) , (k_{i}, a)\leqq(k_{i}, x)
であるが,  $\varphi$((k-1)_{i}, x) <s は必ずしも成立しない.二状態の場合と同様に臨界性が保証されな
いことに注意する.二状態システムでのFussel‐Vesely 重要度はモジュール分解について積の連
鎖則が成立するが,多状態でのこの定義については必ずしも成立しない.

リスク増加価値については,次の様な直接的な拡張が考えられる.

k\displaystyle \in$\Omega$_{i}, s\in S, \frac{P\{(k_{i},x): $\varphi$(k_{i},x)\leqq s\}}{P\{ $\varphi$\leqq s\}}.
上式内の状態ベクトル (k_{i}, x) にはもはや臨界性のイメージはなく,何を定義したことになってい
るのかは明確ではない.Fussel‐Vesely 重要度も含めて,基本に立ち戻って考える必要がある.こ
れに対して,多状態 Birnbaum 重要度は臨界状態ベクトルと共にその意味は明確である.

5 状態空間に順序構造を仮定しない場合の重要度

5.1 (i, A:U) 重要度の定義

順序構造に依拠せずに重要度を定義する.システム ($\Omega$_{C}, S,  $\varphi$) の定義1.1に於いて $\Omega$_{i} (i\in C) 及
び S は単なる状態の集合であるとし,順序構造は仮定しない.  $\varphi$ は直積集合  $\Omega$_{C} から S への全射
である. A\subseteqq$\Omega$_{i}, U\subseteqq S に対して,

C_{ $\varphi$}(i, A;U)= \{ (\cdot i, x) |  $\varphi$(A_{i}, x)\subseteqq U,  $\varphi$(A_{i}^{c}, x)\subseteqq U^{c}\}
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とする.これは二状態及び多状態臨界状態ベクトルの集合に対応するものである.部品 i の状態
が A から A^{c} に推移した時にシステムの状態が U から U^{c} に推移する様な状態ベクトルの集まり
である. P を $\Omega$_{C} 上の確率として,

P^{C\backslash \{i\}}\{C_{ $\varphi$}(i, A;U)\}, P\{A\times C_{ $\varphi$}(i, A;U) | $\varphi$^{-1}(U)\}, P\{A^{c}\times C_{ $\varphi$}(i, A;U) | $\varphi$^{-1}(U^{c})\}

のそれぞれが,多状態 Birnbaum 重要度,多状態臨界重要度の一般化になる.部品 i の状態の集
まり A がシステムの状態の集まり U へ寄与する度合いを意味する.この意味で, (i, A:U) 重要
度, (i, A:U) 臨界重要度等と呼ぶ.

5.2 ダイナミックな重要度の定義

前節で述べた,順序構造を考慮しないシステム ($\Omega$_{C}, S,  $\varphi$) を考える. \{X_{i}(t), t\geqq 0\} (i\in C) を
島の値を取る確率過程とする.部品 i の確率的な変動を意味する.システムの確率的なダイナミ
クスは \{ $\varphi$(X(t)), t\geqq 0\} で定められる.ここで \mathrm{X}(t)=(X\mathrm{i}(t), \cdot , X_{n}(t)) である.

A\subseteqq$\Omega$_{i}, U\subseteqq S の部分集合に対して, T_{j}^{i,A} を \{X_{i}(t), t\geqq 0\} の j 回目の A からの脱出時刻と
する.事象

\{ (\cdot\dot{ $\iota$} , X(T_{j}^{i,A})) \in C_{ $\varphi$}(i, A;U)\}
は,部品 i が j 回目に A から脱出した時,システムが U から U^{c} に推移する事象である.

N^{i,A}(t) : 時間区間 [0, t] 内に部品 i が A から A^{c} に推移した回数,

N_{U}^{i,A}(t) : 時間区間 [0, t] 内に部品 i が A から A^{c} に推移することによってシステムが U から
U^{c} に推移した回数,

N_{U}^{i}(t) : 時間区間 [0, t] 内に部品 i の推移によってシステムが U から U^{c} に推移した回数,
とすると

N_{U}^{i,A}(t) = \displaystyle \sum_{j=1}^{N^{iA}(t)}I_{C_{ $\varphi$}(i,A;U)} ((\cdot i, \mathrm{X}(T_{j}^{i,A}))) =\displaystyle \int_{0}^{t}I_{C_{ $\varphi$}(i,A;U)}((\cdot i, X(u)))\mathrm{d}N^{i,A}(u) ,

N_{U}^{i}(t) = \displaystyle \sum_{A\subset$\Omega$_{i}}N_{U}^{i,A}(t) .

である.システムの状態推移を,システムの変化と理解すると, N_{U}^{i}(t) は時間区間 [0, t] におい
てシステムの U から U^{c} への変化に部品 i の状態変化が寄与した回数を意味し,この量が大であ
るほど部品 i の重要度が高いと考えられる.もしくは N_{U}^{i}(t)/\displaystyle \sum_{\in C}N_{U}^{j}(t) の様な量を考えるこ
とが出来る.さらに  t\rightarrow\infty とした時の様々な極限的な量や \mathrm{E}\#\{^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\doteqdot i\llcorner\ovalbox{\tt\small REJECT} を取つたものが考えられ,部
品のシステム内における重要度を意味することになる.

ここでの議論には状態空間に構造を仮定していないため,修理や保全を考慮した場合にもな
る.詳細な議論は今後の課題とするが,特に \{X(t), t\geqq 0\} がマルコフ過程の場合,これらの量
がどのような関係にあるかが興味深い.
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