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Abstract

Classical Littlewood’s law for the two‐period static revenue management of a single
perishable resource is extended to 3 and more period cases. The expected revenue in the
entire period is expressed explicitly in terms of multiple integrals involving the distribution
functioiis of the demand in each period. Then a set of equations is derived for calculating the
optimal protection levels in each pcriod successively. Our formula complements a variety
of dynamic programming approaches published previously based on Bellman’s optimality
principle. Numerical results reveal that the once popular EMSR heuristic is vulnerable to
significant error in optimal protection levels for multi‐period settings.

1 はじめに

航空会社やホテル等のサービス企業では,サービス施設の維持に係る固定費が事業経費の大部分
を占め,航空機の座席やホテルの客室という商品は,決められた日時が過ぎれば価値が 0 になる.
従って,支払い意思 (willingness to pay) が異なる顧客セグメントからの時間的に変動する需要
に対し,どのように予約を受け付けていけば最終的に収益を最大化することができるかという消
滅資源の容量管理 (capacity control of perishable resource) の方法が研究されてきた.このよ
うな最適化問題はレベニューマネジメント (revenue management) と呼ばれる [2, 8, 10].

その数理的モデルの出発点は,1972年にLittlewood [7] が発表した,前期に安く座席を予約
するレジャー客と後期に高額でも予約するビジネス客から構成される2期間モデルについて,期
待収益が最大になるように,レジャー客に与える予約数の最適上限値,すなわち最適ブッキング
リミット (optimal booking limit) をビジネス客の需要の確率分布関数から決める垣ttlewood の
法則 (Littlewood’s law) と呼ばれる簡単な公式である.但し,後期には前期に売れ残った座席も
併せてビジネス客に売ることができるというネスト式ブッキング(nested booking) を仮定する.

Littlewood の2期間モデルは,その後,多期間の場合について,Belobaba [3] が近似法を提
案し,Curry [5] , Wollmer [11] , Robinson [9] らがBellman の最適性原理に基づく厳密解法を発
表し,Brumelle and McGill [4] がMarkov 決定過程を示して,後続の理論研究や現在の航空会
社で使われている予約管理ソフトウェアでの実装の基礎となった.これらのモデルは,各期の需
要に対応する料金クラスが固定しているので,静的モデル(static model) と呼ばれる.Curry以
後の研究は,理論的に高度ではあるが分かり易く,出発時刻から1期ずつ時間的に遡る方向に最
適解を求めるので,数値計算も行い易い定式化である.本稿では,2期間モデルの最大化問題を
3期間以上のモデルに拡張した結果を数値計算例とともに示す.各期における最適ブッキングリ
ミットを次期以降の需要の確率分布関数の多重積分で明示的に与える数式を導き,それらが上記
の一連の研究結果と一致することを示す.
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2 3期間モデルへの拡張

本節では,Littlewood の2期間モデルを3期間にわたる3料金クラスに拡張したモデルの解析を
示す.3期間モデルについて,Phillips [8, p. 160, 図7.7] は,2期と1期の解析は2期間モデルの
場合と同じであることを示した上で,3期間にわたる決定木の方法を示唆しているが,その説明
と解析は不完全であり,結果は示されていない.

総座席数を C とする.各期の番号は,時間が進む方向に,3, 2, 1期と進み, t 期の需要を表す確
率変数 D_{t} の分布関数と密度関数をそれぞれ F_{t}(x):=P\{D_{t}\leq x\} および f_{t}(x):=dF_{t}(x)/dx, t=

1 , 2, 3とする. t 期のブッキングリミットを b_{t} (b_{1} =b_{1}^{*}=C) とする. t 期に予約するときの料金
を r_{t} 円とし, r\mathrm{i} >r_{2} >r_{3} を仮定する.

3期間にわたる収益は,ネスト式ブッキングにより,次のように与えられる.

R (b_{2}, b3)=r_{3}\displaystyle \min\{b_{3}, D_{3}\}+r_{2}\min\{b_{2}-b_{3}+ \underline{\max\{0,b_{3}-D_{3}\}} , D_{2}\}
seats not sold in period 3

+r_{1}\displaystyle \min\{C-b_{2}+\underline{\max\{0,b_{2}-b_{3}+\max\{0,b_{3}-D_{3}\}} - D2\}, D_{1}\}.
seats not sold in period 2

このとき,収益の期待値,すなわち期待収益(expected revenue) は次のようになる.

E[R (b_{2}, b3)]=r_{3} [b_{3}-\displaystyle \int_{0}^{b_{3}}F_{3}(x)dx] +r_{2} [b_{2}-b_{3}-\int_{0}^{b_{2}-b_{3}}F_{2}(x)dx
+\displaystyle \int_{0}^{b_{3}} F3 (x)[1-F_{2}(b_{2}-x)]dx] + r_{1} [C-b_{2}-\displaystyle \int_{0}^{C-b_{2}}F_{1}(x)\mathrm{d}x
+\displaystyle \int_{0}^{b_{2}-b_{3}}F_{2}(x)[1-F_{1}(C-x-b_{3})]dx+\int_{0}^{b_{3}}F_{3}(y)dy\int_{0}^{b_{2}-y}f_{2}(x)[1-F_{1}(C-x-y)]dx] .

2変数 b_{2} と b_{3} の関数 E[R(b_{2}, b_{3})] が極値を取る点 b_{2} =b_{2}^{*}, b_{3} =b_{3}^{*} を求めるために,次の1
階偏微分係数を計算する.

\displaystyle \frac{\partial E[R(b_{2},b_{3})]}{\partial b_{2}}=\{r_{2}-r_{1}[1-F_{1}(C-b_{2} \displaystyle \{[1-F_{3}(b_{3})][1-F_{2}(b_{2}-b_{3})]+\int_{0}^{b_{3}}f_{3}(x)[1-F_{2}(b_{2}-x)]dx\},
\displaystyle \frac{\partial E[R(b_{2},b_{3})]}{\partial b_{3}}=[1-F_{3} (b3)] \displaystyle \{r_{3}-r_{2}[1-F_{2}(b_{2}-b_{3})]-r_{1}\int_{0}^{b_{2}-b_{3}}f_{2}(x)[1-F_{1}(C-x-b_{3})]dx\}.

\displaystyle \frac{\partial E[R(b_{2},b_{3})]}{\partial b_{2}}=0 ;

従って,極値の必要条件

\displaystyle \frac{\partial E[R(b_{2},b_{3})]}{\partial b_{3}}=0
として,2期の最適ブッキングリミット b_{2}^{*} をLittlcwoodの法則 r2=r_{1}[1-F_{1}(C-b_{2}^{*})] から求

め,これを3期の最適ブッキングリミット b_{3}^{*} に対する方程式

r_{3}=r_{2}[1-F_{2}(b_{2}^{*}-b_{3}^{*})]+r_{1}\displaystyle \int_{0}^{b_{2}^{*}-b_{3}^{*}}f_{2}(x)[1-F_{1}(C-x-b_{3}^{*})]dx
に代入した方程式を解いて, b_{3}^{*} を求めればよい.

点 b_{2}=b_{2}^{*}, b_{3}=b_{3}^{*} における関数 E[R (b_{2}, b3)] の極大極小’ |生については,2階偏微分係数が

\displaystyle \frac{\partial^{2}E[R(b_{2},b_{3})]}{\partial b_{2}^{2}}|_{b_{2}=b_{2}^{*},b_{3}=b_{3}}. <0, \displaystyle \frac{\partial^{2}E[R(b_{2},b_{3})]}{\partial b_{3}^{2}}|_{b_{2}=b_{2},b_{3}=b_{3}^{*}}<0, \displaystyle \frac{\partial^{2}E[R(b_{2},b_{3})]}{\partial b_{2}\partial b_{3}}|_{b_{2}=b_{2},b_{:;}=b_{3}^{*}}=0
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となるので,関数 E[R(b_{2}, b_{3})] は点 b_{2}=b_{2}^{*}, b_{3}=b_{3}^{*} において極大値を取ることが分かる.
最適ブッキングリミット b_{2}^{*} と b_{3}^{*} の代わりに

y_{1}^{*}:=C-b_{2}^{*} ; y_{2}^{*}:=C-b_{3}^{*}(>y_{1}^{*})

で定義される最適プロテクションレベル(optimal protection level) y_{1}^{*} と y_{2}^{*} を用いると,

r_{3} = r_{1} \displaystyle \{[1-F_{1}(y_{1}^{*})][1-F_{2}(y_{2}^{*} -y_{1}^{*})]+\int_{0}^{y_{2}-y_{1}^{*}}f_{2}(x)[1-F_{1}(y_{2}^{*}-x)]dx\}
= r_{1}(P\{D_{1} >y_{1}^{*}, D_{2} >y_{2}^{*}-y_{1}^{*}\}+P\{D_{1}+D_{2} >y_{2}^{*}, D_{2} \leq y_{2}^{*}-y_{1}^{*}\})

が得られる.この領域は次のように書くことができる [1].

r_{3}=r_{1}P\{D_{1}>y_{1)}^{*}D_{1}+D_{2}>y_{2}^{*}\}.

3 4期間モデルへの拡張

次に,4期間にわたる4料金クラスのモデルの解析結果を示す.各期の番号は,時間が進む方向
に,4, 3, 2, 1期と進む.互いに独立な t 期の需要を表す確率変数 D_{t} の分布関数と密度関数をそ
れぞれ瓦 (x) :=P\{D_{t} \leq x\} および f_{t}(x) :=dF_{t}(x)/dx, t= 1 , 2, 3, 4とする. t 期のブッキング
リミットを b_{t} とする.出発時に空席を残す手はないので, b_{1} =b_{1}^{*}=C (総座席数) とする. t 期
に予約するときの料金を r_{t} 円とし, r_{1} >r_{2}>r_{3} >r_{4} を仮定する.

4期間にわたる収益は次のように与えられる.

R(b_{2}, b_{3}, b_{4})=r_{4}\displaystyle \min\{b_{4}, D_{4}\}+r_{3}\min\{b_{3}-b_{4}+ \underline{\max\{0,b_{4}-D_{4}\}} ; D3\}
seats not sold in period 4

+r_{2}\displaystyle \min\{b_{2}-b_{3}+\underline{\max\{0,b_{3}-b_{4}+\max\{0,b_{4}-D_{4}\}-D_{3}\}}, D_{2}\}
seats not sold in period 3

+r_{1}\displaystyle \min\{C-b_{2}+\max\{0, b_{2}-b_{3}+\max\{0, b_{3}-b_{4}+\max\{0_{:}b_{4}-D_{4}\}-D_{3}\}-D_{2}\}\ovalbox{\tt\small REJECT}' D_{1}\}.
seats not sold in period 2

この期待値は次のようになる.

E[R(b_{2}, b_{3}, b_{4})]=r_{4}\displaystyle \int_{0}^{b_{4}}[1-F_{4}(x)]dx+r_{3} [\displaystyle \int_{0}^{b_{3}-b_{4}}[1-F_{3}(x)]dx+\int_{0}^{b_{4}}F_{4}(x)[1-F_{3}(b_{3}-x)]dx]
+r_{2} [\displaystyle \int_{0}^{b_{2}-b_{3}}[1-F_{2}(x)]dx+\int_{0}^{b_{3}-b_{4}} F3 (x)[1-F_{2}(b_{2}-x-b_{4})]dx

+\displaystyle \int_{0}^{b_{4}}F_{4}(y)dy\int_{0}^{b_{3-}}
ン

f_{3}(x)[1-F_{2}(b_{2}-x-y)]dx]
+r_{1} [\displaystyle \int_{0}^{c-b_{2}}[1 -F_{1}( 飢 )]dx+\displaystyle \int_{0}^{b_{2}-b_{3}}F_{2}(x)[1 -F_{1}(C-x-b_{3})] 砒

+\displaystyle \int_{0}^{b_{3}-b_{4}} F3 (y)dy\displaystyle \int_{0}^{b_{2}-b_{4}-y}f_{2}(x)[1-F_{1}(C-x-y-b_{4})]dx
+\displaystyle \int_{0}^{b_{4}}F_{4}(z)dz\int_{0}^{b_{3}-z} f3 (y)dy\displaystyle \int_{0}^{b_{2}-y-z}f_{2}(x)[1-F_{1}(C-x-y-z)]dx] .
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関数 E[R(b_{2}, b_{3}, b_{4})] が極値を取る b_{2}, b_{3}, b_{4} の値 b_{2}^{*}, b_{3}^{*}, b_{4}^{*} は, E[R(b_{2}, b_{3}, b_{4})] の1階偏微分係
数を 0 とおくことで得られる次の方程式を順次に解いて求められる.

r_{2}=r_{1} [1-F_{1}(C-b_{2}^{*} r_{3}=r_{2} [1-F_{2}(b_{2}^{*}-b_{3}^{*})]+ r_{1}\displaystyle \int_{0}^{b_{2}^{*}-b_{3}}f_{2}(x)[1-F_{1}(C-x-b_{3}^{*})]dx,
r_{4}=r_{3} [1-F_{3}(b_{3}^{*}-b_{4}^{*})]+r_{2}\displaystyle \int_{0}^{b_{:\{}-b_{4}^{*}}f_{3}(x)[1-F_{2}(b_{2}^{*}-x-b_{4}^{*})]dx

+r_{1}\displaystyle \int_{0}^{b_{3}^{*}-b_{4}^{*}}f_{3}(y)dy\int_{0}^{b_{2}^{*}-y-b_{4}^{*}}f_{2}(x)[1-F_{1}(C-x-y-b_{4}^{*})]dx.
さらに,これらの極値はすべて極大値であることを確かめることができる.

上記の r_{2^{\sim}}r_{4} は,最適ブッキングリミット b_{2}^{*}~ b_{4}^{*} の代わりに,最適プロテクションレベル

y_{t}^{*}:=C-b_{t+1}^{*} 1\leq t\leq 3

を用いて,次のように表される.

r_{2}=r_{1} [1-F_{1}(y_{1}^{*})]=r_{1}P\{D_{1} >y^{*}1\},

r_{3}=r_{2}P\{D_{2} >y_{2}^{*}-y_{1}^{*}\}+r_{1} む
y_{2}^{*}-y_{1}^{*}f_{2}(x)[1-F_{1}(y_{2}^{*}-x)]dx

=r_{1} (P\{D_{1} >y_{1}^{*}, D_{2} >y_{2}^{*}-y_{1}^{*}\}+P\{D_{2}\leq y_{2}^{*}-y_{1}^{*}, D_{1}+D_{2} >y_{2}^{*}\}) ,

r_{4}=r_{3}P\displaystyle \{D_{3} >y_{3}^{*}-y_{2}^{*}\}+r_{2}\int_{0}^{y_{3}^{*}-y_{2}} f3 (x)[1-F_{2}(y_{3}^{*}-y_{1}^{*}-x)]dx

+r_{1}\displaystyle \int_{0}^{y_{3}-y_{2}}f_{3}(y)dy\int_{0}^{y_{3}^{*}- $\Psi \vartheta$_{1}^{*}}f_{2}(x)[1-F_{1}(y_{3}^{*}-x-y)]\mathrm{d}x
=r_{1}(P\{D_{1} >y_{1j}^{*}D_{1}+D_{2} >y_{2}^{*}, D3 >y_{3}^{*}-y_{2}^{*}\}

+P\{D_{1} >y_{1}^{*}, D_{2}+D_{3} >y_{3}^{*}-y_{1}^{*}, D_{3}\leq y_{3}^{*}-y_{2}^{*}\}
+P\{D_{1}+D_{2}+D_{3} >y_{3}^{*}, D_{2}+D_{3} \leq y_{3}^{*}-y_{1}^{*}, D3 \leq y_{3}^{*}-y_{2}^{*}\}) .

これらの結果は次の式と同等である [1].

r_{2}=r_{1}P\{D_{1} >y_{1}^{*}\}, r_{3}=r_{1}P\{D_{1} >y_{1}^{*}, D_{1}+D_{2} >y_{2}^{*}\},
r_{4}=r_{1}P\{D_{1} >y_{1}^{*}, D_{1}+D_{2} >y_{2}^{*}, D_{1}+D_{2}+D_{3} >y_{3}^{*}\}.

この形を見ると,例えば, y_{3}^{*} は 「3期以降の需要に備えるための最適プロテクションレベル」 と
捉えるのが適当であることが分かる.

4 Brumelle‐McGill の定理

Brumelle and McGill [4] は, T 期間のネスト式ブッキングモデルについて,互いに独立な需要の
確率変数列 \{D_{1}, D_{2}, . . . , D_{T-1}\} に対し, \{y_{1}^{*}, y_{2}^{*}, . . . , y_{T-1}^{*}\} が各期の最適プロテクションレベル
であるための必要十分条件は,次の T-1 個の方程式が成り立つことであることを証明した.

r_{t+1} =r_{1}P\{D_{1} >y_{1}^{*}, D_{1}+D_{2} >y_{2}^{*}, . . . , D_{1}+D_{2}+\cdots+D_{t} >y_{t}^{*}\} 1 \leq t\leq T-1

この結果は, T=2 の場合には, r_{2}=r_{1}P\{D_{1} >y_{1}^{*}\} となり,Littlewood の法則に一致する.ま
た, T=3 と T=4 の場合は,それぞれ本稿の結果に一致する.しかし, y_{t}^{*}(t\geq 2) の計算法は,
Brumelle‐McGill の定理では自明ではないので,本稿の明示的計算式は有用である.
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5 T 期間モデル

以上の解析を一般の T 期間モデルに敷術する.各期に,時間が進む方向に T, T-1 , . . . , 2, 1期と番
号を付ける. t 期の需要を表す確率変数防の分布関数と密度関数をそれぞれ瓦 (x) :=P\{D_{t}\leq x\}
およびゐ (x) := dF_{t}(x)/dx, 1 \leq  t \leq  T とする. t 期に予約するときの料金を r_{t} 円とし, t 期の
ブッキングリミットを防とし (1\leq t\leq T) , 以下を仮定する.

b_{T}\leq b_{T-1} \leq\cdots\leq b_{2}\leq b_{1}=C ; r_{T}<r_{T-1} <\cdots<r_{2}<r_{1}.

T 期間にわたる期待収益 E[R (b_{1}, b2, . . . , b_{T-1}, b_{T})] ( b\mathrm{i}=C は定数) が極値を取るときのブッ
キングリミット b_{2} , . . . , b $\tau$-1,  b $\tau$ の最適値  b_{2}^{*} , . . . , b_{T-1}^{*}, b_{T}^{*} は次の方程式を, t=2 から始めて t=T

まで順に解くことにより求めることができる.

r_{t}=r_{t-1} [1-F_{t-1}(b_{t-1}^{*}-b_{t}^{*})]

+r_{t-2}\displaystyle \int_{0}^{b_{t-1}^{*}-b_{t}}f_{t-1}(x_{t-1})[1-F_{t-2}(b_{t-2}^{*}-x_{t-1}-b_{t}^{*})]dx_{t-1}
+r_{t-3}\displaystyle \int_{0}^{b_{ $\iota$-1}^{l}-b_{t}}. f_{t-1}(x_{t-1})dx_{t-1}

\displaystyle \int_{0}^{b_{t-2}-x_{t-1}-b_{\mathrm{t}}}f_{t-2}(x_{t-2})[1-F_{t-3}(b_{t-3}^{*}-x_{t-2}-x_{t-1}-b_{t}^{*})]dx_{t-2}
+r_{t-4}\displaystyle \int_{0}^{b_{t-1}^{*}-b_{t}}. f_{t-1}(x_{t-1})dx_{t-1}\int_{0}^{b_{t-2}^{*}-x_{t-1}-b_{t}}. f_{t-2}(x_{t-2})dx_{t-2}

\displaystyle \int_{0}^{b_{t-3}^{*}-x_{t-2}-x_{t-1}-b_{t}^{*}}f_{t-3}(x_{t-3})[1-F_{t-4}(b_{t-4}^{*}-x_{t-3}-x_{t-2}-x_{t-1}-b_{t}^{*})]dx_{t-3}
十 . . .

+r_{1}\displaystyle \int_{0}^{b_{t-1}^{*}-b_{t}^{*}}f_{t-1}(x_{t-1})dx_{t-1}\int_{0}^{b_{t-2}^{*}-x_{t-1}-b_{t}^{*}}f_{t-2}(x_{t-2})dx_{t-2}
\displaystyle \int_{0}^{b_{t-3}-x_{t-2}-x_{t-1}-b_{t}}. f_{t-3}(x_{t-3})dx_{t-3} . . .

\displaystyle \int_{0}^{b_{2}-x_{3}-x_{4-}} 銑 -1-b_{t}^{*}f_{2}(x_{2}) [1- FĨ (C-x_{2}-x_{3}-\cdots-x_{t-1}-b_{t}^{*}) ] dx_{2}.

例えば, t=5 と6の場合は以下のようになる.

r_{5}=r_{4} [1-F_{4}(b_{4}^{*}-b_{5}^{*})]+r_{3}\displaystyle \int_{0}^{b_{4}-b_{5}}f_{4}(x_{4})[1-F_{3}(b_{3}^{*}-x_{4}-b_{5}^{*})]dx_{4}
+r_{2}.\displaystyle \int_{0}^{b_{4}^{*}-b_{5}}f_{4}(x_{4})dx_{4}.\int_{0}^{b_{3}^{*}-x_{4}-b_{5}^{*}}f_{3} (x3) [1-F_{2}(b_{2}^{*}-x_{3}-x_{4}-b_{5}^{*})]dx_{3}

+r_{1}\displaystyle \int_{0}^{b_{4}^{*}-b_{5}^{*}}f_{4}(x_{4})dx_{4}\int_{0}^{b_{3}-x_{4}-b_{5}^{*}}f_{3}(x_{3})dx_{3}
\displaystyle \int_{0}^{b_{2}-x_{3}-x_{4}-b_{\mathrm{o}^{\ulcorner}}}f_{2}(x_{2})[1-F_{1}(C-x_{2}-x_{3}-x_{4}-b_{5}^{*})]dx_{2_{j}}
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r_{6}=r_{5}[1-F_{5}(b_{5}^{*}-b_{6}^{*})]+r_{4}\displaystyle \int_{0}^{b_{5}-b_{6}} f5(x5) [1-F_{4}(b_{4}^{*}-x_{5}-b_{6}^{*})]dx_{5}

+r_{3}\displaystyle \int_{0}^{b_{5}^{*}-b_{6}^{*}}f_{5}(x_{5})dx_{5}.\int_{0}^{b_{4}-x_{5}-b_{6}^{*}}f_{4}(x_{4})[1-F_{3}(b_{3}^{*}-x_{4}-x_{5}-b_{6}^{*}\cdot)]dx_{4}
+r_{2}\displaystyle \int_{0}^{b_{5}^{*}-b_{6}^{*}}f_{5}(x_{5})dx_{5}\int_{0}^{b_{4}^{*}-x_{5}-b_{6}^{*}}f_{4}(x_{4})dx_{4}

\displaystyle \int_{0}^{b_{3}^{*}-x_{4}-x_{5}-b_{6}^{*}}f_{3}(x_{3})[1-F_{2}(b_{2}^{*}-x_{3}-x_{4}-x_{5}-b_{6}^{*})]dx_{3}
+r_{1}\displaystyle \int_{0}^{b_{5}^{*}-b_{6}^{*}}f_{5}(x_{5})dx_{5}\int_{0}^{b_{4}^{*}-x_{5}-b_{6}^{*}}f_{4}(x_{4})dx_{4}\int_{0}^{b_{3^{-x_{4}-x_{5}-b_{6}}}^{*:}} f3 (x_{3})dx_{3}

\displaystyle \int_{0}^{b_{2}-x_{3}-x_{4}-x_{5}-b_{6}}f_{2}(x_{2})[1-F_{1}(C-x_{2}-x_{3}-x_{4}-x_{5}-b_{6}^{*})]dx_{2}.

6 数値例

多期間モデルについては,Belobaba [3] が提案した EMSR (expected marginal seat revenue) と
呼ばれる最適プロテクションレベルを求める近似計算法 (EMSR‐a とEMSR‐b がある [2,8, 10])
が,厳密な計算法に比べて計算が非常に簡単であることから実用性が高いとされ,多くの航空会
社等で使われた [8, p. 163]. 既存の文献 [9, 11] に紹介されているこの近似法の適用例を参考にし
て,5および6期間モデルについて,本稿の厳密解による結果と比較する数値例をTable 1に示
す.これらの結果を見ると,EMSRは1期目だけは厳密解 (Littlewoodの法則) に一致するが,
それ以後の精度は良くないことが分かる.但し (本稿には示さないが) , 期待収益の最大値はプ
ロテクションレベルの最適値にあまり敏感ではない.

本項の厳密解による数値計算には多重積分の評価が必要である.Robinson [9] は,効率的
な多重積分の計算に乱数を用いたMonte Carlo 法を提案しているが,本研究ではパソコン上の
Mathematica で行った.

7 おわりに

本稿では,各期において (ブッキングリミットのために) 予約できなかった顧客は直ちにシステ
ムを去り,その一部が後続期に高い料金でもよいから座席の予約を求めるバイアップ(buy‐up) は
ないと仮定した.また,総座席数を超えて予約を受け付けるオーバーブッキングもないと仮定し
た.これらの要素を取り入れたモデルを本稿の方法で厳密に解析することも可能である.
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