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1 序文

2階線形微分方程式

 x''+h(t)x'+$\omega$^{2}x=0 (1)

を考える.ただし,’ は d/漉を表し,減衰係数乃は区間 [0, \infty) において非負かつ局所的
積分可能な関数,角振動数  $\omega$ は正の定数であるとする.方程式 (1) の唯一の平衡点は,原
点 (x,x')=(0,0) である.減衰係数 h が非負の定数であるとき,方程式 (1) は減衰調和振
動子と呼ばれることが多い.方程式 (1) は単純な形をしているが,自然科学や工学の分野
において幅広い応用を有し,種々の物理現象を表すモデルとして,多くの研究成果が報告
されている.

微分方程式の定性的理論において,平衡点の漸近安定性と一様漸近安定性に関する研
究は重要な位置を占めている.減数係数 h が零もしくは急激に減少して消滅するときは,
平衡点は漸近安定や一様漸近安定にならないことは容易に理解できるが,逆に , 減数係数
h が急激に増加しても,平衡点は漸近安定や一様漸近安定にならない.

本稿の目的は,方程式 (1) の平衡点が一様漸近安定になるためには,減衰係数 h の増加
がどの程度まで許されるかを明確にすることである.この増加を抑制する条件は成長条件
と呼ばれている.本稿では,平衡点の一様漸近安定性を保証する成長条件を幾種類か与え
るとともに、それらの間の関係性を明らかにする.

本題に入る前に,平衡点の漸近安定性に関する研究の歴史と,そこで得られた結果を

手短に紹介する.方程式 (1) は線形であるから,平衡点が吸収的であれば安定である (平
衡点の吸収性や安定性の定義については,[32] を参照せよ) したかって,平衡点が漸
近安定であることを示すためには,方程式 (1) のすべての解とその導関数が  t\rightarrow\infty のと
き,零に収束することを証明すればよい.方程式 (1) の平衡点が漸近安定であることを
保証する十分条件,または必要十分条件を得るために,多くの努力が払われた (例えば,
[1, 3, 4, 8‐11, 13, 16, 18, 19, 21, 24‐27, 31] を見よ) その中でも,Smiffi [21] によって与え
られた判定基準を特筆しなければならない.そのため

 H(t)=\displaystyle \int_{0}h(s)ds
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と定める.このとき,次の結果が成り立つ.

定理 \mathrm{A} ある \underline{h}>0 が存在して,任意の t\geq 0 に対して

h(t)\geq\underline{h} (2)

であると仮定する.このとき,方程式 (1) の平衡点が漸近安定であるための必要十分条
件は

\displaystyle \int_{0}^{\infty}\frac{\int_{0}^{t}e^{H(s)}ds}{e^{H(t)}}dt=\infty . (S)

である.

減衰係数  h が条件 (2) を満たすとき,つまり h が正の下界 \underline{h} をもつとき,減衰係数 h

はしばしば娩ge damping と呼ばれる.また,減衰係数 h が上界 \overline{h} をもつか\searrow  h(t)=t で
あるとき Smith の条件 (S) は満される.一方, h(t)=t^{2} であるときは条件 (S) は満たされ
ない (証明は [11] を参照せよ).これらの事実から,条件 (S) は減衰係数 h の急激な増加
を禁止していることが分かる.条件 (S) は条件 (2) の下で,方程式 (1) の平衡点が漸近安
定になるための必要十分条件であるが,一般には,条件 (S) が満たされるかどうかを確認
することが困難である.Artstein and Infante [1] は,この事実に言及していないが,平衡点
の漸近安定性を保証する別の成長条件を与えた.

定理 \mathrm{B} 条件 (2) を仮定する.もし

\displaystyle \lim_{t\rightarrow}\sup_{\infty}\frac{H(t)}{t^{2}}<\infty (A)

が満たされるならば,方程式 (1) の平衡点は漸近安定である.

Artstein and Infante の条件 (A) は,不定積分  H が t^{2} よりも緩やかに増加することを要
求している.また彼らは,任意の  $\varepsilon$>0 に対して,分母の t の指数2を  2+ $\varepsilon$ に変えること
はできないという意味で,指数2が最適であることも示した.勿論,平衡点の漸近安定性
を示すために必ずしも必要ではないことが分かる.例えば,  h(t)=(2+t)\log(2+t) である

場合, H(t)/t^{2} は非有界であり,条件 (A) は成り立たない.しかし,Ballieu and Peiffir [3]
によれば,この場合は方程式 (1) の平衡点は漸近安定であることが証明できる.

条件 (S) には,確認が難しいという弱点があるのに対して,条件 (A) には,不定積分 H

が分かれば,満たされるかどうかの確認が容易であるという利点がある.

条件 (A) は方程式 (1) の平衡点が漸近安定になるための十分条件であるから,条件 (A)
が成り立てば,必然的に条件 (S) も成り立つのであるが,Hatvani, Krisztin and Tofik [11]
は,この事実を別の視点から証明している.彼らは,  t\rightarrow\infty のとき  H(t) が無限大に発散
するという仮定の下で,任意の c>0 に対する離散成長条件

\displaystyle \sum_{n=1}^{\infty}(H^{-1}(nc)-H^{-1}((n-1)c))^{2}=\infty (D)

107



は条件 (S) と同値であることを証明した.ただし,任意の  s\geq 0 に対して

H^{-1}(s)=\mathrm{m}\dot{\mathrm{m}}\{t\in[0, \infty):H(t)\geq s\}

である.彼らは,条件 (A) が満たされるならば,条件 (D) が成り立つことも証明した.さ
らに,任意に固定した N\in \mathbb{N} に対して,別の成長条件

\displaystyle \sum_{i=N}^{\infty}\frac{1}{\int_{i-1}^{i}h(s)ds}=\infty (H)

を与え,条件 (2) を含むある条件の下で,条件 (輿が満たされるならば,条件 (D) も成り
立つことを明らかにした.

我々はArstein and Infante [1] の結果を用いることによって,条件 (A) が満たされるな
らば,条件 (H) も成り立つことを証明できる.これらの事実を要約すると,次の図のよう
になる.

(2)
\downarrow

(\mathrm{A})\Rightarrow(\mathrm{H})

(2) \rightarrow\Downarrow /\displaystyle \leftarrow\lim_{t\rightarrow\infty}x'(t)=0 , 適当な条件

(\mathrm{D})=(\mathrm{S})= [AS] It

\uparrow \uparrow (2)

\displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}H(t)=\infty\Leftarrow(2)

図1: \rightarrow”, \Rightarrow ”, \Leftrightarrow ”, [AS] はそれぞれ “加える”, “ならば”,
“ 同値 “漸近安定性” を示してぃる.

方程式 (1) の平衡点が漸近安定 [AS] であるとは,(1) の任意の解  x に対して

\displaystyle \lim_{r\rightarrow\infty}x(t)=\lim_{t\rightarrow\infty}x'(t)=0

となることをいう.周知のように,平衡点がたとえ [AS] であっても,一様漸近安定であ
るとは限らない.平衡点が一様漸近安定であることを示すためには,方程式 (1) の各解と
その導関数が,同じレベルの速さで零に収束することを確認する必要がある.一様漸近安
定性の解析では,この点に注意を払わなければならない.

正確に定義するために,いくつか表記を与える.まず, \mathrm{x}(t)=(x(t),x'(t)), t_{0}\geq 0, \mathrm{x}_{ $\vartheta$}\in \mathbb{R}^{2}
とし,任意の適当なノルムを |鴬と書く.さらに, (t_{0},\mathrm{x}_{0}) を通る方程式 (1) の解を \mathrm{x}(t;t_{0}, \mathrm{x}_{0})

と表記する.尚,初期値に関する方程式 (1) の解の一意性は保証されている.
平衡点が結局的一様安定 [\mathrm{E}\mathrm{v}\mathrm{U}\mathrm{S}] であるとは,任意の  $\varepsilon$>0 に対して,ある  $\alpha$( $\varepsilon$)\geq 0 と

 $\delta$( $\varepsilon$)>0 が存在して, ||\mathrm{x}_{0}||< $\delta$ かつ  t_{0}\geq $\alpha$ ならば,任意の  t\geq t_{0} に対して, \Vert \mathrm{x}(t;t_{0}, \mathrm{x}_{0} < $\varepsilon$

となることをいう.ここで, [\mathrm{E}\mathrm{v}\mathrm{U}\mathrm{S}] はeventually unifonnly stable の略語である.安定性
理論では,‘ultimately”という副詞を 「終局的」 と訳すことが一般的であるので,区別する
ため,“eventually” を 「結局的」 と訳すことにする.もし,  $\alpha$( $\varepsilon$) を  $\varepsilon$ の値に関係なく,常
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に  0 に選ぶことができるならば,平衡点は一様安定 [US] であるという.このことから分
かるように,平衡点の一様安定性では,初期値 \mathrm{X}_{0} のノルムが十分小さく,初期時刻 t_{0} が
0 以上である任意の解に着目している.一方,平衡点の結局的一様安定性で着目する解は,
初期値 \mathrm{x}_{0} について同じであるが,初期時刻 t_{0} には  $\alpha$ 以上であるという限定条件がついて
いる.言い換えると,初期時刻  t_{0} が小さい解は無視していることになる.次に,平衡点が
結局吸収的 [\mathrm{E}\mathrm{v}\mathrm{U}\mathrm{A}] であるとは,ある $\alpha$_{0}\geq 0 と $\delta$_{0}>0 が存在して,任意の  $\eta$>0 に対し
て,ある T( $\eta$)>0 が存在して, t_{0}\geq$\alpha$_{0} かつ ||\mathbb{X}_{0}||<$\delta$_{0} であれば,任意の t\geq t_{0}+T( $\eta$) に対
して, ||\mathrm{x}(t;t_{0},\mathrm{x}_{0})||< $\eta$ となることをいう.もし,  $\alpha$_{0} を 0 に選ぶことができるならば,平衡

点は一様吸収的 [UA] であるという.さらに,平衡点が結局的一様漸近安定 [EvUAS] であ
るとは,平衡点が [\mathrm{E}\mathrm{v}\mathrm{U}\mathrm{S}] かつ [\mathrm{E}\mathrm{v}\mathrm{U}\mathrm{A}] であることをいい,平衡点が一様漸近安定 [UAS]
であるとは,平衡点が [US] かつ [UA] であることをいう.安定性の様々な定義について
は,[2, 5,6, 15,20,32] を参照せよ.

方程式 (1) の平衡点が [UAS] であることと,指数漸近安定であることは同値であること
がよく知られている.ここでいう,平衡点が指数漸近安定[ExpAS]であるとは,ある  $\kappa$>0

が存在して,任意の  $\varepsilon$>0 に対して,ある  $\delta$( $\varepsilon$)>0 が存在して, t_{0}\geq 0 かつ ||\mathrm{x}_{ $\vartheta$}||< $\delta$( $\varepsilon$) なら

ば,任意の t\geq t_{0} に対して, ||\mathbb{X}(t;t_{0}, \mathrm{x}_{0} < $\varepsilon$\exp(-K(t-t_{0})) となることである.方程式 (1) の
平衡点が [ExpAS] であるならば,次の条件を満たすリアプノフ関数 V [0, \infty) \times \mathbb{R}^{n}\rightarrow \mathbb{R}

が存在する:

(i) a(||\mathrm{x}||)\leq V(t, \mathrm{x})\leq b(||\mathrm{x}\Vert)

(ii) \dot{V}_{(1)}(t,\mathrm{x})\leq-c(||\mathrm{x}||) または \dot{V}_{( $\iota$)}(t, \mathrm{x})\leq-dV(t,\mathrm{x})

(iii) |V(t, \mathrm{x}_{1})-V(t,\mathrm{x}_{2})|\leq f(t)||\mathrm{x}_{1}-\mathrm{x}_{2}||

ただし, a, b, c は連続かつ増加正定値関数, d は正の定数, f は正の適当な関数である.

この結果は [UAS] に関する逆定理と呼ばれている.もし,方程式 (1) の零解がただ単に漸
近安定 [AS] であるだけならば,上記の条件を満たすような良いリアプノフ関数が必ずし
も存在するとは限らない.この事実は [UAS] と[AS] の大きな違いである.上記の [UAS]
に関する逆定理を用いることによって,方程式 (1) に小さな摂動項を加えても,一様漸近
安定性は保たれることを証明することができる.現象をモデリングするとき,小さな誤差
はつきものである.このため,現実の現象解析において,摂動問題を考える必要がある.

この観点から,[UAS] についての研究は非常に重要であるといえる.
本稿では,用語として‘㌦miformly with respect to  $\sigma$\geq 0”を用いる.パラメータ  $\sigma$ をもつ

関数族乃 : \mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R} を考える.このとき, \displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}f_{ $\sigma$}(t)=\infty uniformly wiffi respect to  $\sigma$\geq 0

とは,任意の M>0 に対して,ある T>0 が存在して,  $\sigma$\geq 0 かつ t\geq T ならば, f_{ $\sigma$}(t)\geq M
であることを意味する.また [c] を,実数 c をこえない最大の整数を表すことにする.

Sugie and Onitsuka [30] は次の結果を与えた.

定理 \mathrm{C} 任意の d>0 に対して

\displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}\inf\int_{t}^{+d}h(s)ds>0 (3)

と仮定する.もし
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\displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}\int_{ $\sigma$}^{t+ $\sigma$}\frac{\int_{ $\sigma$}^{s}e^{H( $\tau$)}d $\tau$}{e^{H(s)}}ds=\infty uniformly with respect to  $\sigma$\geq 0 (4)

が満たされるならば,(1) の平衡点は一様漸近安定である.

条件 (3) を満たすとき,減衰係数乃はinteg a11\mathrm{y} positiveであるという.この概念は,
Mat;rosov[14] によって初めて導入された ([7−9, 17, 24, 28, 29] も参照せよ). 明らかに,条
件(2) が成り立てば条件 (3) も成り立つ.しかし,逆は必ずしも成り立たない.減衰係数 h

がintegrally positive であっても,無限個の零点をもつかもしれない.典型的な例は \mathrm{s}\dot{\mathrm{m}}^{2}t

である.

条件 (4) と条件 (S) を比較する.まず,共通点として,どちらも \exp(H( $\tau$)-H(s)) の2
重積分であることに気付く.相違点としては,条件 (4) はその2重積分が  $\sigma$\geq 0 に関して
一様に発散することを要求しているが,条件 (4) は  $\sigma$=0 のときのみ発散すればよい.し
たがって,成長条件 (4) は一様発散条件であるといってよい.条件 (4) に似た成長条件は,
2次元線形系の零解が漸近安定になるための十分条件として,Hatvani[9] によって導入さ
れている.

定理 \mathrm{C} と同じ証明方法を用いて,次の結果が得られる.

定理 \mathrm{D} 条件 (3) と仮定する.もし,ある m\geq 0 が存在して

\displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}\int_{ $\sigma$}^{t+ $\sigma$}\frac{\int_{ $\sigma$}^{s}e^{H( $\tau$)}d $\tau$}{e^{H(s)}}ds=\infty uniformly with respect to  $\sigma$\geq m (SU)

が満たされるならば,(1) の平衡点は結局的一様漸近安定である.

勿論,平衡点が一様漸近安定 [UAS] ならば,それは結局的一様漸近安定[EvUAS]であ
るが,一般には,その逆は成り立たない. \mathrm{S}廿auss and Yorke [22] は逆も成り立つための必
要十分条件を以下のように与えた ([23] も参照せよ).

定理 \mathrm{E} 平衡点が結局的一様漸近安定であると仮定する.このとき,平衡点が一様漸近

安定であるための必要十分条件は,恒等的に零である関数が区間 [t_{0}, \infty) において定義さ
れる一意な解となることである.

方程式 (1) は線形であるから,解の初期値に関する一意性が成り立つので,定理 \mathrm{E} か
ら[EvUAS] と[UAS] が同値であることが分かる.したがって,定理 \mathrm{D} から条件 (\mathrm{S}\mathrm{U}) は,
方程式 (1) の平衡点が一様漸近安定になるための成長条件であることになる.本稿では,
一様発散条件である (\mathrm{S}\mathrm{U}) 以外に,一様漸近安定性を保証する他の成長条件を与え,それ
らの条件間の関係を明らかにする.

2 減衰係数 h の急激な増加を抑制する条件

第1節で述べたように,Hatvani [11] らは,Smiffi の条件 (S) と同値である漸近安定性
に関する離散成長条件を与えた.この結果に刺激を受け,Sugie and Onitsuka[30] は,
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様漸近安定性に関する離散成長条件

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\sum_{i=N}^{n+N}(H^{-1}( $\iota$)-H^{-1}(i-1))^{2}=\infty uniformly with respect to  N\in \mathbb{N} (5)

を与え,条件 (3) の下で,条件 (5) が満たされるならば,条件 (4) も成り立つことを証明
した.同じアイデアによって,我々は,あるが N^{*}\in \mathbb{N} 存在して

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\sum_{i=N}^{n+N}(H^{-1}(i)-H^{-1}(i-1))^{2}=\infty uniformly with respect to  N\geq N^{*} (DU)

ならば,条件 (\mathrm{S}\mathrm{U}) も成り立つことを証明できる.したがって,条件 (\mathrm{D}\mathrm{U}) は条件 (\mathrm{S}\mathrm{U}) の
離散化であると考えてよい.

残念ながら,一般には,具体的に与えられた減衰係数 h が条件 (\mathrm{S}\mathrm{U}) や (\mathrm{D}\mathrm{U}) を満たすか

否かを確認することは容易ではない.この節では,Artstein and Infante [1] とHatvani[11]
らによって与えられた条件 (A) と(H) に対応する一様漸近安定性に関する成長条件を与え
る.また,これらの新しい成長条件と条件 (\mathrm{S}\mathrm{U}) や条件 (\mathrm{D}\mathrm{U}) の間の関係も明らかにする.

定理1 条件 \displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}H(t)=\infty を仮定する.もし,ある $\varepsilon$_{0}>0 と m\geq 0 が存在して

\displaystyle \lim_{t\rightarrow}\sup_{\infty}\frac{1}{t^{2- $\varepsilon$ 0}}\int_{ $\tau$}^{+ $\tau$}h(s)ds<\infty uniformly with respect to  $\tau$\geq m (AU)

が満たされるならば,条件 (\mathrm{D}\mathrm{U}) が成り立つ.

注意1 条件 (3) が満たされるならば,条件 \displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}H(t)=\infty も成り立つ.条件 (AU) は
Artstein and Infante [1] が与えた条件 (A) の  $\tau$ に関する一様収束版である.

定理2 ある  N\in \mathrm{N} が存在して,任意の n\geq N に対して

a_{n}^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\displaystyle \int_{n-1}h(s)ds>0 (6)

であると仮定する.もし,条件 (AU) が満たされるならば,ある N^{*}\in \mathrm{N} が存在して

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\sum_{i=N}^{n+N}\frac{1}{\int_{-1}^{i}h(s)ds}=\infty uniformly with respect to  N\geq N^{*} (HU)

が成り立つ.

注意2 条件 (3) が満たされるならば,条件 (6) も成り立つ.条件 (HU) はHatvani[11] ら
が与えた条件 (H) の N に関する一様発散版である.

定理3 ある T>0 が存在して

\left\{\begin{array}{l}
\text{区間} [T, \infty) \text{において，}1/h \text{は有界であり，}\\
\text{区間} [T, \infty) \text{において，}(1/h)' \text{は上に有界である}
\end{array}\right. (7)
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と仮定する.このとき,条件 (\mathrm{H}\mathrm{U}) が満たされるならば,条件 (\mathrm{S}\mathrm{U}) が成り立つ.

上記の3つの定理に定理 \mathrm{D} と定理 \mathrm{E} を併せると,以下のような[UAS] に関する成長条
件問の関係が明らかになる.

(3) \Rightarrow(6)
\downarrow (2) \Rightarrow(3)

(\mathrm{A}\mathrm{t}D\Rightarrow(\mathrm{H}\mathrm{U}) \Uparrow

\displaystyle \lim_{\mathrm{t}\rightarrow\infty}H(t)=\infty\rightarrow\Downarrow \Downarrow\leftarrow(7)
\Uparrow (\mathrm{D}\mathrm{U})\Rightarrow(\mathrm{S}\mathrm{U})\Rightarrow[\mathrm{U}\mathrm{A}\mathrm{S}]

(3) \uparrow \uparrow

(3) (3)

図2: \rightarrow”, \Rightarrow”, [UAS] はそれぞれ “加える”, ‘ならば
“一様漸近安定性” を示している.

3 定理の証明

この節では,3つの定理にそれぞれ証明を与える。

定理1の証明 まず,  t_{0}=0 とおき,任意の n\in \mathrm{N} に対して t_{n}=H^{-1}(n) と定めて,数列
\{t_{n}\} を作る.条件 \displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}H(t)=\infty から,この数列は単調増加し,  n\rightarrow\infty のときに無限大
に発散することが分かる.したがって

 t_{N-1}\geq m

となる N^{*}\in \mathrm{N} を選ぶことができる.簡単のため,  $\Delta$ t_{n}=t_{n}-t_{n-1} と書く.条件 (\mathrm{D}\mathrm{U}) が満
たされることを示すためには,任意の L>0 に対して,ある M(L)\in \mathrm{N} が存在して,任意
の n\geq M と N\geq N^{*} に対して

\displaystyle \sum_{i=N}^{n+N}( $\Delta$ t_{i})^{2}>L
が成り立つことを示せば十分である.条件 (AU) から,ある定数 K>0 と T>0 が存在し
て,任意の  $\tau$\geq m と t\geq T に対して

\displaystyle \int_{ $\tau$}^{t+ $\tau$}h(s)ds<Kt^{2-$\varepsilon$_{0}} (8)

であることが分かる.任意の L>0 に対して

M(L)=\displaystyle \max\{1, [KT^{2-80}], [(K^{2}L^{2-80})^{\frac{1}{ $\varepsilon$ 0}}]\}\in \mathrm{N} (9)

とおく.

さて, N_{0}\geq N^{*} を満たす N_{0}\in \mathrm{N} が存在して

t_{M+N_{0}}<t_{N_{0}-1}+T

112



であると仮定する.このとき, H は区間 [0, \infty) において増加関数であり,任意の  n\in \mathrm{N} に
対して, H(t_{n})=n であるから

M+N_{0}=H(t_{M+N_{0}})\leq H(t_{N_{0}-1}+T)

=H(t_{N0-1})+\displaystyle \int_{t_{N_{0}-1}}^{l_{N_{0}- $\iota$+T}}h(s)ds
=N_{0}-1+\displaystyle \int_{t_{N_{0}-1}}^{N_{0}-1+T}h(s)ds

が成り立つ.また, \{t_{n}\} は増加数列であるから, t_{N_{0}-1}\geq t_{N}\cdot\geq m であることが分かるので,

 $\tau$=t_{N_{0}-1}, t=T として (8) を用いることができる.したがって

M\displaystyle \leq\int_{t_{N_{0}-1}}^{N_{0}-1+T}h(s)ds-1<KT^{2- $\varepsilon$}0-1
が得られる.しかし,これは (9) に矛盾する.故に , 任意の N\geq N^{*} に対して

t_{M+N}\geq t_{N-1}+T (10)

が成り立つ.

不等式 (8) は,任意の  $\tau$\geq m と t\geq $\tau$+T に対して

\displaystyle \int_{ $\tau$}h(t)ds<K(t- $\tau$)^{2- $\varepsilon$ 0} (11)

に書き換えることができる.数列 \{t_{n}\} の単調増加性から

t_{N-1}\geq t_{N-1}\geq m

である.したがって,(11) の  $\tau$ として  t_{N-1} を選ぶことができる.また,(10) より,(11)
の t として t_{N+M} を選ぶことができる.そのため,任意の N\geq N^{*} に対して

\displaystyle \int_{t_{N-1}}^{\text{ガ_{}M+\text{レ}}}h(t)ds<K(t_{M+N}-t_{N-1})^{2-$\varepsilon$_{0}}
が成り立つ.この不等式を用いると

\displaystyle \frac{M+1}{(t_{M+N}-t_{N-1})^{2-$\varepsilon$_{0}}}=\frac{H(t_{M+N})-H(t_{N-1})}{(t_{M+N}-t_{N-1})^{2-80}}
=\displaystyle \frac{1}{(t_{M+N}-t_{N-1})^{2- $\varepsilon$ 0}}\int_{t_{N-1}}^{N+M}h(s)ds<K

が得られる.これを整理すると,任意の N\geq N^{*} に対して

(t_{M+N}-t_{N-1})^{2- $\varepsilon$ 0}>\displaystyle \frac{M+1}{K} (12)

113



となる.Cauchy‐Bryakovski‐Schwc の不等式より,任意の N\geq N^{*} に対して

(\displaystyle \sum_{i=N}^{M+N} $\Delta$ t_{i})^{2}\leq\sum_{i=N}^{M+N}1^{2}\sum_{i=N}^{M+N}( $\Delta$ t_{i})^{2}=(M+1)\sum_{i=N}^{M+N}( $\Delta$ t_{i})^{2}
であるから,(12) を用いて, n\geq N ならば

\displaystyle \sum_{i=N}^{n+N}( $\Delta$ t_{i})^{2}\geq\sum_{i=N}^{M+N}( $\Delta$ t_{i})^{2}\geq\frac{1}{M+1}(\sum_{i=N}^{M+N} $\Delta$ t_{j})^{2}
一 \displaystyle \frac{1}{M+1}((t_{M+N}-t_{N-1})^{2- $\varepsilon$ 0})^{2/(2-$\varepsilon$_{0})}

>\displaystyle \frac{1}{M+1}(\frac{M+1}{K})^{2/(2-$\varepsilon$_{0})}=\frac{(M+1)^{$\varepsilon$_{0}/(2-$\varepsilon$_{0})}}{K^{2/(2- $\varepsilon$ 0})}
であることが分かる.さらに, M の選び方 (9) に注意すると

M>K^{2/ $\varepsilon$ 0}L^{(2- $\varepsilon$)/ $\varepsilon$ 0}0-1

であるから,最終的に

\displaystyle \sum_{i=N}^{n+N}( $\Delta$ t_{i})^{2}>L
が得られる.これが示したかった評価式である.口

定理2の証明 定理1の証明の場合と同様に,不等式 (8) が成り立つことに注意する.任
意の L>0 に対して

M(L)=\displaystyle \max\{1, [T], [(KL)^{\frac{1}{$\varepsilon$_{0}}}]\}\in \mathrm{N} (13)

とおく.条件 (6) から,任意の n\geq N_{*} に対して, a_{n}>0 を満たすように自然数 N_{*} を選
ぶことができる.したがって,Cauchy‐Bunyakovski‐Schwarz の不等式を用いると,任意の
N\geq N_{*} に対して

(M+1)^{2}=(\displaystyle \sum_{i=N}^{M+N}1)^{2}=(\sum_{i=N}^{M+N} 嘱 \displaystyle \frac{1}{\sqrt{a_{i}}})^{2}\leq\sum_{i=N}^{M+N}a_{i}\sum_{i=N}^{M+N}\frac{1}{a_{i}} (14)

が得られる.ここで

N^{*}=\displaystyle \max\{m+1,N_{*}\}

とおくと, N\geq N^{*} ならばN‐l \geq N^{*}-1\geq m である。また, M の選び方 (13) から M+1>T

である。したがって,(8) の T と t として,それぞれ N-1 と M+1 を選ぶことができる。
そのため,任意の N\geq N^{*} に対して

\displaystyle \sum_{i=N}^{M+N}a_{i}=\int_{N-1}^{M+N}h(s)ds<K(M+1)^{2-$\varepsilon$_{0}}
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が成り立つ.したがって,(14) から,任意の N\geq N^{*} に対して

\displaystyle \sum_{i=N}^{M+N}\frac{1}{a_{j}} > \frac{1}{K}(M+1)^{ $\varepsilon$}0
であることが分かる.再び,(13) を用いると,任意の n\geq M と N\geq N^{*} に対して

\displaystyle \sum_{i=N}^{n+N}\frac{1}{\int_{j-1}^{i}h(s)ds}>\sum_{i=N}^{M+N}\frac{1}{a_{i}}>\frac{1}{K}(M+1)^{$\varepsilon$_{0}}>L
が得られる.これは,条件 (\mathrm{H}\mathrm{U}) が成り立つことを示している 口

定理3を証明するためには,Sugie and Onituska[30] と同じ方法を用いることによって
得られる次の結果が必要である.

補題4 ある関数  k:[0, \infty) \rightarrow[0, \infty) と  T>0 が存在して

\left\{\begin{array}{l}
\text{任意の} t\geq T \text{に対して，}0\leq h(t)\leq k(t) \text{であり，}\\
\text{区間} [T, \infty) \text{において，}1/k \text{は有界であり，}\\
\text{区間} [T, \infty) \text{において，}(1/k)' \text{は上に有界である}
\end{array}\right.
と仮定する.もし,ある m\geq 0 が存在して

\displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}\int_{ $\sigma$}^{t+ $\sigma$}\frac{1}{k(s)}ds=\infty uniformly with respect to  $\sigma$\geq 0

が満たされるならば,条件 (\mathrm{S}\mathrm{U}) が成り立つ.

注意3 補題4の仮定から分かるように,減衰係数 h が微分可能である必要はない.

定理3の証明 定理3を証明するために,補題4の観点から,ある m\geq 0 が存在して

\displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}\int_{ $\sigma$}^{t+ $\sigma$}\frac{1}{h(s)}ds=\infty uniformly with respect to  $\sigma$\geq m (15)

であることを示せば十分である.

条件 (7) から,任意の  t\geq ㌘に対して

\displaystyle \frac{1}{h(t)}\leq c
となるような定数 c>0 と T^{*} >0 が存在する.したがって,  h(t)\geq  1/c>0 であること

が分かる.ここで, i^{*}=[T^{*}]+2\in \mathrm{N} とおくと,Cauchy‐Bunyakovski‐Schwarz の不等式に
よって

1=(\displaystyle \int_{i1}^{i}ds)^{2}=(\int_{1}^{i}\sqrt{h(s)}\frac{1}{\sqrt{h(s)}}ds)^{2}\leq a_{i}\int_{1}^{i}\frac{1}{h(s)}ds
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が得られる.ただし, \{a_{i}\} は定理2で与えられた数列である.したがって,任意の i\geq r

対して

\displaystyle \int_{i-1}^{i}\frac{1}{h(s)}ds\geq\frac{1}{a_{i}}
となる.また, N^{**}=\displaystyle \max\{N^{*}, r\} とおく.このとき,条件 (HU)から,任意の L>0 に対
して,ある M(L)\in \mathbb{N} が存在して, N\geq N^{**} ならば

\displaystyle \int_{N}^{M} \geq\sum_{i=N}^{M+N}\int_{i-1}^{i}\frac{1}{h(s)}ds\geq\sum_{i=N}^{M+N}\frac{1}{a_{i}}>L (16)

であることが分かる.さらに, m=N^{**}-1 とおくと,任意の  $\sigma$\geq m に対して

N-2< $\sigma$\leq N-1

を満たす N \in \mathrm{N} を選ぶことができる.このとき,明らかに  N\geq  N^{**} である.最後に,

T(L)=M(L)+2 とおくと,(16) によって,任意の t\geq T に対して

\displaystyle \int_{ $\sigma$}^{t+ $\sigma$}\frac{1}{h(s)}ds\geq\int_{N-1}^{T+N-2}\frac{1}{h(s)}ds=\int_{N-1}^{M+N}\frac{1}{h(s)}ds>L
が得られる.これは,条件 (15) が成り立つことを意味する.口

4 平衡点が一様漸近安定である例

図2で示したように,条件 (AU) が,方程式 (1) の平衡点が一様漸近安定であることを
保証する条件の中で,確認が一番容易である.対照的に,他のすべての条件を含む条件

(SU) は確認が困難である。特に , 条件 (SU) において,  $\sigma$ に関して一様に2重積分が発散
するかどうかを判断することが難しい.この状況を示すため,次の1つの例を与える.

例5 各  n\in \mathrm{N} に対して

h(t)=\left\{\begin{array}{ll}
1+n & \mathrm{i}\mathrm{f} n-1/n\leq t\leq n,\\
1 & \mathrm{i}\mathrm{f} n<t<n+1-1/(n+1)
\end{array}\right. (17)

である方程式 (1) を考える.このとき,平衡点は一様漸近安定である.

条件 (2) が \underline{h}= 1 に対して満たされるので,条件 (3) も成り立つ.各 n\in \mathrm{N} に対して,
積分 H は

s=H(t)=\left\{\begin{array}{ll}
(1+n)t-n(n-1) & \mathrm{i}\mathrm{f} n-1/n\leq t\leq n,\\
t+n & \mathrm{i}\mathrm{f} n<t<n+1-1\int(n+1)
\end{array}\right.
となる (図3を見よ) したがって, H は区間 [0, \infty) において単調増加関数であり,条
件 \displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}H(t)=\infty が満たされる.また,任意の  $\tau$\geq 0 と t\geq 0 に対して,ある p\in \mathrm{N} と

q\in \mathrm{N} が存在して

p-1\leq $\tau$<p かつ q-1\leq t<q
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図3: 関数 h と H のグラフ

を満たすことから

\displaystyle \int_{ $\tau$}^{t+ $\tau$}h(s)ds=H(t+ $\tau$)-H( $\tau$)<H(p+q)-H(p-1)
=2(p+q)-2(p-1)=2(q+1)<2(t+2)

となる.条件 (AU) が満たされることを示すために, $\varepsilon$_{0}=1 かつ m=0 とおく.このとき,
上記の不等式より,任意の t\geq 4 に対して

\displaystyle \frac{1}{f^{2- $\varepsilon$}0}\int_{ $\tau$}^{t+ $\tau$}h(s)ds<\frac{2(t+2)}{t}\leq 3
が成り立つ.これは,条件 (AU) が満たされることを意味するので,図2から,平衡点は
一様漸近安定であることが分かる.

方程式 (1) の各解 x とそれに対応する導関数 x' の組は t の変化に伴って,2次元平面
\mathbb{R}^{2} 上を連続的に移動し,1つの解曲線を描く.また,方程式 (1) の平衡点は2次元平面
上の原点 (0,0) に対応する.第1節で述べたように,方程式 (1) の平衡点が漸近安定であ
ることと,すべての解曲線が原点に漸近することは同値である.方程式 (1) は線形である
から,平衡点自身ではない1つの解曲線が原点に漸近するならば,すべての解曲線も原点
に漸近することが知られている.したがって,1つの解曲線を描くことによって,方程式

(1) の平衡点が漸近安定であるかどうかを判断できる (図4を見よ) . しかし、平衡点の
一様漸近安定性は1つの解曲線からは判断できない.

条件 (AU) が満たされるため,図2から分かるように,条件 (\mathrm{D}\mathrm{U}) , (\}\mathrm{m}) , (\mathrm{S}\mathrm{U}) も満たさ
れる.確かに,条件 (\mathrm{D}\mathrm{U}) と (\mathrm{H}\mathrm{U}) が満たされることは,以下のように直接に確認するこ
とができる.しかし,条件 (\mathrm{S}\mathrm{U}) が満たされることを示すのは難しい.

まず,条件 (\mathrm{D}\mathrm{U}) を確認する.積分 H は単調に無限大へ発散することから,関数 H^{-1}

は H の通常の逆関数になる.簡単な計算から,逆関数 H^{-1} は

t=H^{-1}(s)=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{s+n(n-1)}{1+n} & \mathrm{i}\mathrm{f} 2n-1-1/n\leq s\leq 2n,\\
s-n & \mathrm{i}\mathrm{f} 2n<s<2n+1-1/(n+1)
\end{array}\right.
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図4: 減衰係数 h は(17) で表され,角振動数  $\omega$ は2.2である方程式 (1) の初期条件
(x(0),x'(0))=(1,1) を満たす解曲線の相平面図

となる (図5を見よ) . したがって

H^{-1}(2n)=\displaystyle \frac{2n+n(n-1)}{1+n}=n, H^{-1}(2n-1)=\displaystyle \frac{2n-1+n(n-1)}{1+n}=n-\frac{1}{1+n} (18)

である.任意の N\in \mathrm{N} と n\in \mathbb{N} に対して

P=[\displaystyle \frac{N+3}{2}] $\epsilon$ \mathrm{N} かつ p=[\displaystyle \frac{n}{2}]-1
とおくと, 2P-3\leq N<2P-1 かつ 2(p+P)-1\leq n+N となる.したがって

\displaystyle \sum_{i=N}^{n+N}(H^{-1}( $\iota$)-H^{-1}(i-1))^{2}>\sum_{i=2P-1}^{2(p+P)-1}(H^{-1}( $\iota$)-H^{-1}(i-1))^{2}
=\displaystyle \sum_{j=P}^{p+P}(H^{-1}(2j-1)-H^{-1}(2j-2))^{2}

が得られる.さらに,(18) から

\displaystyle \sum_{j=P}^{p+P}(H^{-1}(2j-1)-H^{-1}(2j-2))^{2}=\sum_{j=P}^{p+P}(j-\frac{1}{1+j}-0-1))^{2}
=\displaystyle \sum_{j=P}^{p+P}(\frac{j}{1+j})^{2}\geq\sum_{j=P}^{p+P}\frac{1}{4}=\frac{1}{4}(p+1)
=\displaystyle \frac{1}{4}[\frac{n}{2}]>\frac{n-2}{8}

であることが分かる.したがって,任意の L>0 に対して,定数 M(L)=8L+2 が存在し
て, n\geq M ならば

\displaystyle \sum_{i=N}^{n+N}(H^{-1}(l)-H^{-1}(i-1))^{2}>\frac{n-2}{8}>\frac{M-2}{8}=L
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図5: H の逆関数 H^{-1} のグラフ

となる.これは, N^{*}=1 とする条件 (\mathrm{D}\mathrm{U}) である.
次に,条件 (\mathrm{H}\mathrm{U}) を確認する.再び

a_{n}=\displaystyle \int_{n-1}h(s)ds
と書く.この例では,任意の n\in \mathrm{N} に対して, a_{n}=2 であることが容易に確認できる.し
たがって

\displaystyle \sum_{i=N}^{n+N}\frac{1}{\int_{i-1}^{i}h(s)ds}=\frac{n+1}{2}
となる.これは, N^{*}=1 とする条件 (\mathrm{H}\mathrm{U}) が満たされていることを意味する.

例5の減衰係数乃は区分連続であり,連続ではない.定理3を適用するためには,減
衰係数 h が微分可能であることが必要であるから,条件 (\mathrm{H}\mathrm{U}) が満たされるだけでは,平
衡点が一様漸近安定であることを示すことができない.このことから,定理3の仮定には
改善の余地があることが分かる.

5 付録

図1に示した [AS] に関する成長条件間の関係は,次のように改良することができる.

(3)
\downarrow

(A) \Rightarrow(\mathrm{H})

(3) \rightarrow\Downarrow \swarrow\leftarrow(3)\Leftarrow(2)

(\mathrm{D})=(\mathrm{S})\Leftrightarrow[\mathrm{A}\mathrm{S}]
\uparrow \uparrow

\displaystyle \lim_{t\rightarrow\infty}H(t)=\infty\Leftarrow(3)

図5: \rightarrow”, \Rightarrow ”, \Leftrightarrow ”, [AS] はそれぞれ“加える”, “ならば
“同値”, “漸近安定性” を示している.
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紙面の都合上,次の関係のみ証明する.

命題6 条件 (3) を仮定する.このとき,条件 (A) が満たされるならば,条件 (H) も成り
立つ.

命題6を証明するためには,Artstein and Infante [1] のアイデアから得られる次の補題
が必要となる.

補題7 ある  K>0 と m\in \mathrm{N} が存在して,任意の n\geq m に対して

a_{n}>0 かつ \displaystyle \sum_{i=m}^{n}a_{i}\leq Kn^{2}
である数列 \{a_{n}\} は

\displaystyle \sum_{i=m}^{\infty}\frac{1}{a_{i}}=\infty
を満たす.

証明 任意に固定した自然数  n\geq m に対して, b_{j}=a_{2^{n}+j}>0  $\zeta$ i=m, 2^{n}) とおく.この
とき,仮定から

\displaystyle \sum_{-m}^{2^{n}}b_{j}=\sum_{j=m}^{2^{n}}a_{2^{n}+j}=\sum_{i=2^{n}+m}^{2^{n+1}}a_{i}<\sum_{i=m}^{2^{n}+m-1}a_{i}+\sum_{i=2^{n}+m}^{2^{n+1}}a_{i}=\sum_{i=m}^{2^{n+1}}a_{i}\leq 2^{2(n+1)}K
が得られる.Cauchy‐Bunyakovski‐Schwarz の不等式から

(2^{n}-m+1)^{2}=(\displaystyle \sum_{j=m}^{2^{n}}\sqrt{b_{j}}\frac{1}{\sqrt{b_{j}}}\int\leq\sum_{j=m}^{2^{n}}b_{j}\sum_{j=m}^{2^{n}}\frac{1}{b_{j}}<2^{2(n+1)}K\sum_{j=m}^{2^{n}}\frac{1}{b_{j}}
が成り立つ.したがって

\displaystyle \sum_{j=m}^{2^{n}}\frac{1}{b_{j}}>\frac{(2^{n}-m+1)^{2}}{2^{2(n+1)}K}
であることが分かる.この不等式を用いると

\displaystyle \sum_{i=m}^{\infty}\frac{1}{a_{i}}>\sum_{k=0}^{2^{m}-1}\frac{1}{a_{m+k}}+\sum_{n=m}^{\infty}(\sum_{j=m}^{2^{n}}\frac{1}{a_{2^{n}+j}})>\sum_{n=m}^{\infty}(\sum_{j=m}^{2^{n}}\frac{1}{b_{j}})
>\displaystyle \sum_{n=m}^{\infty}\frac{(2^{n}-m+1)^{2}}{22(n+1)K}=\frac{1}{K}\sum_{n=m}^{\infty}(\frac{1-(m-1)/2^{n}}{2})^{2}

と評価できる.自然数 n は任意であるから,十分大きくすると

\displaystyle \frac{1-(m-1)/2^{n}}{2}
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は1/2に限りなく近づく.そのため

\displaystyle \sum_{i=m}^{\infty}\frac{1}{a_{i}}=\infty
が成り立つ.ロ

命題6を証明する準備が整った.

命題6の証明 条件 (A) から,ある  K>0 と T_{1}>0 が存在して,任意の t\geq T_{1} に対して

\displaystyle \int_{0}^{r}h(s)ds<Kt^{2} (19)

が成り立つ.減衰係数乃は条件 (3) を満たすから,ある  $\nu$>0 と乃 >0 が存在して,任意
の  t\geq 乃に対して

\displaystyle \int_{t}^{+1}h(s)ds\geq v
となる.自然数 m を m\displaystyle \geq\max\{T_{1}, T_{2}\} となるように選ぶ.また

a_{n}=\displaystyle \int_{n-1}h(s)ds
とおく.このとき,(18) と(19) から,任意の n\geq m に対して, a_{n}\geq v>0 であり

\displaystyle \sum_{i=m}^{n}a_{i}=\int_{m-1}h(s)ds\leq\int_{0}h(s)ds<Kn^{2}
を満たす.したがって,補題7から,条件 (H) が成り立つ. \square 
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