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可微分CONVEX INTEGRAND とその DUAL の
同時安定性について

西村 尚史
(横浜国立大学)

1. 序

本稿は,Erica Boizan Batista 氏(Cariri 連邦大学 (ブラジル) ) と韓 呼和氏 (西北
農林科技大学 (中国)) と筆者との3人による国際共同研究である,[3] のアナウンス
メントである.

まず,記号や概念を簡潔に準備しておく.本稿において可微分とは  c\infty 級のこと
である.小文字  n で正の整数を表し,  \mathbb{R}+ という記号で正の実数からなる集合を表す
ことにする.写像 inv:  \mathbb{R}^{n+1}-\{0\}arrow \mathbb{R}^{n+{\imath}}-\{0\} は  \mathbb{R}^{n+1} の原点に関する反転を表
すことにする,すなわち,極座標を使って表すと以下で定義される写像のことである:

  inv(\theta, r)=(-\theta, \frac{1}{r}) .
 \mathbb{R}^{n+1} の単位球面を,通常通り,  S^{n} という記号で表す.また,連続関数  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+}
に対し,以下で定義される  \mathbb{R}^{n+1}-\{0\} の部分集合を graph(  \gamma ) と表すことにする.

graph  (\gamma)=\{(\theta, \gamma(\theta))\in \mathbb{R}^{n+1}-\{0\}|\theta\in S^{n}\}
.
さらに,  inv(graph(\gamma)) の凸胞の境界を  r_{\gamma} と表すことにする.連続関数  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}+
は,等式  r_{\gamma}=inv(graph(\gamma)) が成立するときconvex integrand と呼ばれる ([20]).

定義1 ([3]). Convex integrand  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}+ は,  inv(graph(\gamma)) の凸胞が狭義凸で
あるときstrictly convex integrand と呼ばれる.

二つの関数空間  C^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+}) と  C_{conv}^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+}) を次のように定める.

 C^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+}) = \{\gamma:S^{n}arrow \mathbb{R}_{+}
C^{\infty}\},

 C_{conv}^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+})  = {  \gamma\in C^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+})|\gamma is a convex integrand} ‐

関数空間  C^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+}) はホイットニー   c\infty 位相による位相空間であり,関数空間
 C_{conv}^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+}) は  C^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+}) の部分空間である.

Convex integrand  \gamma\in C_{conv}^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}+) が与えられると,以下により  \gamma に付随する
ウルフ図形 (  \mathcal{W}_{\gamma} という記号で表すことにする) が定まる.

  \bigcap_{\theta\in S^{n}}\{x\in \mathbb{R}^{n+1}
|x\cdot\theta\leq\gamma(\theta)\},
ここに,   x\cdot\theta はベクトル空間  \mathbb{R}^{n+1} の二つのベクトル  x と  \theta の標準内積を表してい
る.ウルフ図形の概念は,ウルフの1901年の有名な論文 [21] において,平衡状態に
ある結晶の幾何学的モデルとして導入されている1. 定義により,任意のウルフ図形

1日本語による,物理の立場からウルフ図形をわかりやすく説明してある文献として [17] がある.
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はコンパクトであることがわかる.Convex integrand という概念は,ウルフ図形を
研究するためにテイラーにより [20] で導入された概念である.

定義2. 連続関数  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}+ がconvex integrand であるとする.
(1) Convex integrand  \delta :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+} は,等式  inv(graph(\delta))=\partial \mathcal{W}_{\gamma} が成立す

るとき,  \gamma のdual convex integrand (あるいは単に  \gamma のdual) と呼ばれ
る,ここに  \partial \mathcal{W}_{\gamma} は  \mathcal{W}_{\gamma} の境界を表す.

(2) Convex integrand  \delta に付随するウルフ図形は  \mathcal{W}_{\gamma} の双対ウルフ図形と呼ば
れ,  \mathcal{D}\mathcal{W}_{\gamma} と表される.

 \mathcal{D}\mathcal{W}_{\gamma}=\mathcal{W}_{6}.

(1) はconvex integrand についての双対性を,(2) はウルフ図形についての双対性を
定義しているわけであるが,これら二つの双対概念はどちらも involutive であるこ
とを注意しておく.すなわち,  \delta の dual は  \gamma であり,また,等式  \mathcal{D}\mathcal{D}\mathcal{W}_{\gamma}=\mathcal{W}_{\gamma} が
成立するのである.詳細については,[3] のLemma 2.7をご覧いただきたい.

Convex integrand やそれに付随するウルフ図形の様々な性質は [2, 4, 5, 6] で既に
いろいろ調べてあり,それらのサーベイも存在している ([7]). これらの続編である
[3] においては,可微分 convex integrand  \gamma とその dual  \delta とが同時に満たす性質に
ついて,安定性に重点を置いて調べたものである.

定義3. 可微分関数  \gamma\in C^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+}) は,  \gamma の  \mathcal{A}‐同値類が開集合であるとき安定2と
呼ばれる,ここに二つの可微分関数  \gamma_{1},  \gamma_{2}\in C^{\infty}(S^{n}, \mathbb{R}_{+}) が  \mathcal{A}‐同値であるとは,可
微分な微分同相写像  h :  S^{n}arrow S^{n} と  H :  \mathbb{R}+arrow \mathbb{R}+ が存在して  \gamma_{1}=Ho\gamma_{2}oh^{-1} が
成り立つことである.

“Convex integrand の安定性に拘るのはなぜですか?” などと問われることがある.
このような質問に対しては,以下の二つの理由を回答としている.
【理由1】 ウルフ図形は結晶の幾何学的モデルであるが,物理的には,convex in‐

tegrand は結晶の表面エネルギー密度に相当していることになる.本物の結晶の表面
エネルギー密度を正確に観測することはまず不可能であるので,「表面エネルギー密
度は近似的な関数で表されている」 という理解で済ますしか術がない.他方,『可微
分convex integrand 全体の空間の中で安定な convex integrand からなる部分空間は
稠密である』 ということがもしも示せるのであれば,安定なconvex integrand は近
似的な表面エネルギーの望ましい候補になり得る.そして,上記の 『』 内は [2] で実
際に示されているのである.これが一つ目の理由である.
【理由2】 モース不等式 ([15]) の存在が二つ目の理由である.微分トポロジー的

観点から convex integrand を調べようとすると,モース不等式はほとんど不可欠な
ツールになのである.モース不等式を使うためには,臨界点は非退化でなければなら
ないので,調べる対象を安定なconvex integrand に限定したいのである.

上にも書いているように,[2] において 『可微分convex integrand 全体の空間の中
で安定な convex integrand からなる部分空間は稠密である』 ということを示してい
る.[2] の次のステップとして,(‘可微分convex integrand とその dual が同時に安定
写像になるのは,いつどのような場合であろうか?” という問題を調べることは自然
なように思われる.この問題に答えることが [3] の主要な目的である.

2. 主結果

安定な関数は,定義により,もちろん可微分でなくてはならない.そこで,なにはと
もあれ,まず次を示しておく必要がある:

2安定写像の基本的文献としてはもちろん [9, 10, 11, 12, 13, 14] であるが,これらの日本語による解
説として [8] の第1部がある.
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定理1 ([3]).  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+} を可微分 convex integrand とし,  \delta を  \gamma の dual とする.
すると,  \delta が可微分であることの必要十分条件は  \gamma がstrictly convex integrand であ
ることである.

定理1より幾分弱い結果は,[1, 16, 19] などにおいて既に得られていたことに注意し
ておく.また,[4] により,定理1の仮定は  \delta がstrictly convex integ and であるこ
とを含んでいることにも注意しておく.これらの注意により以下の系が従う.

系1 ([3]).  \gamma:S^{n}arrow \mathbb{R}+ を可微分 convex integrand とし,  \delta を  \gamma のぬal とする.す
ると,  \gamma が可微分な strictly convex integrand であることの必要十分条件は  \delta が可微
分な strlctly convex integrand であることである.

関数  \hat{\gamma},  \hat{\delta} :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+} をそれぞれ以下で定義する.

  \hat{\gamma}(\theta)=\frac{1}{\gamma(-\theta)}, \hat{\delta}(\theta)=\frac{1}{
\delta(-\theta)} (\forall\theta\in S^{n}) .

 \partial \mathcal{D}\mathcal{W}_{\gamma} (あるいは,  \partial \mathcal{D}\mathcal{W}_{\delta} ) は関数  \hat{\gamma} (あるいは,あのグラフであり,  \gamma (あるい
は,  \delta) は  \hat{\gamma} (あるいは,  \hat{\delta}) と  \mathcal{A}‐同値である.従って,定理1の別の系として以下を
得る.

系2 ([3]).  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+} をstrictly convex integrand とし,  \delta :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+} を  \gamma の
dual とする.そのとき,以下は同値である.

(1) Convex integrand  \gamma は可微分である.
(2) Convex integTand  \delta は可微分である.
(3) グラフが  \partial \mathcal{W}_{\delta}=\partial \mathcal{D}\mathcal{W}_{\gamma} とピッタリー致する関数  \hat{\gamma} は可微分である.
(4) グラフが  \partial \mathcal{W}_{\gamma}=\partial \mathcal{D}\mathcal{W}_{\delta} とピッタリー致する関数  \hat{\delta} は可微分である.

どんな convex integrand  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+} に対しても,それに付随するウ]レフ図形
 \mathcal{W}_{\gamma} は原点を内点として含む凸体になるのであった.凸体理論においては,原点を内
点として含む凸体に対して dual と呼ばれる概念がある.すなわち,凸体理論では,
 \mathcal{W}_{\gamma} のdual の概念は以下で与えられる (たとえば,[18] を参照) .

  \{(\theta, \frac{1}{\gamma(\theta)}) \theta\in S^{n}\}.
しかしながら,この意味での dual の概念は,(物理においてはウルフ図形と同様に共
通のバックグラウンドのように思える) pedal の概念との関係はあまりないように見
える3. 他方,本稿で定義している意味での双対ウルフ図形の概念は pedal の概念と
密接に関係している.さらに,中心射影を経由して,  \Phi(\theta)=(\theta, 1/\delta(-\theta)) で定義され
る可微分な埋め込み  \Phi :  S^{n}arrow \mathbb{R}^{n+1}-\{0\} に対する原点をペダルポイントとするペ
ダルは,  \Phi に対応する球面への埋め込みの球面 dual を使って特徴づけることができ,
球面 dual は特異点論においてはよく知られている概念である (これらについての詳
細は,[3] の第2.3部分節をご覧いただきたい).可微分convex integrand に付随し
たウルフ図形の研究にはペダルは有用であるので,[3] においては,  \mathcal{W}_{\gamma} の双対ウル
フ図形の概念として  \mathcal{D}\mathcal{W}_{\gamma} を採用している.

問題1.  \gamma と  \delta の同時安定性はいつ起こるのであろうか?

問題1に対しては次の結果が得られた.

定理2 ([3]).  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+} を可微分な strictly convex integrand とし,  \delta を  \gamma の dual
とする.そのとき,  \gamma が安定であることの必要十分条件は  \delta が安定であることである.

 3[17] には pedal の概念も登場している.
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系3 ([3]).  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}+ を可微分な strictly convex integrand とし,  \delta :  S^{n}arrow \mathbb{R}+ を
 \gamma の dual とする.そのとき,以下の四つは同値である.

(1) Convex integrand  \gamma は安定である.
(2) Convex integrand  \delta は安定である.
(3) グラフが  \partial \mathcal{W}_{\delta}=\partial \mathcal{D}\mathcal{W}_{\gamma} とピッタリー致するような関数りは安定である.
(4) グラフが  \partial \mathcal{W}_{\gamma}=\partial \mathcal{D}\mathcal{W}_{\delta} とピッタリー致するような関数  \hat{\delta} は安定である.

問題2.  \gamma と  \delta の同時安定性はどのように起こるのであろうか?

問題2に対しては次の結果が得られている.

定理3 ([3]).  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}+ を可微分な strictly convex integrand とし,  \delta :  S^{n}arrow \mathbb{R}+
を  \gamma の dual とする.さらに,  \gamma は安定であると仮定する.そのとき,以下が成立する.

(1) 点  \theta_{0}\in S^{n} が  \gamma の非退化臨界点であることの必要十分条件は  \theta_{0} の対踪点
 -\theta_{0}\in S^{n} が  \delta の非退化臨界点であることである.

(2) 点  \theta_{0}\in S^{n} が  \gamma の非退化臨界点であると仮定する.そのとき,点  \theta_{0} におけ
る  \gamma のモース指数が  i であることの必要十分条件は点  -\theta_{0} における  \delta のモー
ス指数が  (n-i) であることである.ここで,  i は  0 以上  n 以下の整数である.

定理3から次の系が従うことは明白であろう.

系4 ([3]).  \gamma :  S^{n}arrow \mathbb{R}+ を安定な convex integrand とし,  \delta :  S^{n}arrow \mathbb{R}_{+} を  \gamma の dual
とする.さらに,  \theta_{0} は  S^{n} の点とし,  i は  0 以上  n 以下の整数とする.そのとき,以
下の四つは同値である.

(1) 点  \theta_{0}\in S^{n} は,モース指数が  i である  \gamma の非退化臨界点である.
(2) 点  -\theta_{0}\in S^{n} は,モース指数が  (n-i) である  \delta の非退化臨界点である.
(3) 点  -\theta_{0}\in S^{n} は,モース指数が  (n-i)_{-}で

 \backslash \backslash ある  \overline{\gamma} の非退化臨界点である.
(4) 点  \theta_{0}\in S^{n} は,モース指数が  i である  \delta の非退化臨界点である.
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