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Construction of strongly regular Cayley graphs based on

three‐valued Gauss periods
−3 値のガウス周期に基づく強正則ケーリーグラフの構成について−

熊本大学教育学部 籾原 幸二*

Koji Momihara

Faculty of Education, Kumamoto University

概要

この論文では,3つの値を取るガウス周期の新しい系列を発見するとともに,それに基づ
く強正則ケーリーグラフの新たな構成法を与える.特に,今回得られた結果は,[3] の結果の
ある種の一般化としてみなすことができ,強正則グラフの新たな無限系列を与えるものであ
る.この論文は,論文 [21] の要約である.

1 導入

この論文では,いくつか証明を省く命題があるが,詳しくは論文 [21] を参照していただきたい.

 v 頂点上の  k‐正則単純グラフ  r が,以下の条件を満たすとき,パラメータ  (v, k, \lambda, \mu) を持つ強正
則グラフであるという: 任意の2頂点  x,  y に対し,

 |\{z\in V(r) : (x, z), (y, z)\in E(r)\}|=\begin{array}{ll}
\lambda,   (x, y)\in E(r) のとき，
\mu,   (x, y)\not\in E(r) のとき．
\end{array}
ある  k‐正則グラフが強正則であるための必要十分条件は,そのグラフの隣接行列の固有値が,  k

以外にちょうど2種類となることである [4, Theorem 9.1.2].

この論文では,ケーリーグラフのみ扱うこととする.  G を有限可換群とし,  D を逆元について
閉じた  G\backslash \{0_{G}\} の部分集合とする.ここで,  0_{G} は  G の単位元とする.今,ケーリーグラフ
 Cay(G, D) を以下のように定める: 頂点は  G の要素と同一視し,  x-y\in D のときのみ,2つの
頂点  x,  y が隣接するものとする.  D を連結集合とよぶ.  Cay(G, D) の固有値は,  \psi(D),  \psi\in\hat{G}
で与えられる.ここで,  \hat{G} は  G の指標群とする.先ほどの強正則グラフの固有値に関する特徴
付けより,ケーリーグラフ  Cay(G, D) が強正則グラフであるためには,  \psi(D),  \psi\in\hat{G}\backslash \{\psi_{0}\} が
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ちょうど2つとなることが必要十分である.ただし,  \psi_{0} は単位指標とする.強正則ケーリーグ
ラフの基本的性質については,[19] を参照していただきたい.

今回,強正則ケーリーグラフの構成問題を扱うが,最も効果的な方法の一つとして知られている
のが,有限体の乗法部分群を利用することである.  q を素数ベキとし,  \Gamma_{q} を位数  q の有限体を表
す.  \omega を  \Gamma_{q} の原始根とし,  N を  q-1 を割る自然数とする.今,

 C_{i}^{(N,q)}=\omega^{i}\{\omega^{N}\rangle, 0\leq i\leq N-1

と定める.これらは,しばしば位数  N の円分剰余類と呼ばれる.今回得られた強正則グラフは,端
的に言えば,いくつかの円分剰余類の和集合を連結集合に持つケーリーグラフとして実現される.
これまでに知られている,円分剰余類を用いたいくつか構成法については,[6, 10, 12, 14, 16, 20]
およびその参考文献を参照していただきたい.

一方,有限体上の強正則グラフは,有限幾何のいくつかの間題とも関連している.特に,  m‐ovoid
や  i‐tight set と呼ばれる有限幾何学における構造があるが,それらは有限体上の2次形式の零
点の部分集合であり,射影空間で捉えたとき,特別な超平面らとの交差数がちょうど2種類とな
ることが知られている.射影空間の次元や2次形式の型によって,それらの集合を連結集合に
もつ有限体上のケーリーグラフが強正則となることが知られている.これまでの結果について

は[1, 2, 5, 7, 9, 11, 17, 18, 24] を参照していただきたい.特に,最近,Bamberg, Lee, Xiang およ
び著者は,論文 [3] において,elliptic 型の2次形式の零点集合の部分集合としての穿‐ovoid(およ
び対応する強正則グラフ) を構成した.これは,一般化四角形の双対性を利用すれば,Hermitian
曲面の hemisystem と呼ばれる幾何構造と同値であることが知られている.著者たちは,特に

 \Gamma_{q^{6}} 上で,位数  4(q^{2}+q+1) の円分剰余類を用いて構成を行ったが,その背後には,2つの値を
持つガウス周期と対応する Singer 差集合の分割があり,この論文では,この手法が3つの値を
もつガウス周期の場合にも適用できることを概説する.特に,以下の2つの強正則ケーリーグラ
フの無限系列を得た.

定理1.1. 以下の場合に,パラメータ  (q^{6}, r(q^{3}+1), q^{3}+r^{2}-3r, r^{2}-r) を持つ,  (\Gamma_{q^{6}}, +) 上の
強正則ケーリーグラフが存在する:

(i)  M=3\hslash^{1}Oq\equiv 7(mod 24) ,

(ii)  M=7\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}\cdot\supset q\equiv 11,51(mod 56) .

ここで,  r=M(q^{2}-1)/2 とする.

上定理において,  M=1 かつ  q\equiv 3(mod 4) の場合にも,強正則グラフが得られるが,この場
合は [3] で扱われた.よって,今回の我々の結果は,[3] の結果の一般化であるとみなすことがで
きる.
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2 ガウス周期と有限体上のケーリーグラフ

有限体  \Gamma_{q} の乗法的指標  \chi と加法的標準指標  \psi_{\Gamma_{q}} に対し,指標和

 G_{q}( \chi)=\sum_{x\in\Gamma_{q}^{*}}\chi(x)\psi_{\Gamma_{q}}(x)
をガウス和と呼ぶ.ガウス和の基本的性質,計算方法に関しては [15] を参照されたい.

有限体  \Gamma_{q^{m}} の位数  N のガウス周期とは,

瓶  m(C_{i}^{(N,q^{m})}):= \sum_{x\in C_{l}^{(N,q^{m})}}\psi_{\Gamma_{q^{m}}}(x),  0\leq i\leq N-1

で定義される  N 個の数値のことである.指標の直交性より,位数  N のガウス周期は,ガウス和
の線形結合で表現される:

  \psi_{\Gamma_{q^{n}}}(C_{i}^{(N,q^{m})})=\frac{1}{N}\sum_{j=0}^{N-1} Gqm(薪)  \chiN‐j(  \omegai),  0\leq i\leq N-1 . (2.1)

ここで,  \chi_{N} は  \Gamma_{q^{m}} の位数  N の乗法的指標とする.また,  \omega は,  \Gamma_{q^{m}} の原始根とする.

定理2.1. ([26, Theorem 1])  \chi を  \Gamma_{q^{m}} の非自明な乗法的指標,  \chi' をその  \Gamma_{q} への制限とする.  L

を  \Gamma_{q^{m}}^{*}/\Gamma_{q}^{*} の個別代表系で,特に「 r_{x_{q^{m}/q}} による像が  0 または1となるものから成るとする.(こ
こで,  Tr_{q^{m}/q} は  \Gamma_{q^{m}} から  \Gamma_{q} へのトレース関数とする.) 今,  L を

 L_{0}=\{x\in L:Tr_{q^{m}/q}(x)=0\}, L_{1}=\{x\in L:Tr_{q^{m}/q}(x)=1\}

と分解とする.このとき,以下が成立する.

  \sum_{x\in L_{1}}\chi(x)=  \{\begin{array}{ll}
G_{q^{m}}(\chi)/G_{q}(\chi') ,   \chi' が非自明のとき，
-G_{q^{m}}(\chi)/q,   \chi' が自明のとき．
\end{array}
 集_{}C\supset^{\wedge}S1)/(q-=1) {でi \grave{}\grave{} (あmるod   \frac{q^{m}-1}{N|(q-1}):\omega^{i}\in L_{0} } q^{m}-1 )  / ( q- ll)はでSあinるgeとr 差き集,  \chi_{N}\bigwedge_{D} との呼 \ovalbox{\tt\small REJECT}\Gamma\ovalbox{\tt\small REJECT}q

 \ovalbox{\tt\small REJECT}\grave{}

へれのる制限
 arrow\acute{}

 \ovalbox{\tt\small REJECT} は
 \sim

自で
 \grave{}\grave{}

B明’  |S=(q^{m-1}-となる  .\prime- の  \downarrow_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{B}

合,式(2.1) と定理2.1より,以下を得る.

  \psi_{\Gamma_{q^{m}}}(C_{i}^{(N,q^{m})})=-\frac{1}{N}+\frac{1}{N}\sum_{j=1}^{N
-1}G_{q^{m}} (薪)  \chiN‐j(  \omegai)

 =- \frac{q^{m}-1}{N(q-1)}   \frac{q}{N}\sum_{j=0}^{N-{\imath}}\sum_{\ell\in S} 薪  (\omega^{\ell-i}) . (2.2)

 \overline{S_{N}} を  S の  N を法とする制限 (多重集合) とする.このとき,群環  \mathbb{Z}[\mathbb{Z}_{N}] の元と同一視し,

 \overline{S_{N}}=c0[0]+C_{1[11}+\cdots+c_{N-1}[N-1]\in \mathbb{Z}[\mathbb{Z}
_{N}], ci\in \mathbb{Z}
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とする.また,
 F_{N}=\{c_{\dot{2}}:0\leq i\leq N-1\} (2.3)

を  x\in \mathbb{Z}_{N} の  \overline{S_{N}} における重複度の集合とする.さらに,

 I_{\beta}=\{i\in \mathbb{Z}_{N}:c_{i}=\beta\}, \beta\in F_{N} (2.4)

とおく.このとき,

  \overline{S_{N}}=\sum_{\beta\in F_{N}}\beta I_{\beta}\in \mathbb{Z}[\mathbb{Z}
_{N}] . (2.5)

が成り立つ.(2.2) から続けて,

  \psi_{\Gamma_{q^{m}}}(C_{i}^{(N,q^{m})})=-\frac{q^{m}-1}{N(q-1)}+q\beta , (2.6)

を得る.特に,  \beta\in F_{N} は  i\in I_{\beta} で定まる.よって,ガウス周期は  \overline{S_{N}} から計算できる.

3 3つの値をとるガウス周期

3.1 3つの値をとるガウス周期の基本

Schmidt とWhite [25] は,ガウス周期  \psi_{\Gamma_{q^{m}}}(C_{i}^{(N,q^{m})}),  i=0,1 , N—lが,2つの値を取る場
合について研究を行った.彼らは,  q,  m,  N に関する2つの系列と11個の散在的な例を発見し,

また,それらに限るという予想を与えている.論文 [3, 22, 23] では,彼らの結果に基づき,強正
則ケーリーグラフを構成した.

また,[25] の研究の自然な一般化として,著者はFeng, Xiang と共に,3つの値をとるガウス周
期の分類について研究を行った [13].

 q^{m} を素数ベキとし,  N>2 を  (q^{m}-1)/(q-1)を割る正整数とする.ガウス周期  \psi_{\Gamma_{q^{m}}}(C_{i}^{(N,q^{m})}) ,
 0\leq i\leq N-1 がちょうど3つの値  \alpha_{1},  \alpha_{2},  \alpha_{3} を取るとし,特にそれらが,等差数列を成すと仮
定する:  \alpha_{1}-\alpha_{2}=\alpha_{2}-\alpha_{3}=t>0 . 式(2.6) と定義 (2.3) より,

 F_{N}= {  ( \beta_{i}:=)\frac{\alpha_{i}}{q}+\frac{q^{m}-1}{qN(q-1)} :  i=1 , 名  3 } (3.ı)
を得る.このとき,  \beta_{1},  \beta_{2},  \beta_{3} はまた等差数列を成す.ここで,単純のため,  I_{i}  :=I_{\beta_{l}} と書く.た
だし,  I_{\beta_{l}} は(2.4) で定義されている.このとき,為の濃度は以下で与えられる.

補題3.1. ([13, Lemma 2.5])  I_{j} の濃度について以下が成立する.

 |I_{1}|= \frac{N(\alpha_{2}^{2}-\alpha_{2}t+k.)+2\alpha_{2}-k-t+1}{2t^{2}},
 |I_{2}|= \frac{N(t^{2}-\alpha_{2}^{2}-k)-1-2\alpha_{2}+k}{t^{2}},
 |I_{3}|= \frac{N(\alpha_{2}^{2}+\alpha_{2}t+k)+2\alpha_{2}-k+t+1}{2t^{2}},

ここで,  k:=(q^{m}-1)/N とする.
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 \omega を  \Gamma_{q^{m}} の原始根とし,  \chi を指数  N の非自明な乗法的指標とする.このとき,定理2.1と式(2.5)
より,

 G_{q^{m}}( \chi)=q\sum_{i\in^{\frac{}{s_{N}}}}\chi(\omega^{i})=q\sum_{j=1,2,3}
\beta_{j}\sum_{i\in I_{g}}\chi(\omega^{i}) (3.2)

を得る.また,式(3.1) より,式(3.2) の右辺は

  \sum_{j=1,2,3}\alpha_{j}\sum_{i\in I_{j}}\chi(\omega^{i})=t(2\sum_{i\in I_{1}}
\chi(\omega^{i})+\sum_{i\in l_{2}}\chi(\omega^{i})) (3.3)

と変形される.

論文 [13] では,以下2つの等差数列をなす3値をとるガウス周期の無限系列が得られた:

 m=6, N=(q^{3}-1)/(q-1) , (3.4)

 m=3,  N=(q^{3}-1)/(3(q-1)),   q\equiv ı  (mod 3) . (3.5)

一方,上の2つの系列以外にも数多くの散在的な例が発見されている [13, Example 4.4, Table 1].

3.2 3値をとるガウス周期の例

 \omega を  \Gamma_{q^{3}} の原始根とし,  M を  (q^{3}-1)/(q-1) を割る正整数とし,   N=\frac{q^{3}-1}{M(q-1)} とおく.

補題3.2. 異なる全ての  j_{1},  j_{2},j_{3}\in\{0,1, M-1\} に対し,  \omega^{j_{1}N},  \omega^{j_{2}N},  \omega^{j_{3}N} が  \Gamma_{q} 上線形独

立と仮定する.このとき,ガウス周期吻 q^{3}(C_{i}^{(N,q^{3})}),  i=0,1 , N—lはちょうど3つの値
 -M+2q,  -M+q,  -M を取る.

証明 :  \omega^{a}\in\Gamma_{q^{3}}^{*} とする.3つもしくはそれ以上の  j\in\{0,1, M-1\} に対し,  Tr_{q^{3}/q}(\omega^{a}\omega^{jN})=
 0 は成立しない.事実,もし,ある異なる  j_{1} , j2,  j_{3}\in\{0,1, M-1\} に対し,

 Tr_{q^{3}/q}(\omega^{a}\omega^{j_{1}N})=R_{q^{3}/q}(\omega^{a}\omega^{j_{2}N})=
R_{q^{3}/q}(\omega^{a}\omega^{j_{3}N})=0

が成立したとき,  \omega^{j_{1}N},  \omega^{j_{2}N},  \omega^{j_{3}N} は線形独立より,すべての  x\in\Gamma_{q^{3}} に対し,  Tr_{q^{3}/q}(\omega^{a}x)=0
が成立する.これは不可能である.よって,

  \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{a}C_{0}^{(N,q^{3})})=\sum_{j=0}^{M-1}
\psi_{\Gamma_{q}}((\omega^{a}\omega^{jN})\Gamma_{q}^{*})

 =\{\begin{array}{l}
-M+2q, ちょうど2つの j\in\{0,1, M-1\} に対し，
Tx_{q^{3}/q}(\omega^{a}\omega^{jN})=0 が成り立つとき，
-M+q, ちょうど1つの j\in\{0,1, M-1\} に対し，
Tr_{q^{3}/q}(\omega^{a}\omega^{jN})=0 が成り立つとき，
-M, Tr_{q^{3}/q}(\omega^{a}\omega^{jN})=0 となる j が存在しないとき．
\end{array}
口
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いま,  \alpha_{1}=-M+2q,  \alpha_{2}=-M+q,  \alpha_{3}=-M とおく.このとき,式 (3.1) より,  \beta_{1}=2,

 \beta_{2}=1,  \beta_{3}=0 を得る.

 Ij  :=\{i(mod N) : 0\leq i\leq N-{\imath}, \uparrow h_{q^{3}}(C_{i}^{(N,q^{3})})=
\alpha j\},  j=1,2,3 (3.6)

と定めると,補題3.1より,

 |I_{1}|= \frac{M-1}{2}, |I_{2}|=q-M+2, |I_{3}|=\frac{q^{2}+q+1}{M}-q+\frac{M-3}
{2}.
さらに,式 (2.5) より,Singer 差集合  S=\{i(mod q^{2}+q+1) :Tr_{q^{3}/q}(\omega^{i})=0\} の  N を法とす
る制限 (多重集合) は以下のように与えられる :

 \overline{S_{N}}=I_{1}\cup I_{1}\cup I_{2}\subseteq \mathbb{Z}_{N} . (3.7)

系3.3. ([13, Section 4.3])  q を  q\equiv 1(mod 3) なる素数ベキとし,  N=(q^{2}+q+1)/3 とする.こ
のとき,ガウス周期鞠  q^{3}(C_{i}^{(N,q^{3})}),  i=0,1 , N—lはちょうど3つの値  -3+2q,  -3+q,  -3

をとる.

証明:  \omega^{N} の最小多項式の次数は3である.よって,  1,  \omega^{N},  \omega^{2N} は,  \Gamma_{q} 上線形独立である.よっ
て,補題3.2より,主張が成立する.口

この結果は,既値の結果 (3.5) を再証明したことになる.以下に,3値をとるガウス周期の新し
い系列を与える.

系3.4.  q を  q\equiv 2 または4  (mod 7) なる奇素数ベキとし,  N=(q^{2}+q+1)/7 とおく.このと
き,ガウス周期  \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(C_{i}^{(N,q^{3})}),  i=0,1,  N-1 はちょうど3つの値  -7+2q,  -7+q,  -7 を
とる.

証明 : 各  \omega^{jN},  j=1,2 , 6の最小多項式の次数は3である.よって,1,  \omega^{jN},  \omega^{2jN} は  \Gamma_{q} 上線
形独立である.これは,  j'\equiv 2j(mod 7) としたとき,  \omega^{2jN}\Gamma_{q}^{*}=\omega^{j'N}\Gamma_{q}^{*} より,1,  \omega^{jN},  \omega^{j'N} は,  \Gamma_{q}
上線形独立である

次に,全ての  j=1,2 , 6に対し,  1,  \omega^{jN},  \omega^{3jN} が  \Gamma_{q} 上線形独立であることを示す.これ
が証明されれば,上と同様,  j'\equiv 3j(mod 7) としたとき,  1,  \omega^{jN},  \omega^{j'N} が線形独立となる.今,
1,  \omega^{jN},  \omega^{3jN} が線形従属であるとすると,ある  a,  b\in\Gamma_{q} が存在して,  \omega^{3jN}+a\omega^{jN}+b=0 と書
ける.このとき  f(x)=x^{3}+ax+b\in\Gamma_{q}[x] は  \omega^{jN} の最小多項式である.  \omega^{qjN},  \omega^{q^{2}jN} は  f(x) の

根であるので,  x^{3}+ax+b=(x-\omega^{jN})(x-\omega^{qjN})(x-\omega^{q^{2}jN}) となる.両辺の  x^{2} の係数を比較

して,  \omega^{jN}+\omega^{qjN}+\omega^{q^{2}jN}=0 を得る.  q\equiv 2 か4  (m。  d 7) に応じて,  1+\omega^{j} 導  +\omega^{3j_{7}^{\mapsto^{3}\underline{-1}}}=0
または  1+\omega^{2j\frac{q^{3}-1}{7}}+\omega^{3j\frac{q^{3}-1}{7}}=0 を得る.  q\equiv 2(mod 7) の場合,  9(x)=x^{3}+x+1 が’   \frac{q^{3}-1}{7}

の最小多項式である.  \omega^{2j}学,  \omega^{4j\frac{q^{3}-1}{7}} も  g(x) の根であるので,  x^{3}+x+1=(x-\omega^{j\frac{q^{3}-1}{7}})(x-
 \omega^{2j\frac{q^{3}-1}{7}})(x-\omega^{4j\frac{q^{3}-1}{7}}) を得る.両辺の定数を比較して,  1=-\omega^{7j\frac{q^{3}-1}{7}}=-1 を得るが,これは矛
盾である.  q\equiv 4(mod 7) の場合の証明も同様である.

さらに,  1,  \omega^{jN},  \omega^{j'N} が線形独立であることと,任意の  t\in\{0,1, 6\} に対し,  \omega^{tN},  \omega^{(j+t)N},
 \omega^{(j'+t)N} が線形独立であることは同値であるから,全ての異なる  j_{1},j_{2},j_{3}\in\{0,1, 6\} に対し,
 \omega^{j_{1}N},  \omega^{j_{2}N},\omega^{j_{3}N} は線形独立である.よって,補題3.2より,主張が示された.口
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4 3値のガウス周期に基づくケーリーグラフの構成

この章では,  \Gamma_{q^{m}} 上で3値のガウス周期の存在を仮定して,  (\Gamma_{q^{2m}}, +) 上であるケーリーグラフ
を構成する.もし,対応する連結集合がある条件を満たせば,強正則グラフが得られる.

まず,例から与えることとする.

例4.1.  q=7,  M=3 とする.このとき,系3.3で示されたように,ガウス周期吻73  (C_{i}^{(19,7^{3})}) ,
 i=0,1 , 18はちょうど3つの値  \alpha_{1}=11,  \alpha_{2}=4,  \alpha 3=-3 をもつ.このとき,

 I_{1}=\{0\},

 I_{2}=\{8,10,12,13,15,18\},

 1_{3}=\{1,2,3,4,5,6,7,9,11,14,16,17\}

となる.今,I2の分割  S_{1}=\{8,12,18\},  S_{2}=\{10,13,15\} を考え,  S_{i}"\equiv 4^{-1}S_{i}(mod 19),  i=1,2

と定めると,実際,  S\'{i}'=\{2,3,14\},  S_{2}"=\{8,12,18\} となる.ここで,

 Y= {ı9i  + 4j  (mod 76) :  (i,j)\in(\{0 , 3}  \cross Sí’)  \cup ({l,  2\}\cross S_{2}") }

 \cup\{19i+4j(mod 76): i=0,1,2,3, j\in 4^{-1}I_{1}(mod 19)\}
 =\{8,12,37,56,65,69,10,15,34,51,67,70,0,19,38,57\}

と定めると,  \Gamma_{7^{6}} の適当な原始根の選び方に依って,ケーリーグラフ  Cay  ( \Gamma_{7^{6}}, \bigcup_{i\in Y}C_{i}^{(76,7^{6})}) が
強正則グラフとなる.

今,  q^{m} を  q^{m}\equiv 3(mod 4) を満たす素数ベキとし,  \omega を  \Gamma_{q^{m}} の原始根とする.さらに,  N を

 (q^{m}-1)/(q-1) を割る奇数とし,  C_{i}^{(N,q^{m})}=\omega^{i}\langle\omega^{N}\rangle,  i=0,1 , . . . ,  N-1 と定める.この章で
は,常にガウス周期嚇 q^{m}(C_{i}^{(N.q^{m})}),  i=0,1 , N—lはちょうど3つの有理数値  \alpha_{1},  \alpha_{2},  \alpha_{3} を
とり,かつ,  (t:=)\alpha_{1}-\alpha_{2}=\alpha_{2}-\alpha_{3}>0 を満たすものとする.

 I_{j}:=\{i(mod N)|\psi_{\Gamma_{q^{m}}}(C_{i}^{(N,q^{m})})=\alpha_{j}\}, j=1 , 
2, 3
とおき,  S_{1},  S_{2} を  I_{2} のある分割とする.また,例と同じように,let  S\'{i}\equiv 2^{-\prime}S_{i}(mod N),   S_{i}"\equiv
2‐‐Sí  (mod N),  i=1,2 とおき,

 X :  = 2  Sí’  \cup(2S_{2}"+N)(mod 2N) , (4.1)

 Y_{X} :=\{Ni+4j(mod 4N) : (i,j)\in(\{0,3\}\cross S_{1}")\cup(\{1,2\}\cross 
S_{2}^{\prime I})\}

 \cup\{Ni+4j(mod 4N): i=0,1,2,3, j\in 4^{-1}I_{1}(mod N)\} (4.2)

と定める.このとき,多重集合として,  X\equiv 2^{-1}I_{2}(mod N),  Yx\equiv I_{1}\cup I_{1}\cup I_{1}\cup I_{1}\cup I_{2}\cup I_{2}(mod N)
が得られる.

あるうまい  I_{2} の分割  S_{1},  S_{2} が存在すれば,以下の  D_{X} が  (\Gamma_{q^{2m}}, +) 上の強正則ケーリーグラフ
連結集合を与える.
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命題4.2. 上の表記のもと,

 D_{X}:= \bigcup_{i\in Y_{X}}C_{i}^{(4N,q^{2m})} , (4.3)

と定める.ただし,  C_{i}^{(4N,q^{2m})}=\gamma^{i}\langle\gamma^{4N} },  i=0,1,  4N-1 とし,また,  \gamma は  \Gamma_{q^{2m}} の原始根で,
 \gamma^{q^{m}+1}=\omega となるものとする.また,  a\in \mathbb{Z}_{4N} に対し,  b\equiv 4^{-1}a(mod N),  c\equiv 2b(mod 2N) と
定める.このとき,  D_{X} の指標値は以下で与えられる:

  \psi_{\Gamma_{q^{2m}}}(\gamma^{a}D_{X})=\frac{\rho_{q^{m}}\delta_{a}q^{m}}{2G_
{q^{m}}(\eta)} (  2伽  q^{m}( \omega^{c}\bigcup_{\ell\in X}C_{\ell}^{(2N,q^{m})})-\psi_{\Gamma_{q^{m}}
}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}I_{2}}C_{\ell}^{(N,q^{m})}))
 + \frac{(q^{m}-1)(2|I_{1}|+|I_{2}|)}{2N}+\{\begin{array}{ll}
-q^{m},   a\in l_{1} (mod N) のとき，
-\frac{q^{m}}{2},   a\in I_{2}(mod N) のと g,
0,   a\in I_{3}(mod N) のとき．
\end{array}

(4.4)

ここで,  \eta は,  \Gamma_{q^{m}} の位数2の乗法的指標,  \rho_{q^{m}} は,  q^{m}\equiv 7(mod 8) または  q^{m}\equiv 3(mod 8) に応
じて,  \rho_{q^{m}}=1 または一1とおく.さらに,  \delta_{a} は

 \delta_{a}=\{\begin{array}{l}
1, a\equiv 0,1(mod 4) かつ N\equiv 1(mod 4) , または，
a\equiv 0,3(mod 4) かつ N\equiv 3(mod 4) のとき，
-1, a\equiv 2,3(mod 4) かつ N\equiv 1(mod 4) , または，
a\equiv 1,2(mod 4) かつ N\equiv 3(mod 4) のとき
\end{array}
と定める.

この命題は,この論文の鍵となる重要な物であるが,煩雑な計算が含まれるため,省略する.詳
細は,論文 [21] を参照されたい.

注意4.3. 式(4.1) において,Xが

 2 \psi_{\Gamma_{q^{m}}}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in X}C_{\ell}^{(2N,q^{m})})-
\psi_{\Gamma_{q^{m}}}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}I_{2}}C_{\ell}^{(N,q^{m})
}) (4.5)

 =\{\begin{array}{ll}
\pm G_{q^{m}}(\eta) ,   c\in 2^{-1}I_{2}(mod N) のとき，
0,   c\not\in 2^{-1}I_{2} (mod N) のとき，
\end{array}
を満たすとき,式(4.5) を式 (4.4) へ代入し,  D_{X} がちょうど2つの非自明な指標値  (q^{m}-1)(2|I_{1}|+
 |I_{2}|)/2N と  -q^{m}+(q^{m}-1)(2|I_{1}|+|I_{2}|)/2N を取ることが分かる.これは,ケーリーグラフ
Cay  (\Gamma_{q^{2m}}, D_{X}) が強正則となることを意味している.また,この場合,強正則グラフのパラメー
タは,  (v, k, \lambda, \mu)=(q^{2m}, r(q^{m}+1), q^{m}+r^{2}-3r, r^{2}-r),  r=(|I_{2}|+2|I_{1}|)(q^{m}-1)/2N と定
まる.

5 注意4.3の条件を満たす集合 Xについて

5.1  PG(2, q) のconic のある分割

この章では,[8, 11] で発見された  PG(2, q) のconic のある分割について概説する.
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 q を奇素数ベキとし,  \omega を  \Gamma_{q^{3}} の原始根とする.  \Gamma_{q^{3}} を  \Gamma_{q} 上の3次元線形空間とみなすことで,

 \Gamma_{q^{3}} を  PG(2, q) の対応するアフイン空間とみなす.  PG(2, q) の点は,  \langle\omega^{i}\rangle:=\omega^{i}\Gamma_{q}^{*},  0\leq i\leq q^{2}+q
と書ける.また,  PG(2, q) の直線は

  L_{c}:=\{(x\rangle :  Tr_{q^{3}/q}(\omega^{c}x)=0\},  0\leq c<q^{2}+q+1 (5.1)

と書ける.

非退化な二次形式  Q :  \Gamma_{q^{3}}arrow\Gamma_{q},  Q(x)  :=R_{q^{3}/q}(x^{2}) を考える.このとき,  \mathcal{Q}=\{\{\omega^{i}\} :  Q(\omega^{i})=
 0\} はPG (2, q) のconic と呼ばれる.  |\mathcal{Q}|=q+1 であり,  PG(2, q) の各直線  L は  \mathcal{Q} と  0,1,2 点
のいずれかで交わる.

 \mathbb{Z}_{q^{2}+q+1} の部分集合

 W_{\mathcal{Q}} :=\{i(mod q^{2}+q+1) : Q(\omega^{i})=0\}=\{d_{0}, d_{1}, d_{q}
\} (5.2)

を考える.ここで,要素には適当な順序を付けている.このとき,明らかに

 \mathcal{Q}=\{\{\omega^{d}.\rangle:0\leq i\leq q\}

である.さらに,Singer 差集合  S=\{i(mod q^{2}+q+1) : Tr_{q^{3}/q}(\omega^{i})=0\} に対し,  W_{\mathcal{Q}}\equiv

 2^{-1}S(mod q^{2}+q+1) が成立する.

今,  D_{1}:= \bigcup_{i\in W_{Q}}C_{i}^{(q^{2}+q+1,q^{3})} とし,また,

 W_{s}:=\{i(mod q^{2}+q+1):R_{q^{3}/q}(\omega^{2i})\in C_{0}^{(2,q)}\},
 W_{n}:=\{i(mod q^{2}+q+1):Tr_{q^{3}/q}(\omega^{2i})\in. C_{1}^{(2,q)}\}

と定める.このとき,以下が成立する.

補題5.1.  ( [3, 式 (3.5)]  ) 集合  D_{1} は,以下のちょうど3つの非自明な指標値を取る :

 \{
 -1,  c(mod q^{2}+q+1)\in W_{\mathcal{Q}} のとき,

 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{C}D_{{\imath}})=  -1+\epsilon q,  c(mod q^{2}+q+1)\in W_{s} のとき,
 -1-\epsilon q,  c(mod q^{2}+q+1)\in W_{n} のとき.

ここで,  \epsilon は  q\equiv 1(mod 4) または3  (mod 4) に応じて,  \epsilon=1 または一1と定める.

今,  D_{1} の分割を考える.  d_{0}\in W_{Q} を任意に固定し,

 \mathcal{X}_{\mathcal{Q}}:=\{\omega^{d_{l}}n_{q^{3}/q}(\omega^{d_{0}+d_{l}}):
1\leq i\leq q\}\cup\{2\omega^{d_{0}}\} (5.3)

および

 X_{\mathcal{Q}} :=\{\log_{\omega}(x)(mod 2(q^{2}+q+1)):x\in \mathcal{X}
_{\mathcal{Q}}\} (5.4)

と定める.このとき,明らかに,  X_{\mathcal{Q}}\equiv W_{\mathcal{Q}}(mod q^{2}+q+1) が成立する.ここで,  X_{\mathcal{Q}} の重要な
性質を述べる.

37



38

補題5.2. ([11, Lemma 3.4])  X_{\mathcal{Q}} において,  d_{0} の代わりに他の  d_{i} を用いたとき,結果の集合
 X_{\mathcal{Q}}' は,  X_{\mathcal{Q}}'\equiv X_{\mathcal{Q}} または  X_{\mathcal{Q}}+(q^{2}+q+1)(mod 2(q^{2}+q+1)) を満たす.

集合  X_{\mathcal{Q}}\subseteq \mathbb{Z}_{2(q^{2}+q+1)} は,  |E_{1}|+|E_{2}|=q+1 を満たすある  E_{1},  E_{2}\subseteq \mathbb{Z}_{q^{2}+q+1} が存在し,

 X_{Q}=2E_{1}\cup(2E_{2}+(q^{2}+q+1)) (mod 2(q^{2}+q+1)) (5.5)

となる.このとき,  2(E_{1}\cup E_{2})\equiv W_{\mathcal{Q}}(mod q^{2}+q+1) かつ  4(E_{1}\cup E_{2})\equiv S(mod q^{2}+q+1)
が成立する.今,  D_{1} の分割

 D_{1,1}:= \bigcup_{i\in X_{Q}}C_{i}^{(2(q^{2}+q+1),q^{3})} and Dı,2  := \bigcup_{i\in X_{\mathcal{Q}}+(q^{2}+q+1)}C_{i}^{(2(q^{2}+q+1),q^{3})}
を考えると,以下の定理が成立する.

定理5  \cdot 3. ([11, Theorem 3  \cdot 7, Remark 3.8], [3, Theorem 3  \cdot 4]) Dı,ı は,以下のちょうど4つの
非自明な指標値を取る :

 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c}D_{1,1})=\{\begin{array}{l}
\frac{-1+\epsilon\eta(2)G_{3}(\eta)}{2}, c(mod q^{2}+q+1)\in W_{Q}
\ovalbox{\tt\small REJECT} 4\acute{}\supset
 c(mod 2(q^{2}+q+1))\in X_{\mathcal{Q}} のとき，
\frac{-1-\epsilon\eta(2)G_{3}(\eta)}{2}, c(mod q^{2}+q+1)\in W_{\mathcal{Q}}
\ovalbox{\tt\small REJECT}\rangle\vee\supset
c(mod 2(q^{2}+q+1))\in X_{\mathcal{Q}}+(q^{2}+q+1) のとき，
\frac{}{}\frac{-1+\epsilon q}{-1_{2}-\epsilon q2}, c(mod q^{2}+q+1)\in W_{s} 
のとき，
\end{array} c(mod q^{2}+q+1)\in W_{n} のとき.

ここで,  \eta は  \Gamma_{q^{3}} の位数2の乗法的指標とする.

5.2 Conic の分割の商について

 q を素数ベキとし,  M を  q^{2}+q+1 を割る正整数とし,   N=\frac{q^{2}+q+1}{M} と定める.今,ガウス周期

 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(C_{i}^{(N,q^{3})}),  i=0,1 , N‐lがちょうど3つの値  -M+2q,  -M+q,  -M を取ると仮定す
る.3.2章において,そのような例 (無限系列) を二つ与えた.

 X_{\mathcal{Q}} を (5.5) で定めた  \mathbb{Z}_{2(q^{2}+q+1)} の部分集合とし,  W_{\mathcal{Q}} を (5.2) で定めた集合とする.このとき
 X_{\mathcal{Q}}\equiv W_{\mathcal{Q}}\equiv 2^{-\prime}S(mod q^{2}+q+1) であった.  X_{\mathcal{Q}} の  N を法とした制限は,(3.7) で見たよう
に,多重集合として  \overline{S_{N}}=2^{-1}(I_{1}\cup I_{1}\cup I_{2}) となる.いま,  Xg の  2N を法とした制限  \overline{X_{Q}} が,多
重集合になるかどうかに興味がある.ここで,群  G のある多重集合が,重複度が1以下の単なる
集合であるとき,pure であると呼ぶ.

ここで,

 X_{i} :=\{x(mod 2N):x\in X_{\mathcal{Q}}, x(mod N)\in 2^{-1}I_{i}\}, i=1,2 (5.6)

と定めると,  X_{1}\equiv 2^{-1}(I_{1}\cup I_{1})(mod N) かつ  X_{2}\equiv 2^{-1}I_{2}(mod N) は明らか.さらに,  \overline{X_{Q}}=
 X_{1}\cup X_{2} も明らかである.X2は  \mathbb{Z}_{2N} 上で pure であるが,  X_{1} が  \mathbb{Z}_{2N} 上pure でないかもしれな
い.よって,  \overline{X_{\mathcal{Q}}} が  \mathbb{Z}_{2N} 上pure であることと,  X_{1} がpure であることは同値である.
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補題5.4.  X_{1} が,  \mathbb{Z}_{2N} 上pure であるとき,以下が成立する:

2吻  q^{3}( \omega^{c}\bigcup_{\ell\in X_{2}}C_{\ell}^{(2N,q)}) 一鞠  q^{3}( \omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}I_{2}}C_{\ell}^{(N,q^{3})})
 =2 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega_{\ell\in^{\frac{\cup}{X_{Q}}}}^{c}C_{\ell}
^{(2N,q^{3})})-\psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}(I_{1}\cup
I_{1}\cup I_{2})}C_{\ell}^{(N,q^{3})}) .

証明:

 A:=2 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega_{\ell\in^{\frac{\cup}{X_{Q}}}}^{c}C_{\ell}
^{(2N,q^{3})})-2\psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in X_{2}}C_{\ell}^
{(2N,q^{3})})
を計算する.  \overline{X_{\mathcal{Q}}}=X_{1}\cup X_{2} より,

 A=2吻  q^{3}( \omega^{c}\bigcup_{\ell\in X_{1}}C_{\ell}^{(2N,q)}) (5.7)

は明らか.また,  X_{1}\equiv 2^{-{\imath}}(I_{1}\cup I_{1})(mod N) であるので,補題の仮定より,  X_{1} のある部分集合
 T が存在し,

 X_{1}=T\cup(T+N)

かつ

 T\cap(T+N)=\emptyset

と書ける.ここで,  T\equiv 2^{-1}I_{1}(mod N) を満たす.このとき,(5.7) から続けて,

 A=2 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c}\bigcup_{P\in T}(C_{\ell}^{(2N,q^{3})}\cup 
C_{\ell+N}^{(2N,q^{3})}))
 =2

珈  q^{3}( \omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}}  lı  C_{\ell}^{(N,q^{3})})

 = 吻   q^{3}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}(I_{1}\cup I_{1}\cup I_{2})}C_{\ell}
^{(N,q^{3})}) 一吻  q^{3}( \omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}l_{2}}C_{\ell}^{(N,q^{3})})
を得る.よって,主張が得られる.口

命題5.5. 補題5.4の仮定の下,以下が成立する:

 2 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in X_{2}}C_{p}^{(2N,q)})-\psi_{
\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}I_{2}}C_{\ell}^{(N,q^{3})})=
\{\begin{array}{ll}
\pm G_{q^{3}}(\eta) ,   c\in 2^{-1}I_{2}(mod N) のとき，
0,   c\not\in 2^{-1}I_{2}(mod N) のとき．
\end{array}
証明 : 補題5.4より,

 B:=2 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega_{\ell\in^{\frac{U}{X_{Q}}}}^{c}C_{\ell}^{(2N,
q^{3})})-\psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c}\bigcup_{\ell\in 2^{-1}(I_{1}\cup 1_{1}
\cup I_{2})}C_{\ell}^{(N,q^{3})})
を計算すれば十分である.ここで,

 B_{1}:=2 \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega_{\ell\in^{\frac{\cup}{X_{Q}}}}^{c}
C_{\ell}^{(2N,q^{3})})=2\sum_{h=0}^{M-1}\psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c+2hN}
\bigcup_{\ell\in X_{Q}}C_{\ell}^{(2(q^{2}+q+1),q^{3})})
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と

 B_{2}:= \psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c} \bigcup_{-,\ell 1}C_{p}^{(N,q^{3})})=
\sum_{h=0}^{M-1}\psi_{\Gamma_{q^{3}}}(\omega^{c+hN}\bigcup_{\ell\in W_{Q}}
C_{\ell}^{(q^{2}+q+1,q^{3})})
は明らかである.このとき,定理5.3より,

 B_{1}=(-1+\epsilon\eta(2)G_{q^{3}}(\eta))\cdot|X_{\mathcal{Q}}\cap(2N\mathbb{Z}
_{2(q^{2}+q+1)}+c)|
 +(-1-\epsilon\eta(2)G_{q^{3}}(\eta))\cdot|(X_{\mathcal{Q}}+(q^{2}+q+1))
\cap(2N\mathbb{Z}_{2(q^{2}+q+1)}+c)|
 +(-1+\epsilon q)\cdot|W_{s}\cap(N\mathbb{Z}_{q^{2}+q+1}+c)|+(-1-\epsilon q)
\cdot|W_{n}\cap(N\mathbb{Z}_{q^{2}+q+1}+c)|

を得る.一方,補題5.1より,

 B_{2}=-|W_{\mathcal{Q}}\cap(N\mathbb{Z}_{q^{2}+q+1}+c)|

 +(-1+\epsilon q)\cdot|W_{s}\cap(N\mathbb{Z}_{q^{2}+q+1}+c)|+(-1-\epsilon q)
\cdot|W_{n}\cap(N\mathbb{Z}_{q^{2}+q+1}+c)|

を得る.ここで,

 x0:=|X_{\mathcal{Q}}\cap(2N\mathbb{Z}_{2(q^{2}+q+1)}+c)|,
 x_{1}:=|(X_{\mathcal{Q}}+(q^{2}+q+1))\cap(2N\mathbb{Z}_{2(q^{2}+q+1)}+c)|

と定めると,  x_{0}+x_{1}=|W_{\mathcal{Q}}\cap(N\mathbb{Z}_{q^{2}+q+1}+c)| より,

 B=B_{1}-B_{2}=\epsilon\eta(2)G_{q^{3}}(\eta)(x_{0}-x_{1}) (5.8)

を得る.仮定より,  X_{1} は  \mathbb{Z}_{2N} 上pure であるから,  X_{\mathcal{Q}} の  2N を法とする制限  \overline{X_{Q}} も  \mathbb{Z}_{2N} 上pure
である.よって,  x_{0},  x_{1}\in\{0,1\} である.特に,

 (x_{0}, x_{1})=(1,1)\Leftrightarrow c\in 2^{-1}I_{1}(mod N) ,

 (x_{0}, x_{1})=(0,1), (1,0)\Leftrightarrow c\in 2^{-1}I_{2}(mod N) ,

 (x_{0}, x_{1})=(0,0)\Leftrightarrow c\in 2^{-1}I_{3}(mod N)

が成立する.(5.8) から続けて,

 B=(
 \pm G_{q^{3}}(\eta) ,  c\in 2^{-1}I_{2} (mod N) のとき,
 0,  c\not\in 2^{-{\imath}}I_{2}(mod N) のとき

を得る.よって,主張が示された.口

注意5.6.  X_{2} が  \mathbb{Z}_{2N} 上の pure であり,  X_{2}\equiv 2^{-1}I_{2}(mod N) を満たすことに注意する.この
とき,命題5.5は,もし  X_{1} が  \mathbb{Z}_{2N} 上pure であれば,  X_{2} が注意4.3の条件 (4.5) を  m=3,

 X=X_{2} として満たすことを意味している.
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5.  3  X_{1} が  \mathbb{Z}_{2N} 上pure となるための条件

3.2章で示したように,  M=3 または7に対し,  N=(q^{2}+q+1)/M とするとき,ガウス周期
 \psi_{\Gamma_{3}}(C_{i}^{(N,q^{3})}),  i=0,1 , N‐lはちょうど3つの値  -M+2q,  -M+q,  -M をとる.注意5.6
を|適《な》用するために,  X_{1} が  \mathbb{Z}_{2N} 上pure になるかどうかを調べる必要がある,この章では,以下の
結果を証明する.

結果5.1.

(i)  q を  q\equiv 1(mod 3) なる素数ベキで,  M=3 とする.もし,  q\equiv 7 または13  (mod 24) であ
れば,  X_{1} は  \mathbb{Z}_{2N} 上pure となる.

(ii)  q を  q\equiv 2 or 4  (mod 7) なる素数ベキで,  M=7 とする.もし,  q\equiv 11,37,51 または
53  (mod 56) であれば,  X_{1} は  \mathbb{Z}_{2N} 上pure となる.

 u\in W_{\mathcal{Q}} かつ   u(mod N)\in 2‐1Iı と仮定する.  W_{\mathcal{Q}}\equiv 2^{-1}(I_{1}\cup I_{1}\cup I_{2})(mod N) であるので,
ちょうど一つ砺  \in\{1,2, M-1\} が存在し,  u+\ell_{u}N もまた  W_{\mathcal{Q}} に属す.  W_{\mathcal{Q}} の定義 (5.2)
より,  Tx_{q^{3}/q}(\omega^{2u})=R_{q^{3}/q}(\omega^{2u+2\ell_{u}N})=0 が成り立つ.これらの式から,

 \omega^{2uq^{2}}=-(\omega^{2u}+\omega^{2uq}) , (5.9)

  \omega^{2uq}=-\frac{\omega^{2u-\frac{2\ell_{u}(q^{3}-1)}{M}}(1-\omega^{\frac{2
(q+1)\ell_{u}(q^{3}-1)}{M}})}{1-\omega^{\frac{2ql_{u}(q-1)}{M}}} (5.10)

が成立する.  u (mod  N)  \in 2^{-1}I_{1} となる  u\in W_{\mathcal{Q}} に対し,

 g_{M}(\omega^{u})=Tr_{q^{3}/q}(\omega^{2u+p_{u}N})\omega^{\ell_{u}N}

と定める.  \mathcal{X}_{\mathcal{Q}} の定義 (5.3) と補題5.2より,  2\omega^{u},g_{M}(\omega^{u})\omega^{u}\in \mathcal{X}_{Q} または  2\omega^{u+(q^{2}+q+1)},
 g_{M}(\omega^{u})\omega^{u+(q^{2}+q+1)}\in \mathcal{X}_{\mathcal{Q}} と仮定できる.よって,  X_{1} が  \mathbb{Z}_{2N} 上pure であることと,  \eta(2)\neq
 \eta(g_{M}(\omega^{u})) が  u (mod  N)  \in 2^{-1} Iı を満たすすべての  u\in W_{\mathcal{Q}} で成立することは同値である.こ
こで,  \eta は  \Gamma_{q^{3}} の位数2の乗法的指標とする.

補題5.7. 上記の表記の下,以下が成立する.

  \eta(g_{M}(\omega^{u}))=\eta(-1)\eta(1-\omega\frac{\ell_{u}(q+1)(q^{3}-1)}{M})
\eta(1-\omega\frac{2\ell_{u}q(q^{3}-1)}{M}) .

証明 :  9M(\omega^{u}) の定義と条件 (5.9) より,

 g_{M}(\omega^{u})=\omega^{24_{u}N}(\omega^{2u}+\omega^{2uq+\frac{\ell_{u}(q^{3}
-1)}{M}}+\omega^{2uq^{2}+\frac{\ell_{u}(q+1)(q^{3}-1)}{M}})
 = \omega^{2\ell_{u}N}(\omega^{2u}(-\omega)+\omega^{2uq+\frac{\ell_{u}(q^{3}-1)}
{M}}(1-\omega\frac{\ell_{u}q(q^{3}-1)}{M})) (5.11)

を得る.また,(5.10) を (5.11) へ代入して,

 (5.11)=- \omega^{2\ell_{u}N}\omega^{2\%-\frac{\ell_{u(q^{3}-1)}}{M}}\frac{(1-
\omega^{\frac{\ell_{u(q^{3}-1)}}{M}})(1-\omega^{\frac{\ell_{u(q+1)(q^{3}-1)}}{M}
})(1-\omega^{\frac{\ell_{uq(q^{3}-1)}}{M}})}{1-\omega^{\frac{2\ell_{u}q(q^{3}-1)
}{M}}} (5.12)
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が得られる.ここで,   \eta(1-\omega\frac{\ell_{u(q^{3}-1)}}{M})=\eta(1-\omega\frac{p_{u}q(q^{3}-1)}
{M}) より,

  \eta(g_{M}(\omega^{u}))=\eta(-1)\eta(1-\omega\frac{\ell_{u(q+1)(q^{3}-1)}}{M})
\eta(1-\omega\frac{2f_{u}q(q^{3}-1)}{M})
を得る.口

命題5.8.  q を  q\equiv 1(mod 6) なる素数ベキとし,  \eta を  \Gamma_{q^{3}} の位数2の乗法的指標とする.この
とき,

 \eta(g_{3}(\omega^{u}))=\{\begin{array}{ll}
1,   q\equiv 1(mod 12) のとき，
-1,   q\equiv 7(mod 12) のとき
\end{array}
が成立する.

証明: 補題5.7より,

  \eta(g_{3}(\omega^{u}))=\eta(-1)\eta(1-\omega\frac{2\ell_{u}(q^{3}-1)}{3})\eta
(1-\omega\frac{2\ell_{u}(q^{3}-1)}{3})

 =\eta(-1)=\{\begin{array}{ll}
1,   q\equiv 1(mod 12) のとき，
-1,   q\equiv 7(mod 12) のとき
\end{array}
を得る.口

平方剰余の相互法則の補助法則より,  \eta(2)\neq\eta(g_{3}(\omega^{u})) であるための必要十分条件は,  q\equiv 7 ま
たは13  (mod 24) である.よって,結果5.1 (i) が得られる.

命題5.9.  q を  q\equiv 9 または11  (mod 14) を満たす素数ベキとする.また,  \eta を  \Gamma_{q^{3}} の位数2の
乗法的指標とする.このとき,

 \eta(g_{7}(\omega^{u}))=1

が成立する.

証明: 補題5.7より,

  \eta(g_{7}(\omega^{u}))=\eta(-1)\eta(1-\omega\frac{f_{u(q+1)(q^{3}-1)}}{7})
\eta(1-\omega\frac{2\ell_{u}q(q^{3}-1)}{7}) (5.13)

であるが,この右辺を,(i)  q\equiv 9(mod 14) の場合と (ii)  q\equiv 11(mod 14) の場合に分けて決定
する.

(i)  q\equiv 9(mod 14) の場合,  1- \omega\frac{P_{u}(q+1)(q^{3}-1)}{7}=1-\omega\frac{3\ell_{u}(q^{3}-1)}{7} かつ  1- \omega\frac{2\ell_{u}q(q^{3}-1)}{7}=-\omega\frac{4P_{u}(q^{3}-{\imath})}{7}
(1-
 3p_{u}(q^{3}-1)

 \omega\overline{7}) である.このとき,(5.13) から続けて,  \eta(97(\omega^{u}))=1 を得る.

(ii)  q\equiv 11(mod 14) の場合,  1- \omega\frac{\ell_{u(q+1)(q^{3}-1)}}{7}=1-\omega\frac{5\ell_{u}(q^{3}-1)}{7} かつ  1- \omega\frac{2\ell_{u}q(q^{3}-1)}{7}=-\omega\frac{\ell_{u(q^{3}-1)}}{7}(1-
 6\ell_{u}(q^{3}-1)

 \omega\overline{7}) である.ここで,

  \eta(-\omega)=\eta(1-\omega\frac{6q^{2}\ell_{u}(q^{3}-1)}{7})=\eta(1-
\omega\frac{5\ell_{u}(q^{3}-1)}{7})
に注意し,(5.13) から続けて,  \eta(g_{7}(\omega^{u}))=1 を得る.  \square 
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平方剰余の相互法則の補助法則より,  \eta(2)=-1 であるための必要十分条件は,  q\equiv 3 または
5  (mod 8) である.よって,結果5.1 (ii) を得る.

最後に,命題5.5, 注意4.3, 注意5.6, さらに,  q^{m}\equiv 3(mod 4) の場合の結果5.1 (i), (ii) を組み
合わせることで,定理1.1 (i) および(ii) の主張が従う.
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