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概要

おおむね講演した内容に沿って,ヤング図形の集団における極限形状とそのゆらぎに

ついて概観する.動的なモデルに主眼をお \langle . 講演で用いたスライドは [12] にある.

序

図1はヤング図形の成長を描いたヤンググラフである.各列に同じ箱数のヤング図形が

並べられている.右にい  \langle と箱が1つ増え (隅に箱が1つ積まれ),左にい  \langle と箱が1つ減る

(角から箱が  1取り除かれる). この2つの操作 (増  arrow 減,または減  arrow 増) を1 ステップ
とみなすと,同じ箱数のヤング図形の間の推移が得られる.ヤング図形を図2の‐番右のよ

うに表示すると,この推移は山から1つ箱をとって谷に移動させるものである
 *

1. 砂の山を

(少々荒っぽ  \langle ) ならすような感じであろうか.本稿では,ある自然な確率のもとでこの推移
から生じるマルコフ連鎖を考え , 推移の回数とヤング図形の箱数がともに大き  \langle なる極限に

おいて,ヤング図形の巨視的な形状の時間発展を観察する動的モデルを取り扱う.

‐般のマルコフ連鎖に目を向けてみよう.マルコフ連鎖の1 ステップの枝分れによるラン

ダムな構造が,ステップを重ねるとどんどん複雑になる.他方,マルコフ連鎖の規模 (たとえ
ば状態空間の自由度) が大き  \langle なると,そのことによる統計的な効果が生じる.この2つのブ
レンドないしはバランスの結果として浮かび上がる巨視的な法則を捉える手段が, 時空に関
するスケーリング極限である.

 *1 山からとった箱をそこにできた谷に戻す (つまりヤング図形は変化しない) のも許す.
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 \emptyset-

図1 ヤンググラフ

代数的な背景がこの両方の確率的な要因に寄与しうることは,注目に値する.マルコフ連

鎖を駆動する枝分れとして,本稿で扱うような既約表現の制限 誘導の既約分解のほか,テ

ンソル積の分解,さらに一般の余代数の構造がある.他方,おもしろい規模の大き  \langle なり方を

示す整合的な族を供給する面がある.たとえば,群の埋め込みがあって位数,ランク  arrow\infty と

か,多項式の変数がどんどん多  \langle なるとか,ヤング図形の箱を積んでい  \langle とか 前者のよう

な代数的な枝分れとして,リー群やゲルファント対の双対の上のマルコフ連鎖は古  \langle から研

究されているし,ハイパーグループを用いた拡張や (ホップ代数上の) 量子ランダムウォーク
への展開もなされてきた (たとえば,初期の  [4],  [1] 等々). このような代数的な構造の上の
マルコフ連鎖に 「ランク  arrow\infty」の状況のもとで時空に関するスケーリング極限の操作を施

した動的モデルの考察は,たいへん興味深い問題である.カードシャッフルをはじめとする

カットオフ現象は,まさにこの範疇に属する典型的な例と言える  ([5]) .

 F 沖
図2 ヤング図形  (3\geqq 2\geqq 2\geqq 1)=(1^{1}2^{2}3^{1}) とそのプロファイル

本稿の話に戻る.箱数  n のヤング図形全体を  \mathbb{Y}_{n} で表し,箱数を指定しないときは  \mathbb{Y} と書
 \langle :  \mathbb{Y}=\sqcup_{n=0}^{\infty}\mathbb{Y}_{n} . ハーディー ラマヌジャンの公式によれば,  \mathbb{Y}_{n} の元の個数は漸近的に

 | \mathbb{Y}_{n}|=\frac{e^{\pi\sqrt{2n/3}}}{4\sqrt{3}n}(1+O(\frac{1}{\sqrt{n}})
) , narrow\infty
くらいある.  \mathbb{Y}_{n} に属するそのようなた  \langle さんのヤング図形の中から,確率  \mathbb{P}_{n} にしたがって
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ランダムに1つ選び出すとき,得られるサンプルの形状に何らかの一定の特徴が見られるか

どうかに着目する.図2の一番右は,ヤング図形  \lambda=(1^{1}2^{2}3^{1})\in \mathbb{Y}_{8} をxyー座標平面にのせ

たものである.ただし,箱の頂点が格子点に  \langle るように,箱の1辺の長さを而にしている.
太線で示したボーダーを  \lambda のプロファイルと呼ぶ.箱数  |\lambda|=n を動かしても箱の占める部

分の面積が一定  (=2) になるように,

  \lambda^{\sqrt{n}}(x)=\frac{1}{\sqrt{n}}\lambda(\sqrt{n}x) , \lambda\in 
\mathbb{Y}_{n}
というスケーリングを定める.   narrow\infty のときに,  \lambda\sqrt{n} が (何らかの意味で) ある関数のグラ
フ (極限形状) に収束するかどうか,その収束の過程のゆらぎはどんなものか,さらに確率  \mathbb{P}_{n}

が巨視的な時刻に依存して変化してい  \langle 場合, 極限形状やそのゆらぎの時間発展がどのよう

に記述されるか,などを考えてみよう.

 \mathbb{Y}_{n} は n次対称群  \mathfrak{S}_{n} の既約表現の同値類をパラメータづけする.ヤング図形自体は表現

と直接関係しない文脈でも現れるが,本稿ではこのような  \mathbb{Y}_{n}\cong\hat{\mathfrak{S}_{n}} に基づ  \langle 表現論的な集

団としての確率空間  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{P}_{n}) を取り扱う.確率  \mathbb{P}_{n} がモデルの性質を規定する訳であるが,
特に表現の既約分解や分岐則に起因するランダムな構造に注目する.とりわけ重要なのが

  \mathbb{M}_{P1}^{(n)}(\lambda)=\frac{(\dim\lambda)^{2}}{n!}, \lambda\in 
\mathbb{Y}_{n} (0.1)

で定まる  \mathbb{Y}_{n} 上のプランシェレル測度  \mathbb{M}_{P{\imath}}^{(n)} であり,さまざまな文脈で登場する.たとえば,
 \mathfrak{S}_{n}\cross \mathfrak{S}_{n} の(両側) 正則表現の既約分解

 L^{2}( \mathfrak{S}_{n})\cong\bigoplus_{\lambda\in \mathbb{Y}_{n}}V^{\lambda}
\otimes V^{\overline{\lambda}}
の両辺の次元をとって正規化すれば,(0.1) の  \mathbb{Y}_{n} にわたる和が1という等式を得る.一方,
誘導表現の既約分解

  Ind_{\mathfrak{S}_{n}}^{\mathfrak{S}_{n+1}}V^{\lambda}\cong\bigoplus_{\mu\in 
Y_{n+1}:\lambda\nearrow\mu}V^{\mu}, \lambda\in \mathbb{Y}_{n}
の次元をとった  (n+1) \dim\lambda=\sum_{\mu:\lambda\nearrow\mu}\dim\mu により,

 p( \lambda, \mu)=\frac{\dim\mu}{(n+1)\dim\lambda}, \lambda\nearrow\mu, 
\lambda\in \mathbb{Y}_{n}, \mu\in \mathbb{Y}_{n+1} (0.2)

とお  \langle . ただし,  \lambda\nearrow\mu はヤング図形  \lambda に箱を1つ加えてヤング図形  \mu ができることを示す

記号である.ヤンググラフの根っこの  \emptyset から出発して (0.2) を推移確率にもつマルコフ連鎖
をプランシェレル成長過程と呼ぶ.その  n ステップめの分布が  \mathbb{M}_{P1}^{(n)} である.また,ロビン
ソン シェンステツド対応

 \mathfrak{S}_{n}\cong {  (P, Q)|P と  Q は  \lambda‐型の標準盤,  \lambda\in \mathbb{Y}_{n} }
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によれば,置換  X\in \mathfrak{S}_{n} に含まれる最長増加部分列の長さの  \mathfrak{S}_{n} 上の一様確率測度に関する

分布と,  \lambda\in \mathbb{Y}_{n} の最長行の長さの  \mathbb{M}_{P{\imath}}^{(n)} に関する分布とが一致する。

1 静的モデル

プランシェレル集団  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}_{P1}^{(n)}) に対する静的モデルは,次に述べるヴェルシヅク ケロフ

[21] とローガン シェップ[19] によるヤング図形の極限形状の発見をもって嗜矢とする.  \mathbb{R}

上の  C^{1} 級関数

 \Omega(x)=\{\begin{array}{ll}
\frac{2}{\pi} (x\arcsin\frac{x}{2}+\sqrt{4} - x2) ,   |x|\leqq 2
|x|,   |x|>2
\end{array} (1.1)

を定める.  |x|\leqq 2 の部分をパラメータ表示すれば,

 \{\begin{array}{l}
x=2\sin\theta
-\frac{\pi}{2}\leqq\theta\leqq\frac{\pi}{2}
\end{array} y= \frac{4}{\pi}(\theta\sin\theta+\cos\theta) ,

とも書ける.  y=\Omega(x) のグラフの概形は図3のとおり.

図3 ヤング図形の極限形状  \Omega と標準半円分布 (1.8)

このとき,大数の弱法則に相当する

  \lim_{narrow\infty}\mathbb{M}_{P1}^{(n)}(\{\lambda\in \mathbb{Y}_{n}
|\sup_{x\in \mathbb{R}}|\lambda^{\sqrt{n}}(x)-\Omega(x)|\geqq\epsilon\})=0, 
\forall\epsilon>0
が成り立つ.  \mathbb{Y}_{n} 上のプランシェレル測度はヤンググラフの経路全体

 \mathfrak{T}=\{(t(0)=\emptyset\nearrow t(1)=\square \nearrow t(2)\nearrow t(3)
\nearrow\cdots)|t(n)\in \mathbb{Y}_{n}\}

の上のプランシェレル測度  \mathbb{M}_{P1} に

 \mathbb{M}_{P1}(\{t\in \mathfrak{T}|t(n)=\lambda\})=\mathbb{M}_{P1}^{(n)}
(\lambda) , \lambda\in \mathbb{Y}_{n}, n\in\{0,1,2, \cdots\}

をみたすように持ち上げられる.こうしてお  \langle と,大数の強法則に相当する

  \mathbb{M}_{P1}(\{t\in \mathfrak{T}|\lim_{narrow\infty}\sup_{x\in \mathbb{R}}
|t(n)^{\sqrt{n}}(x)-\Omega(x)|=0\})=1
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が成り立つ.このヤング図形の極限形状の結果は,漸近的表現論の源流の1つであり,現在ま
で脈々とその影響は続いている.

他の既約分解に基づ  \langle 表現論的な集団 (たとえばリトルウッド リチャードソン係数の漸

近挙動とか) においても,然るべき極限形状が観察される.とりわけ,臼由確率論との深い繋
がりを見出したケロフとビアンの寄与は著しい.極限形状という集中現象が起こるメカニズ

ムとして,ビァン [2] が提起した次のような近似的乗法性という弱いエルゴード性にあたる

概念がある.  \mathbb{Y}_{n} 上の確率  \mathbb{M}^{(n)} に対し,その特性関数ともいえる  \mathfrak{S}_{n} 上の正定値関数

 f^{(n)}(x)= \sum_{\lambda\in \mathbb{Y}_{n}}\mathbb{M}^{(n)}(\lambda)\overline{
\chi}^{\lambda}(x) , x\in \mathfrak{S}_{n} (1.2)

を定める.ただし,  \chi^{\lambda} は  \lambda\in \mathbb{Y}_{n} に対応する  \mathfrak{S}_{n} の既約指標であり,それを次元市  m\lambda で

割って正規化したものが  \overline{\chi}^{\lambda} である.supp x  \cap supp y  =\emptyset なる  x,  y\in \mathfrak{S}_{n} に対して  f^{(n)} が

  f^{(n)}(xy)-f^{(n)}(x)f^{(n)}(y)=o(n^{-\frac{|x|+|y|}{2}}) , narrow\infty (1.3)

をみたすとき,  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}^{(n)}) が近似的乗法性をみたすという.ただし,  |x| は  X を互換の積で表

すときの最小の個数である.プランシェレル測度  \mathbb{M}_{P1}^{(n)} に対しては  f^{(n)}=\delta_{e} となり,誤差項

なしで (1.3) が成り立つ.つまり , (  \mathfrak{T} 上の) プランシェレル測度はエルゴード的である.ヤン

グ図形の極限形状について,初歩の表現の話から技術的詳細に至るまで [11] を参照  \langle ださる
と幸いである.

極限形状のゆらぎについては,次のケロフの中心極限定理が最も基本になる.  \mathfrak{S}_{n} の正規

化された既約指標  \overline{\chi}^{\lambda} のサイクル型が  \rho(\in \mathbb{Y}_{n}) の共役類中の1点での値を  \overline{\chi}_{\rho}^{\lambda} で表す.特に,

 \overline{\chi}_{(1^{n})}^{\lambda}=\overline{\chi}^{\lambda}(e)=1.\cdot 長さ  k(\leqq n) の巡回置換での値は  \overline{\chi}_{(k,1^{n-k})}^{\lambda} と書ける.

ケロフの中心極限定理 [16] プランシェレル集団  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}_{P1}^{(n)}) における確率変数の族

 \{n^{k/2}\overline{\chi}_{(k,1^{n-k})}^{\lambda}\}_{k\in\{2,3,\cdots\}} は   narrow\infty で漸近的に独立なガウス系をなす.すなわち,各  X_{k} が
正規分布  N(0, k) にしたがう独立確率変数列  \{X_{k}\}_{k\in\{2,3,\cdots\}} に任意の有限次元分布が収束

する.—

 k\geqq 2 に対して  n^{k/2}\overline{\chi}_{(k,1^{n-k})}^{\lambda} が平均  0 , 分散1をもつことは,既約指標の直交関係から確
認される.

ケロフの中心極限定理を代数的な確率空間の枠組で言い直すこともできる.  \mathfrak{S}_{n} の共役類

 C_{\rho} に対し (  \rho\in \mathbb{Y}_{n} はサイクル型), 左正則表現を通して  A_{\rho}= \sum_{x\in C_{\rho}^{X}} を  \ell^{2}(\mathfrak{S}_{n}) に作用さ

せる (隣接作用素).  B(\ell^{2}(\mathfrak{S}_{n})) 上に (真空) 状態  \langle\delta_{e},  \delta_{e}\rangle を定める.このとき,次の命題は
ケロフの中心極限定理と同値である.

⑧  \forall k.\in\{2,3, \cdot \cdot \},  \forall p_{2},  \cdot  \cdot  \cdot ,  p_{k}\in\{0,1,2, \cdot \cdot \cdot \} に対し,

  \lim_{narrow\infty}\langle\delta_{e},  ( \frac{A_{(2,1^{n-2})}}{\sqrt{|C_{(2,1^{n-2})}|}})^{p_{2}}  ( \frac{A_{(k,1^{n-k})}}{\sqrt{|C_{(k,1^{n-k})}|}})^{p_{k}}\delta_{e}\rangle=
\prod_{j=2}^{k}\int_{\mathbb{R}}x^{p_{j}}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}e^{-\frac{x^{2}}
{2}}dx . (1.4)
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ケロフの中心極限定理はさまざまな方向に拡張されている.この研究集会のタイトルと多

少関係することを (1.4) の続きとして1つ述べてお  \langle ([14]). 隣接作用素の量子分解

 A_{(j,1^{n-j})}=A_{(j,1^{n-j})}^{+}+A_{(\dot{j},1^{n-j})}^{-}+A_{(j,1^{n-j})}
^{o}
を考える.ここで,

 A_{(j,1^{n-J})}^{+}= \sum_{x\in C_{(J^{1^{n-\mathcal{J})}}}}x^{+}, x^{+}\delta_
{y}=\{\begin{array}{ll}
\delta_{xy}   if c(xy)<c(y)
0   otherwise
\end{array}
(  c(y) は  y を分解したときの互いに素なサイクルの個数),さらに不等号を逆向きあるいは等
号にして  A_{(j,1^{n-g})}^{-},  A_{(\dot{J}^{1^{n-g}})}^{o} も定める.また,可分なヒルベルト空間  H 上のボゾン フオッ

ク空間  r(H)=\oplus窪   0^{H^{\otimes n}}\wedge を用意し,  H の正規直交基底  \{vj\}_{j\in\{2,3,\cdots\}} に対して,生成作
用素  B_{\dot{j}}^{+}=a^{+}(v_{\dot{j}}) と消滅作用素  B_{j}^{-}=a^{-}(vj) を定める.このとき,非可換な作用素たちの

任意有限個の任意の順序の積の任意の行列要素の収束の意味で,いわゆる量子中心極限定理

  \{(\frac{A_{(j,1^{n-J})}^{+}}{\sqrt{|C_{(j,1^{n-j})}|}}, \frac{A_{(\dot{j},
1^{n-j})}^{-}}{\sqrt{|C_{(1^{n-j})}j,|}}, \frac{A_{(j,1^{n-J})}^{o}}
{\sqrt{|C_{(j,1^{n-g})}|}})\}_{j\in\{2,3,\cdots\}}arrow^{n\vec{}\infty}\{(B_{j}^
{+}, B_{j}^{-}, 0)\}_{j\in\{2,3,\cdots\}}
が成り立つ.

ケロフの中心極限定理をヤング図形のプロファイルのゆらぎと結びつけるため,プロファ

イルを解析するのに使われる道具を少し準備しよう  *2 . ヤング図形  \lambda\in \mathbb{Y} を図2右のように

xy‐平面に置いたとき,プロファイルの谷の  x 座標を  x_{i} , 山の  x 座標を防とする.谷と山は
交互に並んで谷の方が山よりも1つ多い.さらに,箱の頂点が格子点であることを思い出す

と,山谷座標によってヤング図形が

 \lambda= (x_{1}<y_{1}<x_{2}< <x_{r-1}<y_{r-1}<x_{r}) , x_{i}, y_{j}\in 
\mathbb{Z} (1.5)

と表される.谷を極に山を零点にもつ有理関数を部分分数に分解して

  \frac{(z-y_{1})\cdot\cdot.\cdot.(z-y_{r-1})}{(z-x_{1})\cdot(z-x_{r})}=
\frac{\mu_{1}}{z-x_{1}}+ +\frac{\mu_{r}}{z-x_{r}} (1.6)

と書  \langle と,  \mu_{i}>0,  \mu_{1}+\cdots+\mu_{r}=1 となることがわかり,

  m_{\lambda}=\sum_{i=1}^{r}\mu_{i}\delta_{x},
が  \mathbb{R} 上の確率測度になる.この  m_{\lambda} を   1\lambda の (ケロフの) 推移測度と呼ぶ.  \mathbb{R} 上の確率測度  \mu

の  n 次モーメントを

  M_{n}( \mu)=\int_{\mathbb{R}}x^{n}\mu(dx)=\langle x^{n}, \mu\rangle
 *2 このあたりについても,[11] に自己充足説明あり.
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で表す.(1.6) の右辺は  m_{\lambda} のスティルチェス変換   \int_{\mathbb{R}}\frac{1}{z-x}m_{\lambda}(dx) にほかならない.(1.6) は
適当な極限操作によって連続ヤング図形

 \mathbb{D}= {  \omega :  \mathbb{R}arrow \mathbb{R}|\omega は1‐ リプシッツ連続,十分大きい  |x| で  \omega(x)=|x| }

まで拡張することができ,  \omega\in \mathbb{D} に対して上半平面  \mathbb{C}^{+} 上の正則関数として

  \frac{1}{z}\exp\{\int_{\mathbb{R}}\frac{1}{x-z}(\frac{\omega(x)-|x|}{2})'dx\}=
\int_{\mathbb{R}}\frac{1}{z-x}m_{\omega} (  dx ) (1.7)

を得る.連続図形  \omega\in \mathbb{D} とその推移測度  m_{\omega}\in \mathcal{P}(\mathbb{R}) との対応はしばしばマルコフ変換と呼

ばれる.ちなみに,(1.1) の極限形状  \Omega の推移測度は標準半円分布である:

 m_{\Omega}  (dx)= \frac{1}{2\pi}\sqrt{4-x^{2}}1 [‐2,2]  (x)dx . (1.8)

ヴェルシックケロフとローガンシェップの結果により,われわれは,プランシェレル測

度  \mathbb{M}_{P1} に関して  a.s . に (然るべき位相で)  m_{\lambda \mathcal{F}n}-m_{\Omega}\overline{narrow\infty}0 が成り立つことを知っ
ている.この収束の過程のゆらぎを記述するため,

 \sqrt{n}(m_{\lambda\sqrt{n}}-m_{\Omega})  \overline{narrow\infty} ? (1.9)

の挙動を調べたイワノフ オルシャンスキーの結果 [15] を紹介しよう.プランシェレル測度
のもとで  \lambda\sqrt{n} の中程と端っこではゆらぎのスケールが異なることが知られているので (たと

えば [3] 参照),(1.9) は超関数値の確率変数の枠組で捉えることになる.ただし,どのような
超関数のクラスの中で収束を論じるかは,工夫の余地がある ([13]).

対称群の既約指標の係数を調整して,  \rho,  \lambda\in \mathbb{Y} に対して

 \Sigma_{\rho}(\lambda)=\{\begin{array}{ll}
|\lambda|(|\lambda|-1)\cdots(|\lambda|-|\rho|+1)\overline{\chi}_{(|\rho|,
1|\lambda|-|\rho|)}^{\lambda}   if |\rho|\leqq|\lambda|
0   otherwise
\end{array} (1.10)

とお  \langle.  \rho=(k) のときは,  \Sigma_{k}(\lambda) と略記する.(1.10) において,  \rho をとめて (パラメータとみ

て  )  \lambda の関数だとみなすのが,ケロフ オルシャンスキーが [18] で提起した観点である.この

何気ない見方 (双対的アプローチ) は,対称群の表現の漸近理論に新風を吹き込んだと言って

よい.  \mathbb{Y} 上の関数  \Sigma_{k} は,ヤング図形の (1.5) の山谷座標やフロベニウス座標およびシフト行

座標の多項式で表される.  \Sigma_{k} たちが生成する (  \mathbb{R} または  \mathbb{C} 上の) 代数を  A で表す.  \{\Sigma_{\rho}\}_{\rho\in \mathbb{Y}}
は  \mathbb{A} の (線型空間としての) 基底をなす.(1.6) から,推移測度のモーメント  M_{n}(m_{\lambda}) も  \mathbb{A}

に属する多項式関数であるが,さらに  A の生成系をなすことも示される.こうして,1を含
む代数として

 \mathbb{A}=\{\Sigma_{k}(\lambda)\}_{k\in \mathbb{N}}=\langle R_{n}(m_{\lambda})
\}_{n\in\{2,3,\cdots\}}=\langle M_{n}(m_{\lambda})\}_{n\in\{2,3,\cdots\}} . (1.11)

ただし,  R_{n} は  \mathbb{R} 上の確率測度の  n 次自由キュムラントである.(1.11) の第2の等式の生成
系問の関係式を与えるのがケロフ多項式であり,第3の等式は一般的な自由キュムラント
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モーメント公式による ([11] の6.3節と4.3節). 筆者は  A をケロフ オルシャンスキー代数
と呼ぶのがよいと思っている.  \mathbb{A} には問題に応じて適切な次数づけを入れるのがよい.ヤン

グ図形のプロファイルの極限形状やゆらぎを論じ ‐るには,重み次数  (wt) が適している.たと

えぼ,
 wt\Sigma_{k}(\lambda)=wtR_{k+1}(m_{\lambda})=wtM_{k+1}(m_{\lambda})=k+1, k\in 
\mathbb{N}.

[15] によれば,(1.9) の次のような評価を得る:  \forall p\in \mathbb{N} に対し,  \mathbb{Y}_{n} 上の関数とみて

 \langle x^{2p} , 而(‐ m_{\lambda} 〉  n-m_{\Omega} )   \}=\sum_{j=1}^{p-1}  (\begin{array}{ll}
2p   
p-j   -1
\end{array})  n^{-\frac{2j+1}{2}\Sigma_{2j+1}} (  \lambda )  + (剰余項),

 \langle x^{2p-1},   \sqrt{n}(m_{\lambda^{\sqrt{n}}}-m_{\Omega})\rangle=\sum_{j=1}^{p-1}  (\begin{array}{l}
2p-1
-p-\dot{j}1
\end{array})  n^{-j}\Sigma_{2j} (  \lambda )  + (剰余項) (1.12)

が成り立つ.(1.11) の構造を利用して自由キュムラント モーメント公式とケロフ多項式を
考慮すると見やすい.ただし,剰余項はプランシェレル測度  \mathbb{M}_{P1}^{(n)} による平均操作を行えば
  narrow\infty で無視できる量である.ケロフの中心極限定理を考慮すれば,(1.12) の右辺の主要項
に現れている  n^{-k/2}\Sigma_{k}(\lambda) がちょうど   narrow\infty で有限の量として取り出せることに注意し

よう.右辺の係数は一見複雑そうだが,上三角行列に並べて逆に解  \langle と,(第1種の) チェビ

シェフ多項式が得られる.すなわち,(1.12) を書き直すと,  \mathbb{Y}_{n} 上で

 \langle (  k 次チェビシェフ多項式),  \sqrt{n}(\mathfrak{m}_{\lambda\sqrt{n}}-m_{\Omega})\rangle=n^{-\frac{k-1}{2}
\Sigma_{k-1}} (  \lambda )  + (剰余項).(1.13)

(1.13) に現れるチェビシェフ多項式は,  \cos k\theta=T_{k}(\cos\theta) から決まる  k 次多項式乃を用い

て蝶  (x/2) と表されるものであり,  L^{2}((-2,2),  \frac{{\imath}}{\pi\sqrt{4-x^{2}}}dx) の正規直交基底をなす.(1.13)

の左辺をその中での而  (m_{\lambda\sqrt{n}}-\mathfrak{m}_{\Omega})\pi\sqrt{4-x^{2}} のフーリエ係数とみなせば,ケロフの中心
極限定理によって  n^{-\frac{k-1}{2}}\Sigma_{k-1}(\lambda) が  \sqrt{k-1}Z_{k-1} に   narrow\infty で収束するので

 *

3,

 n arrow\infty hm\sqrt{n}(m_{\lambda\sqrt{n}}-m_{\Omega})=\sum_{k=3}^{\infty}
\sqrt{k-1}Z_{k-1}T_{k}  ( \frac{x}{2})\frac{1}{\pi\sqrt{4-x^{2}}}1 (‐2,2) (x) (1.14)

を得る.もちろん,(1.14) のランダムフーリエ級数の収束は良  \langle ないので,これはナイーブな

導出にすぎない.(1.14) の右辺はコンパクトな台をもつシュワルツ超関数値の確率変数だと

みなせるが,(1.14) をどのような超関数のクラスに値をもつ確率変数の中での収束だと捉え

るかは別の問題になる.少な  \langle とも,(1.13) の系の   narrow\infty でのガウス系への有限次元分布
の収束は厳密な命題である.

 *3\{Z_{2}, Z_{3}, \cdots\} は独立同分布で,  Z_{i}\sim N(0,1) .
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2 動的モデル

冒頭に述べたヤング図形の箱の移動 (山  arrow 谷) の推移を考える.マヤ図形の変遷と思って
もよい.ヤング図形のプロファイル上にある箱の辺の中点の  x 座標の位置に,その辺の傾き

 -1,  +1 に応じて黒丸,白丸を置  \langle (図4).十分左はずっと黒で,十分右はずっと白である.
この黒 白の配置はマヤ図形と呼ばれ,ヤング図形と1対1に対応する.ヤング図形の箱を

1つ取り除  \langle 操作は 「白黒」 という隣り合う並びを 「黒白」 にフリップすることに,箱を1
つ積む操作はその逆のフリップにあたる.

図4 ヤング図形  (1^{3}3^{1}5^{1}) とマヤ図形

推移確率を具体的に与えよう.対称群の既約表現の制限と誘導の既約分解

 {\rm Res}_{\mathfrak{S}_{n-1}}^{\mathfrak{S}_{n}} \lambda\cong\bigoplus_{\nu\in
Y_{n-1}:\nu\nearrow\lambda}. \nu, Ind_{\mathfrak{S}_{n-1}}^{\mathfrak{S}_{n}}\nu
\cong\bigoplus_{\mu\in Y_{n}:\nu\nearrow\mu}\mu
を考え,次元をとることによって

 P_{\lambda,\nu}^{\downarrow}=\{\begin{array}{ll}
\frac{\dim\nu}{\dim\lambda}   if \nu\nearrow\lambda
 0   otherwise '
\end{array}  P_{\nu,\mu}^{\uparrow}=\{\begin{array}{ll}
\frac{d\dot{{\imath}}m\mu}{(|u|+1)\dim\nu}   if \nu\nearrow\mu
 0   otherwise
\end{array} (2.1)

とお  \langle .  p\uparrow は (0.2) のプランシェレル成長過程の推移行列と同じである.  |\mathbb{Y}_{n}| 次正方行列
 P^{(n)}=p\downarrow p\uparrow は  \mathbb{Y}_{n} 上の  \mathbb{M}_{P1}^{(n)} に関して対称なマルコフ連鎖を引き起こす.したがって,

 \mathbb{M}_{P1}^{(n)} を不変に保つ.  P^{(n)} から  \mathbb{Y}_{n} 上の連続時刻のマルコフ連鎖  (X_{s}^{(n)}).\geqq 0 をつ  \langle る.初期

分布 (  |\mathbb{Y}_{n}| 次横ベクトル) を  \mathbb{M}_{0}^{(n)} とすると,  X_{s}^{(n)} の分布は  \mathbb{M}_{0}^{(n)}e^{s(P^{(n)}-I)} で与えられる.
巨視的時刻  t\ovalbox{\tt\small REJECT} こ対して微視的時刻  S=tn をとり,空間の方は  1/\sqrt{n} のスケーリングをと

る.すなわち,時空に関して拡散的なスケーリング極限  (narrow\infty) を考える.議論したいこと

を図式にまとめると次のようになる:

27



28

初期分布  \mathbb{M}_{0}^{(n)}  arrow  \omega_{0}

 \downarrow   1/\sqrt{n}, narrow\infty  \downarrow

時刻 tn での分布  \mathbb{M}_{t}^{(n)}  arrow  \omega_{t}

 \downarrow  \downarrow

定常分布  \mathbb{M}_{P1}^{(n)}  arrow  \Omega.

 \sim 極限形状  \Omega

図5 巨視的な形状の推移

初期プロファイル  \omega_{0} を実現する集団が  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}_{0}^{(n)}) であるとき,微視的時刻 tn における

集団が時刻  t でのプロファイル  \omega_{t} を示すということである.そして  \omega_{t} のか依存性をなるべ

く明示的に記述したい.

定理  1*4 初期集団  \{(\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}_{0}^{(n)})\}_{n\in \mathbb{N}} が近似的乗法性をもつと仮定する  *5 . このとき,

任意の  t>0 に対し,連続時刻マルコフ連鎖  X_{tn}^{(n)} の分布を  \mathbb{M}_{t}^{(n)} とお  \langle と,時刻  t の集団

 \{(\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}_{t}^{(n)})\}_{n\in \mathbb{N}} も近似的乗法性をもつ.したがって,大数の弱法則

 n arrow\infty hm\mathbb{M}_{t}^{(n)}(\{\lambda\in \mathbb{Y}_{n}|\sup_{x\in 
\mathbb{R}}|\lambda^{\sqrt{n}}(x)-\omega_{t}(x)|\geqq\epsilon\})=0, 
\forall\epsilon>0
をみたす連続図形  \omega_{t}\in \mathbb{D} が存在するが,この時亥」 1t の巨視的形状  \omega_{t} は,推移測度を用いて

 m_{\omega_{t}}=(m_{\omega_{0}})_{e}-t 田  (m_{\Omega})_{1-e-t} (2.2)

によって特徴づけられる.ただし,田は  \mathbb{R} 上の確率測度の自由合成積,  (\cdot)_{c} はトレース

 c\in(0,1) の射影による自由圧縮を表す.—

確率測度の自由合成積,自由圧縮の定義は省略するが,自由キュムラントを使うと,(2.2) は

 R_{1}(m_{\omega_{t}})=0, R_{2}(m_{\omega_{t}})=1,

 R_{k}(m_{\omega_{t}})=R_{k}(m_{\omega 0})e^{-(k-1)t}, k\in\{3,4, \cdots\}

 *4 ここでは,技術的に細かい設定を少し略してある.[9] を参照.単行本の [10] の方が詳述.
 *5 (1 。3) とその周辺参照.
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と言い直せる.定理1の証明の鍵になるのは,平凡ながら,推移行列  P^{(n)} の対角化である:

  P^{(n)}[\overline{\chi}_{(\rho,1^{n-|\rho|})}^{\lambda}]_{\lambda\in 
\mathbb{Y}_{n}}=(1-\frac{|\rho|-m_{1}(\rho)}{n})[\overline{\chi}_{(\rho,1^{n-
|\rho|})}^{\lambda}]_{\lambda\in \mathbb{Y}}.\cdot
 \mathbb{Y}_{n} に全順序をつけて  [\cdot]_{\lambda\in Y}. を縦ベクトルとみなしている.  m_{1}(\rho) は  \rho の中の長さ1の行
数を表す.特に,  \rho=(k) ならば  (k\in\{2 , n\}) , 固有値が  1-(k/n) になる.   narrow\infty のと

き,スペクトルギャップの逆数が微視的時刻と同じオーダーである.

自由確率論では,しばしば確率測度の族  \{\mu_{t}\}_{t>0} の時間発展がそのスティルチェス変換

 G_{\mu}.(z)= \int_{\mathbb{R}}\frac{1}{z-x}\mu_{t}(dx) , z\in \mathbb{C}
\backslash \mathbb{R}
のみたす方程式によって記述される.よ  \langle 知られたプランシェレル成長過程の連続時刻版を

例にとってみよう.(0.2) の推移行列  P から  e^{8(P-I)}(s>0) を考えると,その行列の第1行
が  \emptyset から出発する連続時刻プランシェレル成長過程の時刻  s での分布を表す.  s=tn にお

けるその  \mathbb{Y} 上の分布を  Q_{t}^{(n)} と書  \langle . 空間方向には  1/\sqrt{n} のスケーリング施して  \lambda\sqrt{n} を考

える.  Q_{t}^{(n)} のもとで   narrow\infty とすると  \lambda^{\sqrt{n}} はある  \Omega_{t}\in \mathbb{D} に集中するが,第1節の静的モ

デルの議論から察するに,この  \Omega_{t} は極限形状  \Omega を伸縮したものにほかならない.すなわち,

推移測度で言えば,  m_{\Omega_{t}} は平均  0 , 分散  t の半円分布になる.そのスティルチェス変換は

 G_{\Omega_{t}}(z)= \int_{-2\sqrt{t}}^{2\sqrt{t}}\frac{1}{z-x}\frac{\sqrt{4t-
x^{2}}}{2\pi t}dx=\frac{z-\sqrt{z^{2}-4t}}{2t}, z\in \mathbb{C}^{+}
であり,  G(t, z)=G_{\Omega_{t}}(z) が次の複素バーガーズ方程式をみたす:

  \frac{\partial G}{\partial t}=-G\frac{\partial G}{\partial z}.
われわれの場合は,プロファイル  y=\omega_{t}(x) と  y=|x| で囲まれる部分の面積が一定値2

(  \Leftrightarrow 推移測度  m_{\omega_{t}} の分散が1) なので,当然これとは違う時間発展を示す.

定理2 ([9], [10]) (2.2) のスティルチェス変換

 G(t, z)= G_{m_{\omega_{t}}}(z)=\int_{\mathbb{R}}\frac{1}{z-x}m_{\omega_{t}}(dx)
, z\in \mathbb{C}^{+}
は偏微分方程式

  \prime\frac{\partial G}{\partial t}=-G\frac{\partial G}{\partial z}+\frac{1}
{G}\frac{\partial G}{\partial z}+G
をみたす.—

 \omega=\omega_{t}(x) がみたす方程式は得られていない.当然   \lim_{tarrow\infty}\omega_{t}(x)=\Omega(x) は成り立つ.

また,  \Omega が常微分方程式

  \frac{\partial^{2}\Omega}{\partial x^{2}}-\frac{4}{\pi^{2}}(\Omega-
x\frac{\partial\Omega}{\partial x})^{-1}=0

29



30

をみたすことはすぐに確かめられるが  \omega_{t}(x) の時間発展を与える偏微分方程式は手元に

ないものの,(2.2) で定まる  \mathfrak{m}_{\omega_{t}} と  \omega_{t}(x) とは (1.7) のマルコフ変換で結ばれているので,あ

る程度具体的に計算可能である.つまり,  m_{\omega}, についての (2.2) の情報から  \omega_{t} に至るには,

自由合成積,自由圧縮  arrow 自由キュムラント  arrow ヴォイクレスクの  R 変換
 arrow 逆関数  = スティルチェス変換  arrow 対数をとる

 arrow ステイルチェス変換  \{\begin{array}{l}
(実部 arrow\epsilon\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} 
ベルト変換)
虚部 arrow 密度関数
\end{array}
というコースをたどればよい  *6.

ヤング図形の箱の生成 消滅のモデルの流体力学極限に関する舟木佐々田の結果 [7] が
ある.  \mathbb{Y} 上の確率測度

  \mu^{\in}(\lambda)=\frac{1}{Z}\varepsilon^{|\lambda|}, \lambda\in \mathbb{Y} (2.3)

を考える.  Z は正規化のための定数である.パラメータ  N>0 に対し,箱数の平均  E[|\lambda|]

が  N^{2} になるように  0<\varepsilon<1 をとる.このとき,   \lim_{Narrow\infty}\varepsilon=1 となる.1 ステップの推

移では,  \lambda\in \mathbb{Y} からランダムに (等重に) 山を1つ削って  \mu\in \mathbb{Y}_{|\lambda|-1} を得るか,ランダムに
谷に1つのせて  \mu\in \mathbb{Y}_{|\lambda|+1} を得るかのどちらかにし,そのうえで  \mu^{\varepsilon} を不変に保つような推

移確率,さらには連続時刻のマルコフ連鎖を  \mathbb{Y} 上に考える.巨視的時刻  t>0 に対し,微視

的時刻は  s=tN^{2} で,空間方向に  1/N のスケーリングを施す:   \lambda^{N}(x)=\frac{1}{N}\lambda(Nx) . このと

き,初期集団  (t=0) において   \lim_{Narrow\infty}\lambda^{N}=\psi_{0} (大数の弱法則) が成り立つならば,時刻  t

の集団においても大数の弱法則が成り立って,   \lim_{Narrow\infty}\lambda^{N}= 娩なる極限形状が得られる.

 \psi=\psi_{t}(x) のみたす偏微分方程式は次のとおりである.ヤング図形を図2の中 (フランス式)
のようにxy‐平面に置けぼ,

  \frac{\partial\psi}{\partial t}=\frac{\partial}{\partial x}
(\frac{\frac{\partial\psi}{\partial x}}{1-\frac{\partial\psi}{\partial x}})+
\frac{\pi}{\sqrt{6}}\frac{\frac{\partial\psi}{\partial x}}{1-\frac{\partial\psi}
{\partial x}} , (2.4)

図2の右の置き方に変換すると,

  \frac{\partial\psi}{\partial t}=\frac{1}{2}\frac{\partial^{2}\psi}{\partial x^
{2}}-\frac{\pi}{4\sqrt{3}}(1-(\frac{\partial\psi}{\partial x})^{2}) (2.5)

である.   tarrow\infty とすれば静的モデルの極限形状を得る訳であるが,(2.4) からは

 e^{-(\pi/\sqrt{6})x}+e^{-(\pi/\sqrt{6})\psi(x)}=1 , (2.6)

(2 。5) からだと

  \psi(x)=\frac{2\sqrt{3}}{\pi}\log(e^{(\pi/2\sqrt{3})x}+e^{-(\pi/2\sqrt{3})x}) (2.7)

 *6 マルコフ変換に通暁している長谷部高広さんが Mathematica を使って計算し,  \mathfrak{m}_{\omega_{t}} の密度や  \omega_{t} のグラフ
をい  \langle つか書いてみせて  \langle れた ([8]). そういう具体的な姿を眺めていると,新たな問題が見えて  \langle るように
も思う.
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を得る.(2.6), (2.7) はしばしばヴェルシック曲線と呼ばれる.この段で紹介した舟木佐々

田の結果については,[7], [6] を見られたい.

(1.7) で定めた推移測度はコンパクトな台をもつが,推移測度およびマルコフ変換の概念

はある程度の裾の条件を課したコンパクトな台をもたない場合にも拡張される.[17] を参照.

そうすると,(2.7) に対応する推移測度  \mathfrak{m}_{\psi} が定まる.舟木佐々田の結果を推移測度を経由
した自由確率論と対称群の既約指標の計算によって再現してみるのもおもしろいであろう.

定理1のわれわれのモデルは箱数の保存されるマルコフ連鎖に基づいているが,大集団す
なわち箱数の変化を許した  \mathbb{Y}_{-} 上のマルコフ連鎖による定式化も考えてみよう.舟木佐々田

では (2.3) のように箱数について幾何分布になっている.ここで億,  \mathbb{Y}_{n} 上のプランシェレル
測度を箱数に関してボアソン分布で重ね合せてできる  \mathbb{Y} 上のボアソン化されたプランシェ

レル測度

  \mathbb{M}_{PP}^{(\xi)}=\sum_{n=0}\frac{e^{-\xi}\xi^{n}}{n!}\mathbb{M}_{P1}
^{(n)}\infty, \xi>0
をとる.非負整数上のボアソン分布は平均  \xi で標準偏差が  \sqrt{\xi} なので,  \xiarrow\infty では  (\mathbb{Y}, \mathbb{M}_{PP}^{(\xi)})
は   narrow\infty の  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}_{P1}^{(n)}) と類似の挙動を示しそうである (静的モデルではそうだが,動的モ

デルでは?) .  \mathbb{Y} 上のマルコフ連鎖として,1 ステップでは箱1個の増または減で,かつ  \mathbb{M}_{PP}^{(\xi)}
を不変に保つものをつく りたい.(2.1) の推移確率の  n‐依存を明記するため,起点  \lambda,  \nu が  \mathbb{Y}_{n}

に属するときを  P^{\downarrow(n)p\uparrow(n)} と書  \langle ことにする.

定理3 ([9])  \xi>0 に対し,次で定まる推移確率  P^{(\xi)} は  \mathbb{Y} 上の  \mathbb{M}_{PP}^{(\xi)} に関して対称なマ
ルコフ連鎖を引き起こす:

 P_{\lambda,\mu}^{(\xi)}=\alpha_{\xi}(n)P_{\lambda,\mu}^{\uparrow(n)}+(1-\alpha_
{\xi}(n))P_{\lambda,\mu}^{\downarrow(n)}, \lambda\in \mathbb{Y}_{n}, n\in 
\mathbb{N},
幌  =\alpha_{\xi}(0) , 鵜  =1-\alpha_{\xi}(0) .

ただし,箱の増減の比率  \alpha_{\xi}(n) は

  \alpha_{\xi}(n)=\sum_{l=0}^{\infty}\frac{(-1)^{l}\xi^{l+1}}{(n+1)\cdots(n+l+1)
}=\int_{0}^{1}\xi e^{-\xi x}(1-x)^{n}dx,  n\in\{0,1,2, \cdots\}
と定める.—

 P^{(\xi)} から  \mathbb{Y} 上の連続時刻のマルコフ連鎖  (X_{s}^{(\xi)}).\geqq 0 を定義する.巨視的時刻  t>0 に対

して微視的時刻   s=t\xi での集団において空間方向は   \lambda^{\sqrt{\xi}}(x)=\frac{1}{\sqrt{\xi}}\lambda(\sqrt{\xi}x) のスケーリング

を施し,  \xiarrow\infty の極限を計算したい が,これはなかなか難しい.

本節の動的モデルでゆらぎの時間発展を考えてみよう.第1節でプランシェレル集団,す

なわち   tarrow\infty での定常状態におけるゆらぎを取り扱った.プランシェレル以外の一般的な

集団でゆらぎを論じるには,(1.3) の近似的乗法性をより強めた概念が有効である.[20] にし
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たがってそれを漸近的指標分解性と呼ぼう.確率空間  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}^{(n)}) に対し,  k 変数のキュムラ

ント汎関数を  C で表す.すなわち,  k 変数のモーメント汎関数を

 \mathcal{M}[X_{1}, , X_{k}]=E_{\mathbb{M}(n)}[X_{1}\cdots X_{k}],  X_{i} は  \mathbb{Y}_{n} 上の実確率変数

で定め,キュムラント モーメント公式によって  \mathcal{M} から  \mathcal{C} を定義する ([11] の4.2節).
(1.10) で定まる  \Sigma_{j} たちに対して

  C[ \Sigma_{j_{1}}, , \Sigma_{j_{k}}]=0(n\frac{j_{1}+\cdots+g_{k}-k+2}{2}) , 
narrow\infty (2.8)

が成り立つとき,  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}^{(n)}) が漸近的指標分解性をもつということにする.(1.3) の近似的

乗法性と同じように,(1.2) によって  \mathbb{M}^{(n)} に対応する正定値関数  f^{(n)} の言葉で定義するこ

ともできる.(2.8) のもとでは

  C[n^{-\frac{j_{1}}{2}}\Sigma_{j_{1}}, , n^{-\frac{j_{k}}{2}}\Sigma_{j_{k}}]=
O(n^{-\frac{k}{2}+1}) , narrow\infty

が成り立ち,  k\geqq 3 ならば  n^{-\frac{j}{2}\Sigma_{j}} たちの結合キュムラントは   narrow\infty で消えるので,ガウス

ゆらぎがつかまると予想できる.実際 (2.8) がみたされれば,

 \{\sqrt{n}(n^{-\frac{J+1}{2}}\Sigma_{j}-E_{\mathbb{M}(n)}[n^{-\frac{J+1}{2}}
\Sigma_{j}])\}_{j\in\{2,3,\cdots\}} (2.9)

が   narrow\infty で平均  0 のガウス系に (有限次元分布の意味で) 収束する ([20]). (2.8) から (2.9)

がしたがうことは見やすく感じられるかもしれないが,スニャディーの論文 [20] の価値はむ

しろ,漸近的指標分解性として (2.8) の他に  \mathfrak{S}_{n} の共役類やユツィス マーフィー元の言葉
を用いたい  \langle つかの同値な特徴づけを位相的な議論 (種数展開など) によって与えたところ
にある.

われわれの動的モデルについて,(まだ満足できる形ではないが) 定理1のゆらぎ版として
次のことが成り立つ ([13]).

⑧初期集団  \{(\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}_{0}^{(n)})\}_{n\in \mathbb{N}} の漸近的指標分解性は任意の巨視的時刻  t>0 に伝播する.し

たがって,定理1の極限形状  \omega_{t} に対し,  (\mathbb{Y}_{n}, \mathbb{M}_{t}^{(n)}) 上の確率変数の系

 \{\{x^{j}, \sqrt{n}(m_{\lambda\sqrt{n}}-m_{\omega_{t}})\rangle\}_{j\in\{2,3,
\cdots,\}}
は平均  0 の  t に依存したガウス系  \{X_{j}(t)\}_{j\in\{2,3,\cdots\}} に有限次元分布が収束する.  X_{j}(t) たち

は一般に独立でないので  t を含む共分散が残るが,その記述の仕方には工夫の余地がある.
  tarrow\infty でその表式が  0 に収束することは確かめられる.
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