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スペクトル写像を用いた量子ウォークの解析
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1 はじめに

本稿の目的は,離散時間量子ウォークの時間発展作用素を,スペクトル写像を用いて解

析するいくつかの方法を紹介することにある.このような解析手法を最初に導入したのは

Szegedy [14] である.彼は,X \cup Y を頂点集合とする2部グラフ上のランダムウォーク
を   \frac{\mapsto}{g\xi}子化して,時間発展作用素  W を

 W=(2 \sum_{y\in Y}|\psi_{y}\}\{\psi_{y}|-1)(2\sum_{x\in X}|\phi_{x}\}
\langle\phi_{x}|-1) (1.1)
と定義した.ここで,

  \phi_{x}=\sum_{y\in Y}\sqrt{p_{xy}}\delta_{x}\otimes\delta_{y},   \psi_{y}=\sum_{x\in X}\sqrt{q_{yx}}\delta_{x}\otimes\delta“ (1.2)
は状態空間  \mathcal{H}=\ell^{2}(X)\otimes\ell^{2}(Y) のベクトルで,  |\phi_{x}\rangle\{\phi_{x}| は,  \phi_{x} が張る  \mathcal{H} の1次元部分

空間への射影である.また,  \delta_{x}\in\ell^{2}(X) は  \delta_{x}(x)=1,  \delta_{x}(u)=0(u\neq x) で定め,  p_{xy}

は  x から  y,  q_{yx} は  y から  x への推移確率で

  \sum_{y\in Y}p_{xy}=1, \sum_{x\in X}q_{yx}=1
を満たす.2   \sum_{x\in X}|\phi_{x} }  \langle\phi_{x}|-1 がユニタリかつ自己共役であることは容易に確かめられ
る.  W はそのような作用素の2つの積で表されるので,特にユニタリである.時間発展

 W によって定まる量子ウォークは,bipartite walk と呼ばれている.X,  Y を有限集合

とするとき,Szegedy は,  W の固有値を行列  (\{\phi_{x}, \psi_{y}\})_{x,y} の特異値で特徴付けた. ここ

で,{  \cdot,  \cdot\rangle は,  \mathcal{H} の内積で,  \{\phi_{x},  \psi_{y}\rangle=\sqrt{p_{xy}q_{yx}} となる.この定義では,2部グラフは単
純グラフとしている.

2部グラフではない  G=(V, E) に対しても,

 X=\{(v, 0)|v\in V\}, Y=\{(0, v)|v\in V\} (1.3)
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とおくことで,  X\cup Y を頂点集合とする2部グラフ上の時間発展  W を定義できる.この

場合は,  G にループは許されるが,多重辺は許されない.

多重辺を許すためには,2部グラフの代わりに,次で定まる有向グラフを考えるのが便

利だ.  G=(V, E) をループや多重辺を許す一般のグラフとする.ただし,  G は無限グラ

フでもよいが,局所有限性は仮定する.すなわち,各点  x\in V に隣接する点の個数  \deg x

は有限とする.  G の各辺に自然に定まる2つの向きを入れた有向辺の集合を  A とする.

すなわち,  A は,  G の各辺  e\in E の端点  u,  v\in V に対して,  u を始点,  v を終点とする有

向辺  a と  v を始点,  u を終点とする逆向きの辺  \overline{a} からなる.瀬川 [11] は,  A を辺の集合
とする有向グラフ  G'=(V, A) を考え,  \mathcal{H}=\ell^{2}(A) を状態空間として採用した.さらに,

時間発展は  \mathcal{H} 上のシフト作用素  S とコイン作用素  C の積

 U=SC (1.4)

で定義した.ここで,シフト作用素は,

 (S\psi)(a)=\psi(\overline{a}) , a\in A, \psi\in\ell^{2}(A)

で定義されるユニタリかつ自己共役な作用素である.コイン作用素は,

 C=2 \sum_{v\in V}|\phi_{v}\rangle\langle\phi_{v}|-1
で定義する.ただし,   \phi_{v}=\sum_{a\in A:o(a)=v}\sqrt{p_{a}}\delta_{a}\in\ell^{2}(A) で,  p_{a} は  a の始点  o(a) から終

点  t(a) への推移確率で,   \sum_{a\in A:o(a)=v}p_{a}=1(v\in V) を満たす.  U を時間発展とする量

子ウォークを Szegedy walk と呼ぶ.瀬川 [11] は,  U の固有値を行列  (\{\phi_{u}, S\phi_{v}\})_{u,v\in}v
で定義される  \ell^{2}(V) 上の自己共役作用素  T の固有値で特徴づけた.特に,推移確率が

 p_{a}=1/\deg o(a) のとき,  s Grover walk と呼ぶ.

Segedy walk の時間発展  U と bipartite walk の時間発展  W の間には次の関係がある.
 G は単純であるとし,(1.3) で  X,  Y を定める.  \delta_{(v,u)}\in\ell^{2}(A) と  \delta_{x,-}\otimes\delta_{y}\in\ell^{2}(X)\otimes l^{2}(Y)
 (x=(\dot{v}, 0), y=(0, u)) を同一視すれば,  \ell^{2}(A)\subset\ell^{2}(X)\otimes\ell^{2}(Y) とみることができる.

さらに,  \phi_{x}:=\phi_{v}(x=(v, 0)),   \psi_{y}:=S\phi_{v}=\sum_{a\in A:o(a)=v}\sqrt{p_{a}}\delta_{\overline{a}}(y=
(0, v)) と読み替

えれば,
 U^{2}=(SCS)C\simeq W

と同一視される [11, 9]. したがって,  U の固有値  \lambda が求まれば,  W の固有値は  \lambda^{2} と計
算できる.この同一視は,  G が多重辺をもつ場合には,それに対応する  \ell^{2}(X)\otimes\ell^{2}(Y) の

ベクトルが存在しないので,意味をなさない.
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以上の考察から,Segedy walk の時間発展 (1.4) は,多重辺をもつグラフを許容し,単

純グラフの場合には  U^{2}\simeq W によって,bipartite walk の時間発展 (1. 1) と同一視できる
ことがわかる.その意味で,Segedy walk の時間発展は bipartite walk のそれより汎用的
である.また,いずれの場合も,時間発展はユニタリかつ自己共役な作用素の積で定義で

きる.一般に,ユニタリかつ自己共役な作用素  C は,  C^{2}=1 を満たすので,  C のスペ

クトルは,  \pm 1 の固有値しかない.したがって,固有値1の固有空間の完全正規直交系を

 \{\chi_{x}\} とすると,

 C=2 \sum_{x}|\chi_{x}\rangle\{\chi_{x}|-1 (1.5)

と表せる.そこで,本稿では,量子ウォークの時間発展のひとつのクラスとして,次の条

件(1), (2) を満たすヒルベルト空間上のユニタリ作用素  S と  C の積  U=SC を考える :

(1)  S はユニタリかつ自己共役である.

(2) ある正規直交系  \{\chi_{x}\} があって,  C は(1.5) と表せる.

このとき,  U のスペクトル  \sigma(U) を  \{\chi_{x},   S\chi_{y}\rangle を行列要素にもつ自己共役作用素  T の

スペクトル  \sigma(T) を用いて表現することが目標となる.より詳し  \langle は,Joukowsky 変換

 \varphi(z)=(z+z^{-1})/2 で写像  \varphi :  S^{1}arrow[-1,1] を定めるとき,

 \sigma(U)=\varphi^{-1}(\sigma(T))\cup\{1\}^{M_{+}}\cup\{-1\}^{M-}

と表せる.これを量子ウォークにおけるスペクトル写像定理と呼ぶ.ここで,   M\pm は集合

の濃度を表す非負整数で,  M_{\pm}=0 のときは  \{\pm 1\}^{M\pm}=\emptyset と規約する.

次節では,スペクトル写像定理をより一般の形で表現する.それに続  \langle 各節では,スペ

クトル写像を用いて解析できる具体的な模型を紹介する.3節では,1次元スプリット

ステップ量子ウォークを導入し,非等方なコインをもつ場合を考える.4節では,スプ

リット ステップ量子ウォークを高次元に拡張し,欠損をもつ量子ウォークのスペクトル

を調べる.このような例を通して,スペクトル写像定理の有用性をみてい  \langle.

2 スペクトル写像

この節では,2つの可分なヒルベルト空間幻と葺を考え,  \mathfrak{H} 上の作用素  S と有界な作

用素  d :  \mathfrak{H}arrow 昼で次の条件を満たすものを考える :

(S.1)  S はユニタリかつ自己共役である.

(S.2)  d は余等距離である.
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ここで,  d が余等距離であるとは,  dd^{*} が貸上の恒等作用素となることである.上の仮定

の下で,
 C=2d^{*}d-1

とお  \langle と,  C は幻上のユニタリかつ自己共役な作用素となる.このとき,

 U=SC

を時間発展と呼び,便宜上,  S をシフト作用素,  C をコイン作用素と呼ぶ.  d は境界作用

素と呼ぶことがある.また,
 T=dSd^{*}

で定義される葺上の自己共役作用素は,bipartite walk やSzegedy walk における対応物
の名称をとって,discriminant と呼ばれるが訳語は定着していない.本稿では,試みに判

別子と呼ぶことにする.

Example 2.1.  \mathfrak{H}=\ell^{2}(X)\otimes\ell^{2}(Y),  \mathfrak{K}=\ell^{2}(X) とし,  \phi_{x},  \psi_{y} を(1.2) で定義する.シ

フト作用素を  S=2 \sum_{y\in Y}|\psi_{y}\rangle\langle\psi_{y}|-1 とすると,ユニタリかつ自己共役で (S.1) を満た
す.境界作用素を

 (d\psi)(x)=\langle\phi_{x}, \psi\}, x\in X, \psi\in \mathfrak{H}

で定義すると,  d の共役は

  d^{*}f=\sum_{x\in X}f(x)\phi_{x}, f\in \mathfrak{K}
で与えられる.  \{\phi_{x}\} は正規直交系なので

 (dd^{*}f)(x)=\langle\phi_{x}, d^{*}f\rangle=f(x) , x\in X

となるから,(S.2) を満たす.さらに,  d^{*} d=2\sum_{x\in X}|\phi_{x}\rangle\{\phi_{x}| なので,  C=2.d^{*}d-1

とお  \langle と,(1.1)で定義される bipartite walk の時間発展は,  W=SC ど表される.判別
子  T は,

 (Tf)(x)=(dSd^{*}f)(x)= \langle\phi_{x}, Sd^{*}f\rangle=\sum_{\overline{x}\in X}
f(\tilde{x})\{\phi_{x}, S\phi_{\overline{x}}\rangle

 = \sum_{\tilde{x}\in X}(2\sum_{y\in Y}\langle\phi_{x}, \psi_{y}
\rangle\{\psi_{y}, \phi_{\tilde{x}}\rangle)f(\tilde{x})-f(x)
なので,  (T+1)/2 の行列要素は,  ((T+1)/2)_{x,\overline{x}}= \sum_{y\in Y}\sqrt{p_{xy}q_{yx}}
\sqrt{p_{\overline{x}y}q_{y\overline{x}}} となる.し

たがって,  X,  Y が有限集合の場合には,  (T+1)/2 の固有値は行列  (\sqrt{p_{xy}q_{yx}})_{x,y} の特

異値の平方である.
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Example 2.2. グラフ  G=(V, E) に対して,  G'=(V, A) を1節と同様にして定義す

る.  \mathfrak{H}=P^{2}(A) ,  \mathfrak{K}=\ell^{2}(V) とおいて,  U=SC は,(1.4) で与える.1節でみたように,
 S は (S. 1) を満たす.Example 2.1と同様に,  (d\psi)(v)=\{\phi_{v},  \psi\rangle で,境界作用素  d を定

義すれば,(S.2) を満たし,  C=2d^{*}d-1 となる.また,判別子  T は

(T f )  (u)= \{\phi_{u}, Sd^{*}f\}=\sum_{v\in V}f(v)\langle\phi_{u},  S\phi_{v}\}

 = \sum_{v\in V}(\sum_{a\in A:o(a)=u,t(a)=v}\sqrt{p_{a}p_{\overline{a}}})f(v)
なので,  T の行列要素は,次のようになる.

 T_{u,v}= \sum_{a\in A:o(a)=u,t(a)=v}\sqrt{p_{a}p_{\overline{a}}}
上の2つの例でみたように,ある正規直交系  \{\chi_{x}\} があって,  C が(1.5) と表せる場合

は,  (d\psi)(x)=\langle\chi_{x},  \psi\} と定義することで,  d は余等距離になり,  C=2d^{*}d-1 と表現で

きる.逆に,余等距離な  d が与えられるとき,  d^{*}d はめ上の射影となる.実際  d^{*}d は自

己共役で,  (d^{*}d)^{2}=d^{*}(dd^{*})d=d^{*}d よりべき等である.そこで,Ran  (d^{*}d) の完全正規

直交系をとって,  \{\chi_{x}\} とおけば,  d^{*} d=\sum_{x}|\chi_{x} }  \langle\chi_{x}| と表せる.ゆえに,  C は (1.5) と
表せる.こうして,1節でのべた  S と  C に対する条件 (1), (2) は,(S.1), (S.2) と同値
となる.

次に,スペクトル写像定理について述べる.この定理の原型は,Szegedy[14] によって
得られた.彼は,Example 2.1の模型について,行列  (\sqrt{p_{xy}q_{yx}})_{x,y} の特異値が  \cos\theta の

とき,時間発展  W の固有値は  e^{\pm 2i\theta} となることを示した.これを判別子  T の言葉で考え

てみよう.  T の固有値を  \tau とする.Example 2.1でみたように,特異値の平方  \cos^{2}\theta は

 (T+1)/2 の固有値に等しいので,  (\tau+1)/2=\cos^{2}\theta が成り立つ.よって,  T の固有値

は  \tau=\cos 2\theta となる.つまり,  W の固有値は,  T の固有値  \tau を用いて

 e^{\pm i\arccos\tau}

と表される.同様に,Szegedy walk やその拡張系の twisted Szegedy walk などでも時間

発展  U と判別子  T との固有値の関係  \tau\mapsto e^{\pm i\arccos\tau} が示され,次のように精密化された

[11, 4]. 写像  \varphi :  S^{1}arrow[-1,1] をJoukowsky 変換  \varphi(z)=(z+z^{-1})/2 で定めると,その
逆像は

 \varphi^{-1}(\tau)=\{e^{\pm i\arccos\tau}\}
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となる.つまり,  \varphi^{-1} は,[−1, 1] を  S^{1} と上半平面の共通部分  \{e^{i\arccos\tau}|-1\leq\tau\leq 1\}
と下半平面の共通部分  \{e^{i\arccos\tau}|-1\leq\tau\leq 1\} に移す2価の関数となる.[4] では,有
限グラフの場合に

 \sigma(U)=\varphi^{-1}(\sigma(T))\cup\{1\}^{M_{+}}\cup\{-1\}^{M-} (2.1)

と表現された.ここで,   M\pm は,  \mathfrak{M}_{\pm}=kerd\cap ker(S\pm 1) の次元である.有限グラフの

場合は,スペクトルはすべて固有値であることに注意されたい.[4] では,結晶格子上の
Grover walk の場合に,固有値以外のスペクトルでも同様の構造をもつことが示めされ

た.(2.1) より,  U のスペクトルは,  T のスペクトルが  \grave{7}\ovalbox{\tt\small REJECT}\approx伝する部分  \varphi^{-1}(T) と,  \mathfrak{M}\pm の
次元に応じて現れる固有値  \{\pm 1\}^{M\pm} の部分に分けられる.  \mathfrak{M}\pm は,発生の固有空間と呼

ばれている [5].
以下に述べる定理は,2つのヒルベルト空間めから武への余等距離作用素  d とめ上の

ユニタリかつ自己共役な作用素  S について,  U=S(2d^{*}d-1) と  T の間のスペクトル写

像定理 (2.1) が成立することを主張する.特に,スペクトル写像定理は,無限グラフ上の
Szegedy walk でも成立する.また,スペクトルの性質も遺伝する.  \sigma_{ac},  \sigma_{sc},  \sigma_{p} で絶対
連続スペクトル,特異連続スペクトル,固有値の全体を表す.

Theorem 2.1 ([7, 12]). 仮定 (S.1), (S.2) の下で,(2.1) と次が成り立つ.

(1)  \sigma\#(U)=\varphi^{-1}(\sigma\#(T)) ,  \#=ac , sc.

(2)  \sigma_{p}(U)=\varphi^{-1}(\sigma_{p}(T))\cup\{1\}^{M_{+}}\cup\{-1\}^{M-}.

次の定理は,  T のスペクトルが遺伝する構造をより精密に表現する.  \mathfrak{H} から昼への2

つの作用素

 d+= \frac{1}{\sqrt{2(1-T^{2})}}(d-e^{-i\arccos(T)}dS) ,  d_{-}= \frac{1}{\sqrt{2(1-T^{2})}}(e^{-i\arccos(T)}d-dS)
は,  \mathfrak{H} 全体で定義された有界作用素の拡大をもつので,それを同じ記号で表す.このとき,

 \mathfrak{D}_{\pm}=Ran(d_{\pm}^{*}d_{\pm})

とお  \langle と,  d\pm :  \mathfrak{D}\pmarrow ker(T^{2}-1)^{\perp} はユニタリになる.詳し  \langle は,[12] を参照された
い.  \mathfrak{H} を

 \mathfrak{H}=ker(U^{2}-1)^{\perp}\oplus ker(U-1)\oplus ker(U+1)

と分解して考える.

Theorem 2.2 ([12]). 仮定 (S.1), (S.2) の下で次が成り立つ.
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(1)  ker(U^{2}-1)^{\perp}=\mathfrak{D}_{+}\oplus \mathfrak{D}_{-}.
(2)  ker(U\mp 1)=d^{*}ker(T\mp 1)\oplus \mathfrak{M}\pm\cdot

(3)  U は,  \mathfrak{D}\pm を不変にし,  U のの  \pm への制限は

 U|_{\mathfrak{D}\pm} =e^{\pm i\arccos(d_{\pm\pm}^{*\tau d)}}

Theorem 2.2より,  U の連続部分は

 e^{i\arccos(T)}\oplus e^{-i\arccos(T)}

の連続部分とユニタリ同値となることがわかる.これは,Theorem 2.1のスペクトルの構

造を作用素の言葉で精密化した主張である.

松江等 [10] は,判別子  T の代わりに,

 UL=L\overline{T}

という関係を満たす葺  \oplus 食上の作用素  \tilde{T}=(\begin{array}{ll}
0   -I
I   2T
\end{array}) と  L=(d^{*}, Sd^{*}) で定義される作

用素  L :  \mathfrak{K}\oplus \mathfrak{K}arrow \mathfrak{H} を用いて,スペクトル写像定理を導いている.

スペクトル写像定理を結晶格子上のGrover walk に応用した結果は [4] に譲る.結晶格

子以外の応用例としては,magnffier graph [5], infinite tree [6], Sierpiński lattice [7] な
どがある.

次節以降で,Grover walk やSzegedy walk 以外の  \mathbb{Z}^{d} 上の量子ウォークへのスペクト
ル写像定理の応用例をみる.

3 スプリット ステップ量子ウォーク

状態の時間発展が

 \Psi_{t+1}(x)=P(x+1)\Psi_{t}(x+1)+Q(x-1)\Psi_{t}(x-1)+R!x)\Psi(x) ,  z\in \mathbb{Z} (3.1)

で表される1次元2状態量子ウォークをを考える.ここで,  (x, t)\in \mathbb{Z}\cross \mathbb{N} で,  \Psi_{t} は時

刻  t における量子ウォーカーの状態を表す状態空間

  \mathcal{H}=\ell^{2}(\mathbb{Z};\mathbb{C}^{2})=\{\Psi:\mathbb{Z}arrow \mathbb
{C}^{2}|\sum_{x\in \mathbb{Z}}\Vert\Psi(x)\Vert_{\mathbb{C}^{2}}^{2}<\infty\}
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の正規化されたベクトルである.任意の  \Psi\in \mathcal{H} に対して,その  x\in \mathbb{Z} における値を

 \Psi(x)=(\begin{array}{l}
\Psi_{1}(x)
\Psi_{2}(x)
\end{array})  \in \mathbb{C}^{2} と表す.  \mathcal{H} 上のシフト作用素  S を

 (S\Psi)(x)=(\begin{array}{ll}
p\Psi_{1}(x)+q\Psi_{2}(x   +1)
-\overline{q}\Psi_{1}(x1)-   p\Psi_{2}(x)
\end{array}) (3.2)

と定義する.ただし,  p\in \mathbb{R} と  q\in \mathbb{C} は  p^{2}+|q|^{2}=1 を満たすとする.2行2列のユニ

タリ行列の族  \{C(x)\}_{x\in Z}\subset U(2) に対し,掛け算作用素

 (C\Psi)(x)=C(x)\Psi(x)

でコイン作用素  C を定義する.このとき,状態の時間発展 (3.1) は  \mathcal{H} 上のユニタリ作
用素

 U=SC (3.3)

で表すことができる.実際,

 C(x)=(\begin{array}{ll}
a(x)   b(x)
c(x)   d(x)
\end{array})
と表すとき

 P(x)=q  (\begin{array}{ll}
0   0
a(x)   b(x)
\end{array}) ,  Q(x)=\overline{q}(\begin{array}{ll}
c(x)   d(x)
0   0
\end{array}),  R(x)=p(\begin{array}{ll}
a(x)   b(x)
-c(x)   -d(x)
\end{array})
と定義すると,  \Psi_{t}=U^{t}\Psi_{0} は,(3.1) を満たす.ここで,  \Psi_{0}\in \mathcal{H}(\Vert\psi_{0}\Vert=1) は,初期状
態である.

Example 3.1.  \mathcal{H} 上のユニタリ作用素   S\pm を

 (S_{+}\Psi)(x)=(\begin{array}{ll}
\Psi_{1}(x   -1)
\Psi_{2}(x)   
\end{array}) , (S_{-}\Psi)(x)=(\begin{array}{l}
\Psi_{1}(x)
\Psi_{2}(x+1)
\end{array})
で定義し,  R(\theta)=(\begin{array}{ll}
cos(\theta/2)   -sin(\theta/2)
sin(\theta/2)   cos(\theta/2)
\end{array}) とお  \langle . このとき,  \mathcal{H} 上のユニタリ作用素

 U_{ss}(\theta_{1}, \theta_{2})=S_{-}R(\theta_{2})S_{+}R(\theta_{1}) , 
\theta_{1}, \theta_{2}\in[0,2\pi)

で定義される量子ウォークをスプリット ステップ量子ウォークという [8]. この定義で,
 \theta_{1},  \theta_{2} を  x の関数  \theta_{1}=\theta_{1}(x),  \theta_{2}=\theta_{2}(x) で置き換えてもよい.
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(3.3) で定義されるユニタリ作用素  U は,次の意味で,  U_{ss}(\theta_{1}, \theta_{2}) の一般化となる.

 \sigma_{1}=(\begin{array}{ll}
0   1
1   0
\end{array}) をパウリ行列とし,  p=\sin(\theta_{2}/2),  q=\cos(\theta_{2}/2) ,  C(x)=R(\theta_{1}(x))\sigma_{1}

とすると,

 U=\sigma_{1}U_{ss}(\theta_{1}, \theta_{2})\sigma_{1}

となる.つまり,この設定の下で,  U は,  U_{ss}(\theta_{1}, \theta_{2}) のユニタリ同値である.本稿では,

 U のこともスプリット ステップ量子ウォークど呼ぶ.

スプリット ステップ量子ウォークでは,  C(x)=R(\theta_{1}(x))\sigma_{1} がユニタリかつ自己

共役になっている.以下,  C(x) はユニタリかつ自己共役であると仮定し,  U が固有値

をもっための十分条件を与える.この場合,  C(x) は  \pm 1 の固有値のみをもつ.いま,

 \dim ker(C(x)-1)=1 を仮定し

 \chi(x)=(\begin{array}{l}
\chi_{1}(x)
\chi_{2}(x)
\end{array}) \in ker(C(x)-1) , \Vert\chi(x)\Vert_{\mathbb{C}^{2}}=1
とする.また,自明な場合を避けるために,  |p|\neq 1,  \chi_{1}(x)\chi_{2}(x)\neq 0 とする.

Theorem 3.1. 次の条件を満たすとき,  U は  \pm 1 の固有値をもつ.

  \lim_{xarrow+}\sup_{\infty}|\frac{(p\pm 1)\chi_{2}(x)}{q\chi_{1}(x)}|<1, \lim_
{xarrow-}\sup_{\infty}|\frac{q\chi_{1}(x)}{(p\pm 1)\chi_{2}(x)}|<1.
証明の概略.まず,  S がユニタリかつ自己共役であることは容易に確かめられる.また,

 C(x)=2|\chi(x)\}\langle\chi(x)|-1 と表せるので,

 (d\Psi)(x)=\{\chi(x), \Psi\rangle, \Psi\in \mathcal{H}

とおけば,  d:\mathcal{H}arrow \mathcal{K}:=\ell^{2}(\mathbb{Z}) は,余等距離になる.以上から,(S.1) と (S.2) を満たす
ので,Theorem 2.1が使える.よって,  ker\cdot d\cap ker(S\pm 1) が非自明であることを示せば

よい.

 \Psi\in ker(S\pm 1) とすると,

 ((S\pm 1)\Psi)(x)=(\begin{array}{l}
(p\pm 1)\Psi_{1}(x)+q\Psi_{2}(x+1)
\overline{q}\Psi_{1}(x-1)+(\pm 1-p)\Psi_{2}(x)
\end{array}) =0
なので,   \Psi_{1}(x)=-\frac{q}{p\pm 1}\Psi_{2}(x+1) となる.ゆえに,

 \Psi=(\begin{array}{l}
-\frac{q}{p\pm 1}\psi(\cdot+1)
\psi
\end{array})
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と表せる.さらに,  \Psi\in kerd とすると,  (d\Psi)(x)=\{\chi(x), \Psi(x)\}=0 なので

  \psi(x)=-\frac{q\overline{\chi}_{1}(x)}{(p\pm 1)\overline{\chi}_{2}(x)}\psi(x+
1) (3.4)

となる.以上から  kerd\cap ker(S\pm 1) が非自明であるためには,(3.4) を満たす  \psi が  l^{2}(\mathbb{Z})
であればよい.これは,ダランベールの収束判定法を用いて示せる.実際,仮定より

 1 \dot{{\imath}}m\sup_{xarrow+\infty}\frac{|\Psi(x+1)|}{|\psi(x)|}=
\lim_{xarrow}\sup_{\infty}|\frac{(p\pm 1)\chi_{2}(x)}{q\chi_{1}(x)}|<1,
  \lim_{xarrow-}\sup_{\infty}1\frac{|\Psi(x-1)|}{|\psi(x)|}=\lim_{xarrow-}\sup_{
\infty}|\frac{q\chi_{1}(x)}{(p\pm 1)\chi_{2}(x)}|<1

なので,

  \sum_{x\in \mathbb{Z}}|\psi(x)|^{2}=\sum_{x\geq 0}|\psi(x)|^{2}+\sum_{x<0}
|\psi(x)|^{2}
と分解すると,右辺の級数が収束することがわかる.口

Example 3.2. 簡単のため,  p=0 とする.この場合,

 |\begin{array}{l}
\chi_{2}^{(r)}
\overline{\chi_{1}^{(r)}}
\end{array}|<1, |\begin{array}{l}
\chi_{1}^{(\ell)}
\overline{\chi_{2}^{(\ell)}}
\end{array}|<1
を満たす  X^{(r)},  \chi^{(\ell)} をとり,   \lim_{xarrow+\infty X}(x)=\chi^{(r)},   \lim_{xarrow-\infty}\chi(x)=X^{(\ell)} とお  \langle と,

Theorem 3.1の条件を満たす.

上の例で,

 C_{r}=2|\chi^{(r)}\rangle\langle\chi^{(r)}|-1, C_{\ell}=2|\chi^{(l)}\}\{\chi^{(
\ell)}|-1

とお  \langle と,

  \lim_{xarrow+\infty}C(x)=C_{r}, \lim_{xarrow-\infty}C(x)=C_{\ell}
を満たす.このような非等方なコイン  C(x) をもつ量子ウォークのスペクトルの性質は,

[13] で調べられている.

4 欠損をもつ量子ウォーク

まず,前節の模型を高次元に拡張する.  \mathcal{H}=\ell^{2}(\mathbb{Z}^{d};\mathbb{C}^{2d}) とする.シフト作用素を

 \mathcal{H}\simeq\oplus_{j=1}^{d}\ell^{2}(\mathbb{Z}^{d};\mathbb{C}^{2}) という同一視の下で,  S=\oplus_{j=1}^{d}S_{j} と定義する.ここで,Sj は

 \ell^{2}(\mathbb{Z}^{d};\mathbb{C}^{2}) 上のユニタリ作用素で

 (S_{j}\Psi)(x)=(\begin{array}{l}
p_{j}\Psi_{1}(x)+q_{j}\Psi_{2}(x+e_{j})
\overline{q}_{j}\Psi(x-e_{j})+p_{j}\Psi_{2}(x)
\end{array}), x\in \mathbb{Z}^{d}, \Psi\in\ell^{2}(\mathbb{Z}^{d};\mathbb{C}^{2}
)
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で定義する.ただし,  p_{j}^{2}+|qj|^{2}=1 (pj  \in \mathbb{R},  qj\in \mathbb{C} ) とする.コイン作用素  C は,  2d

次のユニタリ行列の族  \{C(x)\}_{x\in Z^{d}} による掛け算作用素とする.次の仮定を置  \langle :

 C(x)=\{\begin{array}{l}
C_{1}, x\in \mathbb{Z}^{\'{a}}\backslash \{0\}
C_{0}, x=0
\end{array} (4.1)

このように,1点で異なるコインをもつ量子ウォークをone‐defect model という.さら

に,スペクトル写像定理を使うために,  \Phi,  \Omega\in \mathbb{C}^{2d} があって,

 C_{1}=2|\Phi\}\langle\Phi|-1, C_{0}=2|\Omega\rangle\langle\Omega|-1

と表せると仮定する.以上の設定の下で,

 U=SC (4.2)

と定義すると,(S.1) と (S.2) が満たされ,Theorem 2.1が適用できる.この場合の判別
子  T は,離散シュレーディンガー型の作用素になる.実際,  T は  p^{2}(\mathbb{Z}^{\'{a}}) 上の作用素で

 T=T_{0}+W

と表せる.ここで,

 T_{0}= \sum_{j=1}^{d}(\alpha_{j}(q)L_{j}+\overline{\alpha}_{j}(q)L_{j}^{*})+
a(p) ,   W=\beta_{0}\delta_{0}+\sum_{j=1}^{d}\{\beta_{j}^{+}\delta_{e_{j}}+\beta_{j}^{-
}\delta_{-e}, \}
で,  L_{j} は  \ell^{2}(\mathbb{Z}) 上のシフト  (L_{j}\psi)(x)=\psi(x+e_{j}) である.また,

  \alpha_{j}(q)=q_{j}\{\Phi_{j}, \sigma_{+}\Phi_{j}\}_{\mathbb{C}^{2}}\in 
\mathbb{C}, a(p)=\sum_{j=1}^{d}p_{j}\{\Phi_{j}, \sigma_{3}\Phi_{j}
\rangle_{\mathbb{C}^{2}}\in \mathbb{R}
で,  \beta_{0},  \beta_{j}^{\pm}\in \mathbb{R} は,pj, qj と  \Phi,  \Omega から定まる.詳し  \langle は,[3] を参照されたい.  W は
有限階作用素なので,  T の真性スペクトルは乃のそれと一致する.また,乃のスペクト

ルは,離散フーリエ変換で簡単に計算できて,

 \sigma_{ess}(T)=\sigma_{ess}(T_{0})=[a(p)-\lambda(q), a(p)+\lambda(q)]

となる.ここで,   \lambda(q)=2\sum_{j=1}|\alpha_{j}(q)| である.

Lemma 4.1. (1)  \lambda(q)=0 のとき,  \sigma_{ac}(T)=\emptyset.

(2)  \lambda(q)\neq 0 のとき,  \sigma_{ac}.(T)=[a(p)-\lambda(q), a(p)+\lambda(q)].
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証明.  \lambda(q)=0 のとき,上の議論より,  \sigma_{ess}(T)=\{a(p)\} となる.よって,  T は固有値の

みをもつので,(1) が示される.

 \lambda(q)\neq 0 のとき,直接計算と仮定より,  \sigma_{ac}(T_{0})=[a(p)-\lambda(q), a(p)+\lambda(q)] とな

る.Kato‐Roseblum の定理、より,  T の絶対連続部分と  T_{0} がユニタリ同値になるので,

 \sigma_{ac}(T_{0})=\sigma_{ac}(T_{0}) . よって,(2) が得られる.口

Lemma 4.1と Theorem 2.1より,次の定理を得る.

Theorem 4.1. (1)  \lambda(q)=0 のとき,  \sigma_{ac}(U)=\emptyset.

(2)  \lambda(q)\neq 0 のとき,  \sigma_{ac}(U)=\{e^{\pm i\arccos\tau}|\tau\in[a(p)-\lambda(q), a(p)+\lambda(q)]
\}.

 U の固有値問題は,  T にFeshbach 変換 [2, 1] を施すことで,作用素

  F(\lambda)=\Pi^{\perp}(T_{0}-\lambda-\frac{1}{a(p)-\lambda}|\varphi_{q}\}
\langle\varphi_{q}|)\Pi^{\perp}
の核  kerF(\lambda) の非自明性の問題に帰着できる.ここで,  \varphi_{q}\in\ell^{2}(\mathbb{Z}) で  \Pi は  supp\psi=\{0\}

なる  \psi\in\ell^{2}(Z) 全体のなす部分空間への射影である.詳し  \langle は,[3] を参照されたい.
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