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Construction of T‐numbers in positive characteristic
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1 導入および先行研究

ディオファントス近似の基本的な問題として,与えられた実数を有理数でどのくらい良く近似で

きるかというものがある.例えばRoth [11] は,実代数的数の近似について次の結果を残している.

定理 LL 代数的数  \xi\in \mathbb{R} と  \varepsilon>0 に対して,

 0<| \xi-\frac{p}{q}|\leq\frac{1}{|q|^{2+\in}} (1)
となる有理数  p/q は有限個しか存在しない.

定理1.1から,不等式 (1) を満たす有理数が無数に存在するときは実数  \xi は超越数であることが分
かる.このように,近似の度合いを調べることで実数の超越数性を判定できる.Mahler [7] は,ディオ
ファントス近似の考えを用いて実数を4つに分類した.整数係数多項式  P( X)=\sum_{n=0}^{d}a_{n}X^{n}\in \mathbb{Z}[X]
に対して,  H(P)  := \max_{0\leq n\leq d}|a_{n}| を多項式  P の高さとよぶ.実数  \xi と整数  n\geq 1 に対して,次
を満たす実数  w の上限を  w_{n}(\xi) とおく:次数  n 以下の無数の多項式  P(X)\in \mathbb{Z}[X] に対して,

 0<|P(\xi)|\leq H(P)^{-w}.

定理1.ı より,代数的数  \xi\in \mathbb{R} に対して  w_{1}(\xi)\leq 1 となる.また,実数くに対して,次で  w(\xi) を
定める.

 w( \xi):=\lim_{narrow}\sup_{\infty}\frac{w_{n}(\xi)}{n}.
実数  \xi\in \mathbb{R} は,

A‐number (  w(\xi)=0 のとき),

S‐number (   0<w(\xi)<\infty のとき),
 T‐number (   w(\xi)=\infty かつ任意の整数  n\geq 1 に対して,   w_{n}(\xi)<\infty のとき),

 U‐nulnber (   w(\xi)=\infty かつある整数  n\geq 1 に対して,   w_{n}(\xi)=\infty のとき)

とよばれる.この実数の分類は,Mahler の分類とよばれる.
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Mahler の分類の性質を紹介する.  A‐numberは代数的数と同値であることが知られている ([4.,
Theoreln 3.1]). そのため,超越数は  S,  T,  U-numbe1^{\backslash } の3つに分けられる..超越数  \xi.\eta\in \mathbb{R} に対し
て,  \xi と  \eta が代数的従属ならば  \xi と7/ は同じクラスとなる ([7]). 例えば,  e は  S‐number,   \sum_{n=1}^{\infty}2^{-n!}
は  U‐numberであることが知られているので,  e と   \sum_{n=1}^{\infty}2^{-n!} は代数的独立となる.Mahler [7]
は,ルベーグ測度の意味でほとんどすべての数は  S‐numberであることを示した.  T‐nulnberの存

在性は,Schmidt [12] によって示され,証明にはRoth の定理の一般化 (Wirsing によるもの [14]
を参照) が用いられている.Wirsing の定理は ineffect‐ive なので,Schmidt が構成した  T‐number
は具体的なものではないことを注意しておく.Baker [3] はSchmidt の構成法を利用して,  w_{n} の
値をコントロールできるような次の結果を得た.

定理1.2.  (w_{n})_{n\geq 1} を任意の  n\geq 1 に対して,   w_{n}\in(n^{3}+2n^{2}+4n+3, +\infty ] を満たす単調増加な
実数列とする.このとき,任意の  n\geq 1 に対して,  w_{n}(\xi)=w_{n} を満たす超越数  \xi\in \mathbb{R} が存在する.

特に,  T ‐numberは存在する.

2 主結果

 p を素数とし,  q:=p^{s} とおく.ただし,  s は正の整数.位数  q の有限体を  \Gamma_{q},  \Gamma_{q} 係数の多項式

環を  \Gamma_{q}[T],  \Gamma_{q} 係数の有理関数体を  \Gamma_{q}(T) ,  \Gamma_{q} 係数のローラン級数体を  \Gamma_{q}((T^{-1})) で表す.任意

の  \xi\in\Gamma_{q}((T^{-1}))\backslash \{0\} は次の形で書ける:

  \xi=\sum_{n=N}^{\infty}a.T^{-n}.
ただし,  a_{n}\in \mathbb{F}_{q},  N\in \mathbb{Z},  a_{N}\neq 0 . このとき,  |\xi|:=q^{-N},  |0|:=0 で  \Gamma_{q}((T^{-1})) 上に絶対値を定め

る.この絶対値は,  \Gamma_{q}((T^{-1})) の代数閉包  \mathbb{F}_{q}((T^{-1})) に一意的に延長できることが知られており,
それもまた  |\cdot| とかく.

前節では実数の分類について考えた.この節では,Mahler の分類の有限体上のローラン級数へ

の類似を考える.多項式   P(X)=\sum_{n=0}^{d}a_{n}X^{n}\in(\Gamma_{q}[T])[X] に対して,  H(P)  := \max_{0\leq n\leq d}|a_{n}|
を多項式  P の高さとよぶ.  \xi\in \mathbb{F}_{q}((T^{-1})) と整数  n\geq 1 に対して,以下を満たす実数  w の上限を

 w_{n}(\xi) とおく:Xに関する次数が  n 以下の無数の多項式  P(X)\in(\Gamma_{q}[T])[X] に対して,

 0<|P(\xi)|\leq H(P)^{-w}.

また,  \xi\in\Gamma_{q}((T^{-1})) に対して,次で  w(\xi) を定める.

 w( \xi):=\lim_{narrow}\sup_{\infty}\frac{w_{n}(\xi)}{n}.
Bundschuh [5] は,次のように  \Gamma_{q}((T^{-1})) を4つに分類した.  \xi\in\Gamma_{q}((T^{-{\imath}})) は,

 A‐number (  w(\xi)=0 のとき),
 S‐number (   0<w(\xi)<\infty のとき),

 T‐number (   w(\xi)=\infty かつ任意の整数  n\geq 1 に対して,   w_{n}(\xi)<\infty のとき),
 U‐number (  w(\xi)=- かつある整数  n\geq 1 に対して,   w_{n}(\xi)=\infty のとき)

とよばれ,この分類は Bundschuh の分類とよばれる.
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Bundschuh の分類の性質を紹介する.  A‐numberは  \Gamma_{q}(T) 上代数的なローラン級数と同値になる

([10]).  F_{q}(T) 上超越的な  \xi,  \eta\in\Gamma_{q}((T^{-1})) に対して,  \xi と7/ が  \Gamma_{q}(T) 上代数的従属ならば  \xi と  \eta は
同じクラスとなる ([10]).  Sprind\dot{z}uk[13] は,  \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}- )  \ovalbox{\tt\small REJECT} 測度の意味でほとんどすべての数は  S‐number
であることを示した.また,   \sum_{n=1}^{\infty}T^{-n!} は  w_{1}( \sum_{n=1}^{\infty}T^{-n!})=+\infty\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}} つまり  U‐numberであること

が比較的簡単にわかる.

ここまでは,実数とローラン級数で似た性質を持つものを紹介した.しかしながら,Mahler [8]
は定理1.1の類似が成り立たないことを示した.つまり,  w_{1}(n^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}.)>1 となる代数的数  a\in \mathbb{F}_{q}((T^{-1}))
が存在する.  t を正の整数,  r:=p^{t},  cy:= \sum_{n=1}^{\infty}T^{-r^{\eta}}\in\Gamma_{q}((T^{-1})) とおく.このとき,  \alpha は  r 次の
代数的数で  w_{1}(\alpha)=\tau-1 となる.そのため,実数の  T‐numberの構成法の直接的な類似ではロー
ラン級数における  T‐numberの存在性を示すことはできない.そこで定理1.1の類似の反例を用

いて,次のローラン級数を構成する.  m=(mj)_{j\geq 0} を  m_{0}=1 , 任意の  j\geq 1 に対して,  mj\geq 2
を満たす整数列とする.整数  j\geq 0 に対して,  \tau_{\dot{j}}:=r^{m_{0}m_{1}\cdot--m_{j_{:}}}\alpha j(\tau_{\dot{r}}m)  := \sum_{n={\imath}}^{\infty}T^{-r_{j}^{n}} とおく.

ローラン級数  \xi(r., m)\in\Gamma_{q}((T^{-1})) を次で定める.

  \xi(r, m):=\sum_{j=0}^{\infty}\alpha_{j}(\tau, m) .

本稿の主結果は以下の定理である.

定理2.1 ([10]). ローラン級数  \xi(r, m) は  T ‐numberである.

パラメーター  m を動かすことで,次の系が得られる.

系2.2 ([10]). 有限体上のローラン級数体  \Gamma_{q}((T^{-1})) 上に,  T ‐numberは非加算無限個存在する.

3 関連した問題

この節では,主結果に関連する問題を2つ挙げる.一つは,  \xi(r, m) の係数の性質についてで,
もう一つは  \xi(r, m) の実数での類似物に関することである.まずは,  \xi(r, m) の例をーつ挙げ,そ
の例を通して2つの問題を考えていく.  p=r=2 , 任意の  j\geq 1 に対して,  mj=2 とおく.この

とき,   \xi(r, m)=\sum_{n=0}^{\infty}s_{n}T^{-n} とおくと,

 s_{n}=\{\begin{array}{l}
1 (ある整数 k\geq 0 と奇数そ \geq 1 に対して，n=2^{4} 檀のとき),
0 (otherwise).
\end{array}
また,  s:=(s_{n})_{n>0} とおく.

整数  k\geq 2 に対して,  \Sigma_{k}:=\{0,1, k-1\} とおく.  k‐automatonAを以下の6つ組で定める:

 A=(Q, \Sigma_{k;}\delta_{:}q_{0,:}\triangle\tau) ,

ただし,  Q は状態集合とよばれる有限集合,  \delta :  Q\cross\Sigma_{k}arrow Q は遷移関数とよばれる写像,  q_{0}\in Q
は開始状態とよばれ,  \triangle は出力集合とよばれる有限集合,  \tau :   Qarrow\triangle は出力関数とよばれる写像.

 q\in Q と  \Sigma_{k} 上の有限ワード   W=w_{1}w_{2}\cdot  w_{n} に対して,  \delta(q, W)=\overline{6}(\delta (q, w_{1}w_{2}\cdot\cdot\cdot w_{n-1}), w_{n}) を

用いて帰納的に  \delta(q, W) を定める.整数  n\geq 0 に対して,  n の  k 進数展開を   \sum_{?:=0}^{r}w_{i}k^{i} とかく.そ

して,  W_{n}  :=w_{0}w_{1}w_{2}\cdots w_{r} とおく.整数  k\geq 2 と  k‐automaton  A が存在して,任意の整数  n\geq 0

に対して  a_{n}=\tau(\delta(q_{0}, W_{n})) となるとき,数列  (a_{n})_{n\geq 0} を  k‐automatic という.Christol, Kamae,
Mendes France, Rauzy [6] は,automaton を用いて代数的なローラン級数を特徴づけた.
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定理3.1.  \Gamma_{q} 上の数列  (a_{n})_{n>0} に対して,ローラン級数   \sum_{n=0}^{\infty}a_{n}T^{-7l} が代数的であることと数列

 (a_{n})_{n\geq 0} が  p‐automaticであることは同値である.

整数  n\geq 1 と数列  a=(a_{n})_{n>0} に対して,数列の複雑さを測る  p(a, n) という関数があり,

 p(a, n)=Card\{(a_{j}, a_{j+1} , a_{j+n-1})|0\leq j\leq n-1\}

で定める.この関数の性質として次のことが知られている.

命題3.2.  n\geq 1 を整数とし  a=(a_{n})_{n>0} を数列とする.

(1)  a が非周期的のとき,  a のみに依存する定数  C_{1}>0 が存在し,任意の整数  n\geq 1 に対して,

 p(a, n)\geq C_{1}n.

(2) 整数  k\geq 2 に対して,  a が  k ‐automaticのとき,  a のみに依存する定数  C2>0 が存在し,任
意の整数  n\geq 1 に対して,

 p(a, n)\leq C_{2}n.

Proof. [2, Theorem 10.2.6, Corollary 10.3.2] を見よ.口

  \sum_{n=0}^{\infty}s_{n}T^{-n} は  T‐number, つまり超越数なので,定理3. 1より  s は2‐automaticではない.一

方で,簡単な計算より  p(s, n)=0(n) であることがわかる.従って,  S は2‐automaticではないが,
automatic 数列と同等な複雑さを持つ.ここで,次の問題を考えることは自然なことであろう.

問題3.3. 数列  s が  k‐automatic となる整数  k\geq 2 は存在するか.そうでないならば,  S はどのよ
うな性質を持つか.

次に,ローラン級数   \sum_{n=0}^{\infty}s_{n}T^{-n} の実数の類似  \xi_{1}  := \sum_{n=0}^{\infty}s_{n}2^{-n}\in \mathbb{R} について考える.有理

近似から,実数の Mahler の分類を判定する以下の定理がある ([1]).

定理3.4.  \xi を実数,  \varepsilon>0,  S を異なる素数の有限集合とする.有理数の数列  (p_{n}/q_{n})_{n\geq 1} で   2\leq

 q_{1}<q_{2}< を満たし,任意の整数  n\geq 1 に対して,  gcd(p_{n}, q_{n})=1 かつ

 0<( \prod_{p\in S}|p_{n}|_{p}\cdot|q_{n}|_{p}) .  | \xi-\frac{p_{n}}{q_{n}}|<\frac{1}{q_{n}^{2+\varepsilon}}
となるものが存在すると仮定する.ただし,  | .  | は通常の実数の絶対値 ,  | .  |_{p} は  p 進絶対値で

 |p|_{p}=p^{-1} を満たすとする.このとき,実数  \xi は  S もしくは  T‐numberとなる.

定理3.4を用いると,  \xi_{1} は  S もしくは  T‐number となることがわかる.  S か  T かを判定するた

めには,  w(\xi_{1}) の評価が必要になる.定理2.1の場合は,   \sum治  T^{-r^{n}} が代数的数という事実を用い
て “ 良い” 近似を構成することで  w(\xi(r, m)) を下から評価した.しかし,実数の場合は   \sum_{n=1}^{\infty}2^{-r^{\mathfrak{n}}}
は超越数であることが知られている ([9, Theorem 1.1.2]). そのため,  \xi_{1} の “ 良い’  \ovalbox{\tt\small REJECT} 近似となる高次
の代数的数がわからない.まとめると次のような問題になる.

問題3.5. 実数  \xi_{1} が  S か  T‐numberのどちらになるか判定せよ.
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