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一般のパラメータに対するモレー空間の複素
補間について

澤野嘉宏 (首都大学東京)

Abstract

本研究は関数空間の補間についてである.特にモレー空間を調べる.第
二補間空間の見える化をすることが目的である.この研究はDenny Ivanal
Hakim 氏,Ix \primeIiestyslaw Mastylo 氏,中村昌平氏,曽布川拓也氏との共同研
究である.とくに,現時点では投稿中のMicstyslaw Mastylo 氏との研究成
果について説明する.

1 モレー空間,複素補間

本稿ではモレー空間の複素補間について考える.

  1\leq q\leq p<\infty とする.モレーノルム  \Vert\star\Vert_{\mathcal{M}_{q}^{p}} を可測関数  f に対して

 \ovalbox{\tt\small REJECT}

  \Vert f\Vert_{\mathcal{M}_{q}^{1)}}\equiv\sup {  |Q|^{\frac{1}{p}-}\overline{q}\Vert f\Vert_{L^{q}(Q)} :  Q は  \mathbb{R}^{7l}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sim}^{\infty} おける立方体}
で定義する.モレー空間  \mathcal{M}_{q}^{p}(\mathbb{R}^{(\iota}) は可測関数  f. で  \Vert f\Vert_{\mathcal{M}_{q}^{p}} が有限となるものを集
めたものである.

これと対になるのは局所モレーノルムである.局所モレーノルム  \Vert\star\Vert_{LM_{q}^{p}} を
可測関数  f. に対して

 \Vert f\cdot\Vert_{L\mathcal{M}_{q}^{p}}
 \equiv snp {  |Q|^{\frac{1}{p}-\frac{1}{q}}\Vert f\Vert_{L^{q}(Q)} :  Q は原点を中心とした  \mathbb{R}^{7l} における立方体}

で定義する.局所モレー空間  L\mathcal{M}_{q}(\mathbb{R}^{\prime 1}) は可測関数  f で  \Vert f\cdot\Vert_{L\mathcal{M}_{q}^{p}} が有限となるも
のを集めたものである.

本項では,二つのモレー空間が与えられたときに特に第二補間について考え
る.すなわち,  \mathcal{M}_{q0}^{p_{0}}(\mathbb{R}^{7I}\cdot) と  \mathcal{M}_{q_{1}}^{p_{1}}(\mathbb{R}^{71}\cdot) が与えられたときに,

 [\mathcal{M}_{q_{0}}^{p_{0}}(\mathbb{R}^{7l}.), \mathcal{M}_{q_{1}}^{p_{1}}
(\mathbb{R}^{7l}.)]_{\theta}
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と

 [\mathcal{M}_{q0}^{p_{0}}(\mathbb{R}^{n}), \mathcal{M}_{q_{1}}^{p_{1}}
(\mathbb{R}^{n})]^{\theta}
を表示することを目的とする.

Definition 1 (カルデロンの第一複素補間空間).  \overline{X}=(X_{0}, X_{1}) をof バナッハ空
間の両立組とする.

1.  \mathcal{F}(X_{0}, X_{1}) を次の条件を満たす  F :  \overline{S}arrow X_{0}+X_{1} 全体のなす集合とする.

(a)  F は  \overline{S} 上で有界である.つまり,  s^{-}upz\in\overline{S}\Vert F(z)\Vert_{X_{0}+X_{1}}<\infty である.

(b)  F は  S は正則である.,

(c)  j=0,1 に対して,関数  t\in \mathbb{R}\mapsto F(j+it)\in Xj は  \mathbb{R} 上有界かつ連続
である.

空間  \mathcal{F}(X_{0}, X_{1}) はノルム

  \Vert F\Vert_{\mathcal{F}(_{\lrcorner}\backslash ^{\Gamma}0_{:}X_{1})}
\equiv\max\{s^{\backslash }upt.\in \mathbb{R}\Vert F(it)\Vert_{X_{0}} , s_{c}
^{\tau}upt.\in \mathbb{R}\Vert F(1+it)\Vert_{X_{1}}\}.
を備えている.

2.  \theta\in(0,1) とする.  (X_{0}, X_{1}) に関する複素補間空間  [X_{0}, X_{1}]_{\theta} を  F\in \mathcal{F}(X_{0}, X_{1})
を用いて  x=F(\theta) と表せる  x\in X_{0}+X_{1} 全体のなす集合とする.  [X_{0}, X_{1}]_{\theta}
のノルムは

  \Vert x\Vert[x_{0:}x_{1}]_{\theta}\equiv\inf {  \Vert F\Vert_{\mathcal{F}(x_{0:}x_{1})} :  F\in \mathcal{F}(X_{0}, X_{1}) を用いて  x=F(\theta) とあらわせる.}

で与える.空間  [X_{0}, X_{1}]_{\theta} はカルデロンの第一複素補間空間といい,操作
 (X_{0}, X_{1})\mapsto[X_{0_{j}}X_{1}]_{\theta} をカルデロンの第一複素補間空間関手という.

Definition 2 (カルデロンの第二複素補間空間).  \overline{X}=(X_{0}, X_{1}) をバナッハ空間
の両立組とする.

1.  \mathcal{G}(X_{0}, X_{1}) を以下の条件を満たす  G :  \overline{S}arrow X_{0}+X_{1} の全体として定義する.

(a)  G は百上連続であり,   su_{\frac{p}{S}}z\in\Vert\frac{G(z)}{1+|z|}\Vert_{X_{0}+X_{1}}<\infty を満たす.

(b)  G は  S 上正則である.,

(c)  j=0_{:}.1 に対して  t\in \mathbb{R}\mapsto G(j+it)-G(j)\in X_{j} が  \mathbb{R} 上でリプシッツ
連続である.

空間  \mathcal{G}(X_{0_{-}}.X_{1}) にはノルム

  \Vert G||_{\mathcal{G}(X_{0}.X_{1})}\equiv\max\{\Vert G(i\star)
\Vert_{Lip(\mathbb{R}_{!}.Xo)}, \Vert G(1+i\star)\Vert_{Lip(\mathbb{R}_{:}X_{1})
}\} (1)

が備わっている.
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2.  \theta\in(0,1) とする.  (X_{0}, X_{1}) に関する複素補間空間  [X_{0}, X_{1}]^{\theta} を  G\in \mathcal{G}(X_{0}, X_{1})
を用いて  x=G'(\theta) と表せる  x\in X_{0}+X_{1} 全体のなす集合とする.  [X_{0}, X_{1}]^{\theta}
のノルムは

 \Vert x\Vert[x_{U:}x_{1}]^{\theta\equiv\inf\{\Vert G\Vert_{\mathcal{G}
(X_{0_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}X_{1})}} :  G\in \mathcal{G}(X_{0}, X_{1}) を用いて  x=G'(\theta) とあらわせる.}.

で与える.空間  [X_{0}, X_{1}]^{\theta} をカルデロン第二複素補間空間といい,操作  (X_{0}, X_{1})\mapsto
 [X_{0}, X_{1}] ’をカルデロンの第二複素補間関手という.

モレー空間の複素補間の歴史は1  965 年の [15] にさかのぼる.この論文で,
作用素の有界性に関する肯定的な結果を得ることができた.[3] でこの考え方は
補強された.この部分的な結果の逆を得たいが,これは不可能なことが[1] で示
された.特殊なパラメータに関する複素補間の結果は [10] で得られている.

2 モレー空間の複素補間の記述

それでは本題に入ろう.カルデロン積により,

 [\mathcal{M}_{q_{0}}^{p_{0}}(\mathbb{R}^{0}/1.), \mathcal{M}_{q_{1}}^{p_{1}}
(\mathbb{R}^{7\iota})]^{\theta}
 =\{f\in L^{0}(\mathbb{R}^{7l}.):f=g|f_{0}|^{1-\theta}|f_{1}|^{\theta}, g\in L^{
\infty}(\mathbb{R}^{r\iota})f_{0}\in \mathcal{M}_{q_{U}}^{p0}(\mathbb{R}^{71}), 
f_{1}\in \mathcal{M}_{q_{1}}^{p_{1}}(\mathbb{R}^{71}.)\}

となる.ノルムは

  \Vert f\cdot\Vert_{1\mathcal{M}_{q_{0}}^{p_{0}}(R^{n})_{:}\mathcal{M}_{q_{1}}^
{p_{1}}(R^{n})1^{\theta}}=\inf\Vert g\Vert_{L^{\infty}}
で与えられる . ただし ’   \int_{0},   \int_{1},  g の条件は上記の分解に加えて,  \Vert f_{0}\Vert_{\mathcal{M}_{q_{0}}^{p_{0}}}\leq 1,
 \Vert f_{1}\Vert_{\mathcal{M}_{q_{1}}^{p_{1}}}\leq 1 が付け加わる.この右辺を具体的に計算する.

Theorem 3.  f\in[\mathcal{M}_{(10}^{p0}(\mathbb{R}^{l1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}
\ovalbox{\tt\small REJECT}), \mathcal{M}_{q_{1}^{1}}^{p}(\mathbb{R}^{71})]
^{\theta} のノルムが1以下であるための必要十分

条件は各立方体  Q に対して,関数  f_{Q}^{(0)},  f_{Q}^{(1)} が存在して,

 |f|\chi_{Q_{1}\cap Q_{2}}\leq(f_{Q_{1}}^{(0)})^{1-\theta}(f_{Q_{2}}^{(1)})
^{\theta},  \Vert f_{Q}^{(0)}\Vert_{L^{q_{0}}(Q)}\leq|Q|^{\frac{1}{q_{0}}-\frac{1}{p_{0}}},  \Vert f_{Q}^{(1)}\Vert_{L^{q_{1}}(Q)}\leq|Q|^{\frac{1}{q_{1}}-\frac{1}{p_{1}}}.
が成り立つことである.

Proo]:  f が与えられると,条件が満たされることはカルデロン積の公式から明ら
かである.仮にこのような関数の集まり関数  f_{Q}^{(0)},  f_{Q}^{(1)} が存在すれば,

 f_{0}(x)= \inf_{:c\in Q\in D}|f_{Q}^{(0)}|, f_{1}(x)=z\cdot\in Q\in 
D\dot{{\imath}}nf|f_{Q}^{(1)}|
とおくと,  f_{0},  f_{1} はそれぞれモレー空間  \mathcal{M}_{q_{0^{j}}}^{p_{0}}\mathcal{M}_{q_{1}}^{p\^{I}} に属することがわかる.ここ
で,  \mathcal{D} は2進立方体で,

  \Vert f\Vert_{\mathcal{M}_{q}^{p}}\simeq\sup {  |Q|^{\frac{1}{p}-\frac{1}{q}}\Vert f\Vert_{L^{q}(Q)} :  Q は  \mathbb{R}^{n} . における2進立方体}
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であることを用いた.さらに,

 |f(x)|\leq f_{0}(x)^{1-\theta}f_{1}(x)^{\theta}

であることもわかる.口

3 一般化

この証明を見ると,一般化ができることがわかる.例えば,  (X, \mathcal{M}, \mu) を測度空
間とする.  A を可算添え字集合として,  \mathfrak{B}=\{B_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda} を  \lambda によってパラメータ付
けされた集合  E_{\lambda} 上の関数空間を考える.

 X= \bigcup_{\lambda\in\Lambda}E_{\lambda}
上の関数空間  \mathfrak{B}^{*}\subset L^{0}(X) を

 \Vert f\Vert_{\mathfrak{B}^{*}}=s^{\backslash }up\Vert f|E_{\lambda}
\Vert_{B_{\lambda}}\lambda\in\Lambda
で定める.このようにして作られたバナッハ空間について次のことが言える.

Theorem 4.  A を可算添え字集合として,  \mathfrak{B}_{0}=\{B_{\lambda_{0}}\}_{\lambda\in\Lambda} と  \mathfrak{B}_{/}=\{B_{\lambda_{1}}\}_{\lambda\in\Lambda} を
 \lambda によってパラメータ付けされた集合  E_{\lambda} 上の関数空間として,

 [\mathfrak{B}_{0}^{*}, \mathfrak{B}1]^{\theta}=(\mathfrak{B}_{0}^{*})^{\`{i}-
\theta}(\mathfrak{B}_{1}^{*})^{\theta}

は次のようにして特徴づけられる.

 [ \mathfrak{B}_{0}^{*}, \mathfrak{B}_{1}^{*}]^{\theta}=\bigcup_{f_{0}\in 
\mathfrak{B}_{0:}^{*}f_{1}\in \mathfrak{B}_{1}^{*}}\{f\in L^{0}(X):|f|\leq|f_{0}
|^{1-\theta}|f_{1}|^{\theta}\}
たとえば,[7, 5] の結果はこの枠組みに収まる.また,Hakim の研究した  L^{-\infty}-

とモレー空間の補間もこの枠組みに収まる.また,[12] のような測度つきのモレー
空間も扱える.

モレー空間の複素補間はルマリエリウセにより,モレー空間では閉じていな
いことが示されている.[9] しかしながら,この定理を用いると局所モレー空間
に対しては,複素補間が閉じていることが示される.実際に,次の定理が成り立
つからである.

Theorem 5.   1\leq q<p<\infty とする.可測関数  f. に対して

 \Vert f\Vert_{L\mathcal{M}_{q}^{p}}
 \equiv s^{\backslash }up {  |Q|^{\frac{1}{p}-\frac{1}{q}}\Vert f\Vert_{L^{q}(2Q\backslash Q)} :  Q は原点を中心とした  \mathbb{R}^{n} における2進立方体}
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原点を中心とした  \mathbb{R}^{7l} における2進立方体とは便宜上

 [-2^{\gamma n}, 2^{rn}]^{rL}

の形の立方体である.どうしてこれでパラメータの仮定が不要かというと,原点
を中心とした  \mathbb{R}^{t1}. における2進立方体が空間を分割しているからである.

[6] ではパラメータに余計な仮定を付けたが,これは不要であった.実際に,

  \frac{p_{0}}{q_{0}}\neq\frac{p_{1}}{q_{1}}
でないと,複素補間は閉じていないが,このことは[13] で考案された 「フラクタ
ル」 集合を用いて確認できる.ルマリエリウセは実際にフラクタルと別の議論を
組み合わせた.その議論を再現する.  R>2 は  R^{\frac{n}{p}-\frac{n}{Q}}2^{\frac{n}{q}}=1 を満たすとする.

  E\equiv {  y+(R-1)(a_{1}+Ra_{2}+\cdots) :  \{a_{j}\} 界  1\in(\{0,1\}^{r\iota})^{N}\cap(\ell^{1})^{n},  y\in.[0,1]^{7\iota} }

とおく.  Ej\equiv E\cap[0, R]^{7l} は  2^{jn} 個の体積1の立方体からなる.[13] と類似の論法
によると,  E の特性関数  \chi が  \mathcal{M}_{7}^{p} に属するための必要十分条件は  r\leq g である.
以後 , 簡単のために  p=4,  q=2 とする.いかなる  0<\theta<1 に対しても  \chi が
 \mathcal{M}1 と  \mathcal{M}_{3}^{4} の複素補間  [\mathcal{M}_{1}^{4}, \mathcal{M}_{3}^{4}]^{\theta} に属さないことを示そう.仮にこの空間に属し
たとすると、  f\in \mathcal{M}_{1}^{4},  g\in \mathcal{M}_{3}^{4} が存在して,  \chi_{E}\leq|f|^{1-\theta}|g|^{\theta} が成り立つ.  f,  g を
定数倍して,  f の  \mathcal{M}_{3}^{4} ノルムは1であるとしてよい.  E の各連結成分上で平均を
取ることにより,  f,  g は  E の各連結成分上で定数であるとしてよい.ここまで帰
着させると,

  \Vert f\Vert_{\mathcal{M}_{1}^{4}}\geq s^{\backslash }up|f|\sim(\sup|f|)
\Vert\chi\Vert_{\mathcal{M}_{1}^{4}}
が得られる.よって,  f を   \chi\sup|f| や  \chi で置き換えることができる.したがって,

 x\leq x\cdot|g|^{1-\theta}

が得られた.これより,  \chi\leq|g| なので,これは [13] に書いてあることに矛盾する.

4 閉部分空間とシエスタコフの補題

 U を  L^{0}(\mathbb{R}^{7l-}) の線形部分空間で,束の性質を持っているとする.つまり,  f\in U かつ

 |g|\leq|f| を満たす  f_{:}g\in L^{0}(\mathbb{R}'\prime\downarrow) につき,  g\in U が成り立つとする.  U\mathcal{M}_{q}^{p}1 を   U\cap \mathcal{M}_{q}^{p}\vartheta
の  \mathcal{M}_{q}^{p} 内での閉包としたとき,一般の  P0,  q0,  P1,  q_{1} に対して,  [U\mathcal{M}_{q_{0}}^{p0}, U\mathcal{M}_{q_{1}}^{p_{1}}]_{\theta:}
 [U\mathcal{M}_{q0}^{p0}, U\mathcal{M}_{q_{1}}^{p_{1}}]^{\theta} を特徴付けるのは現在進行中の研究である.  U=L^{\infty} の場合の

 U\mathcal{M}_{q}^{p} [2] において定義されたことに注意する.

 \overline{\mathcal{M}}_{q}^{p}=L^{\infty}\mathcal{M}_{q}^{P}

と定める.  \underline{p_{0}}=\underline{p_{1}} の場合は [7] を参考のこと.この形の補間空間の研究の先駆
 q_{0} q_{1}

的なものは [16] である.ここでは,ロシア語で書かれたシェスタコフの命題を日
本語で証明とともに記録しておく.[14]
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Theorem 6.  X_{0} ,  X_{1} を測度空間  (\Omega, \mathcal{M}, \mu) 上のバナッハ関数空間として,それぞれ
の閉部分空間 UÚ,  U_{1} で束になっているものを考える.  \varphi :  [0, \infty )  \cross[0, \infty )  arrow[0, \infty )
が次の条件を満たしているとする.

1.  \varphi(0,0)=0

2.  \varphi は各変数について凹である.

3.  \varphi(ax, ay)=a_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\varphi(x, y) がすべての  a,  x,  y\geq 0 について成り立つ.

4. ある定数  \alpha>1 が存在して,任意の  x,  y\geq 0 に対して,

 \varphi(x, y)\leq\varphi(2x, \alpha^{-1}y), \varphi(x, y)\leq\varphi(\alpha^{-
1}x, 2y)

が成り立つ.

また,関数  f\in L^{0}(\Omega) ,  g_{0}\in U_{0},  g_{1}\in U_{1} が  |f|\leq\varphi(g_{0}, g_{1}) を満たしているとする.
このとき,

  \inf\{\lambda>0 :  |f|\leq\lambda\varphi(|h_{0}|, |h_{1}|) となるノ)レム 1の  h_{0}\in U_{0},  h_{1}\in U_{1} が存在する.

 = \inf\{\lambda>0 :  |f|\leq\lambda-\varphi^{r}(|f_{0}|, |fi|) となるノ)レム 1の  f_{0}\in X_{0},  f_{1}\in X_{1} が存在する.

が成り立つ.

このような関数  \varphi については [11, p. 136] も参考のこと.

Proof. 集合の大小関係から

  \inf\{\lambda>0 :  |f|\leq\lambda\varphi(|h_{0}|, |h_{1}|) となるノ)レム 1の  h-0\in U_{0_{-}}.h_{1}\in U_{1} が存在する.

  \geq\inf\{\lambda>0 :  |f|\leq\lambda\varphi(|f_{0}|, |f_{1}|) となるノ)レム 1の  f_{0}\in X_{0},  f_{1}\in X_{1} が存在する.

は明らかである.したがって,逆向きの不等号を示したい.右辺を  A_{0} として,
 A>A_{0} を任意にとる.すると,少なくとも

 |f|\leq A\varphi(|f_{0}|, |f_{1}|)

となるノルム 1の  f_{0}\in X_{0},  f_{1}\in X_{1} が存在する.一方で,

 |f \cdot|\leq\varphi(|g_{0}|, |g_{1}|)\leq\min(\varphi(\alpha^{-\gamma\Pi}
|g_{0}|, 2^{t\square  1}.|g_{1}|)

が成り立つ.このふたつのことと,

  \varphi(\alpha^{-m}|\dot{g}_{0}|+\Lambda|f_{0}|, \min(2^{rr\iota}.|g_{1}|, 
\Lambda|f_{1}|))
 \in\{\varphi(\alpha^{-r11}|g_{0}|+\Lambda|f_{0}|, 2^{\gamma 1I}.|g_{1}|), 
\varphi(\alpha^{-t1?}|g_{0}|+\Lambda|f_{0}|, \Lambda|f_{1}|)\}
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であることから,

 |f \cdot|\leq\varphi(\alpha^{-m}|g_{0}|+\Lambda|f_{0}|, \min(2^{7\prime 1}.
|g_{1}|, A|f_{1}|))

が得られる.  m\in \mathbb{N} は任意であるから,

  \inf\{\lambda>0 :  |f\cdot|\leq\lambda\varphi  (|h_{0}| ,  | hÎ  |) となるノ)レム 1の  h_{0}\in U_{0},  f_{1}\in X_{1} が存在する.

  \leq\inf\{\lambda>0 :  |f\cdot|\leq\lambda\varphi(|f_{0}|_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}|f_{1}|) となるノ)レム 1のん  \in X_{0},  f_{1}\in X_{1} が存在する.

が分かった.この不等号の逆向きは先ほどと同じように集合の大小関係から明ら
かであるから,

  \inf\{\lambda>0 :  |f|\leq\lambda\varphi(|h_{0}|, |f_{1}|) となるノ)レム 1の  h_{0}\in U_{0:}f_{1}\in X_{1} が存在する.

 = \inf\{\lambda>0 :  |f|\leq\lambda\varphi(|f_{0}|, |f_{i}|) となるノ)レム 1の  f_{0}\in X_{0},  f_{1}\in X_{1} が存在する.

が得られる.このようにして,右辺にある  X_{0} を  U_{0} に置き換えてもよいことが分
かった.同様にして,  X_{1} を  U_{1} に置き換えることができる.  \square 

特に,重要なケースは複素補間に相当する

 \varphi(s, t)=s^{1-\theta}t^{\theta}

の場合である.
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