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1 はじめに

Lebesgue 積分に対する Vitali の収束定理 [13, 19] は,積分の収束定理のなかで最深に位
置している.実際,優収束定理や有界収束定理などの他の収束定理は,Vitali の定理から

導かれる.本発表では,非加法的測度の積算概念として重要なChoquet, Šipoš, Sugeno,
Shilkret 積分がもつ共通的な性質の-つである (‘摂動性“ に着目し,これら非線形積分に対

して,Vitali 型の収束定理の成立性を統一的に議論して得られた結果を報告する.

2 非加法的測度と積分汎関数

Xは空でない集合,  \mathcal{A} はXの部分集合からなる集合体とする.関数  f:Xarrow[0, \infty] は,

任意の  t\in \mathbb{R} に対して,  \{f\geq t\},  \{f>t\}\in \mathcal{A} のとき  A‐可測といい,その全体を  \mathcal{F}^{+}(X)

で表し,  \mathcal{F}_{0}^{+}(X)  := {  f\in \mathcal{F}^{+}(X):f は実数値} とおく.拡大実数  a,  b\in[-\infty, \infty] に対し

て,  a Vb:=\max\{a, b\},  a \wedge b:=\min\{a, b\} とおく.また,関数  f,  g:Xarrow[-\infty, \infty] の最大

関数  f\vee g と最小関数  f\wedge g を,それぞれ  (f\vee g)(x)  :=f(x)\vee g(x) ,  (f\wedge g)(x)  :=f(x)\wedge g(x)

 (x\in X) で定める.  \chi_{A} で集合  A の定義関数を表す.

定義1 集合関数  \mu:\mathcal{A}arrow[0, \infty] は次の2つの条件

(i)  \mu(\emptyset)=0

(ii)  A\subset B ならば  \mu(A)\leq\mu(B)

を満たすとき非加法的測度といい,その全体を  \mathcal{M}(X) で表す.

非加法的測度は,測度の  \sigma‐加法性を,より弱い単調増加性に置き換えて定義された集合

関数であり,その積算概念である非線形積分とともに,期待効用理論,決定理論,ゲーム

理論,不完全な情報のもとでの数理経済学などの分野に多くの応用をもつ [3, 4, 10].

以下では,  I:\mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X)arrow[0, \infty] は積分汎関数,すなわち,次の2つの条件

(i) 任意の  \mu\in \mathcal{M}(X) に対して  I(\mu, 0)=0
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(ii) 任意の  \mu\in \mathcal{M}(X) ,  f_{9}\in \mathcal{F}^{+}(X) に対して,  f\leq 9 ならば  I(\mu, f)\leq I(\mu, g)

を満たすとする.また,各  \mu\in \mathcal{M}(X) に対して

 I_{\mu}(f):=I(\mu, f) , f\in \mathcal{F}^{+}(X)

で定まる汎関数  I_{\mu}:\mathcal{F}^{+}(X)arrow[0, \infty] を  I が定める  \mu‐積分汎関数という.

以下の非線形積分は,非加法的測度論の応用領域でよく利用される積分汎関数で,どれ

も被積分関数  f の非加法的測度  \mu に関する減少分布関数

 G_{\mu}(f):=\mu(\{f\geq t\}) , t\in \mathbb{R}

を用いて定義されているので,総称して,分布型非線形積分とよばれる.

定義2  (\mu, f)\in \mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X) とする.

(1) Choquet 積分 [1, 14]:  Ch(\mu, f)  := \int_{0}^{\infty}\mu(\{f\geq t\})dt
ただし,右辺の積分は Lebesgue 積分または広義 Riemann 積分である.

(2)  \check{S}ipo\check{s} 積分 [16]: Si  (\mu, f)  := \lim_{P\in\Delta+}\sum_{i=1}^{n}(a_{i}-a_{i-1})\mu(\{f\geq a_{i}\})
ただし,  \Delta^{+} は分割  P=\{a_{1}, a_{2}, . . . , a_{n}\}  (0=a_{0}<a_{1}< <a_{n}<\infty) 全体に集

合の包含関係で定まる順序を導入した有向集合である.

(3) Sugeno 積分 [12, 18]:  Su(\mu, f)  :=   \sup  [t\wedge\mu(\{f\geq t\})]
 t\in[0,\infty]

(4) Shilkret 積分 [15, 22]:  Sh(\mu, f)  :=   \sup[t\cdot\mu(\{f\geq t\})]
 t\in[0,\infty]

任意の  (\mu, f)\in \mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X) に対して Ch  (\mu_{\grave{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}f)=Si(\mu, f) で,  \mu が  \sigma‐加法的なら

ば,両積分は抽象 Lebesgue 積分と一致する [16, 17]. 実際,Šipos
 \check{}

積分の定義は,非負の
単調減少分布関数  G_{\mu}(f)=\mu(\{f\geq t\}) の広義 Riemann 積分の定義の言い換えに他なら

ない.にもかかわらず,Choquet 積分の他に,Šipoš 積分も考察の対象とすることには意
味がある.なぜなら,  \check{S} ipoš 積分はルベーグ積分や広義 Riemann 積分の概念を用いずに定

義できるので,  \check{S}ipo\check{s} 積分に関して以下の章で述べる理論を展開すれば,その特別な場合と

して,Choquet 積分や抽象 Lebesgue 積分に関する諸性質のうち,少なくとも収束定理に

至るまでの結果が得られるからである.

非加法的測度と非線形積分に関する詳細な情報は,[2, 5, 11, 21] などを見よ.
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3 積分汎関数の摂動性

この章では,非線形積分の収束定理を統一 的に取り扱う際に重要な役割を果たす積分汎

関数の “摂動性“ の概念を,関連する諸性質と合わせて紹介する.次の定義における集合関

数  \mu と関数  f の組  (\mu, f) の間の支配関係は,数理経済学の分野でよく用いられる1次確率

優位性 (the first‐order stochastic dominance) [9] の一般化である.

定義3  \mu,  \nu:\mathcal{A}arrow[0, \infty] は集合関数,  f,  g\in \mathcal{F}^{+}(X) とする.各  t\in \mathbb{R} に対して

 \mu(\{f\geq t\})\leq\nu(\{g\geq t\})

が成り立つとき,  (\mu, f) は  (\nu, 9) により支配されるといい,  (\mu, f)\prec(\nu, 9) とかく.

定義4   \varphi(0)=\lim_{tarrow+0}\varphi(t)=0 を満たす関数  \varphi:[0, \infty )  arrow[0, \infty ) 全体を  \Phi で表し,  \Phi

に属する関数を制御関数とよぶ.

積分汎関数に関する 以下の諸性質は,非線形積分の収束定理を統一的に議論する際に必

要となる.詳細は [6] を見よ.

定義5  I:\mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X)arrow[0, \infty] は積分汎関数とする.

(1) 関数  \theta:[0, \infty]^{2}arrow[0, \infty] が存在して,任意の  \mu\in \mathcal{M}(X) ,  r\in[0, \infty],  A\in \mathcal{A} に対
して

 I(\mu, r\chi_{A})=\theta(r, \mu(A))

のとき,  I は生成的,  \theta を  I の生成器という.

(2) 各  p,  q>0 に対して,制御関数  \varphi_{p,q},  \psi_{p,q}\in\Phi が存在して,次の摂動条件 (P) を満た
すとき,  I は摂動的という:

(P) 任意の  \mu\in \mathcal{M}(X) ,  f_{-}\backslash g\in \mathcal{F}^{+}(X) ,  \varepsilon\geq 0,  \delta\geq 0 に対して,  \Vert f\Vert_{\mu}<p,
 \mu(X)<q,  (\mu, f)\prec(\mu+\delta, g+\varepsilon) ならば

 I(\mu_{\dot{}}f)\leq I(\mu, 9)+\varphi_{p,q}(\delta)+\psi_{p,q}(\in) .

ただし,  \Vert f\Vert_{\mu}  := \inf\{r>0:\mu(\{f>r\})=0\} は  f の  \mu‐本質的ノルムである.

(3) 任意の  (\mu, f)\in \mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X) と任意の  c>0 に対して

 I(\mu, f)\leq I(\mu, f\wedge c)+I(\mu, (f-c)^{+})

のとき,  I は水平劣加法的という.上式で等号が成り立つときは水平加法的という.
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(4) 任意の  (\mu, f)\in \mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X) に対して

 I( \mu, f)=\sup_{r>0}I(\mu, f\wedge r)
のとき,  I は上縁連続とい  \check{\mathcal{D}}.

命題1 ([6]) Ch, Si, Sh:  \mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X)arrow[0, \infty] は生成的かつ摂動的で,生成器は

 \theta(a, b)  :=a\cdot b である.一方,Su:  \mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X)arrow[0, \infty] は生成的かつ摂動的で,生

成器は  \theta(a, b)  :=a\wedge b となる.また,これらの生成器はすべて極限保存的,すなわち,任

意の  \{b_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset[0_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\infty] と任意の  b\in[0, \infty] に対して,すべての  T>0 で  \theta(r, b_{n})arrow\theta(r, b)
が成り立てば,  b_{n}arrow b となる.さらに,上記の4種の非線形な積分汎関数はすべて上縁連

続で,Ch と Si は水平加法的,Su と Sh は水平劣加法的となる.

4 Vitali の収束定理

以下では,  (X, \mathcal{A}) は可測空間,  I:\mathcal{M}(X)\cross \mathcal{F}^{+}(X)arrow[0, \infty] は積分汎関数とする.

定義6  \mu\in \mathcal{M}(X),  \mathcal{F}\subset \mathcal{F}(X) は空でないとする.関数族  \mathcal{F} は

  \lim_{carrow\infty f}\sup_{\in \mathcal{F}}I(\mu, \chi_{\{|f|>c\}}|f|)=0
のとき,  I に関して一様  \mu‐可積分という.

定義7  \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}_{0}^{+}(X) ,  f\in \mathcal{F}_{0}^{+}(X) とする.任意の  \varepsilon>0 に対して

  \lim_{narrow\infty}\mu(\{|f_{n}-f|>\in\})=0
のとき,あは  f に  \mu‐測度収束するといい,  f_{n}arrow^{\mu}f で表す.

定理1 (Vitali の収束定理の原型) ([8])  \mu\in \mathcal{M}(X) とする.次の条件 (i) と (ii) を考
える.

(i)  \mu は自己連続,すなわち,任意の  A,  B_{n}\in \mathcal{A}(n=1,2, \ldots) に対して,  \mu(B_{n})arrow 0
ならば,  \mu(A\cup B_{n})arrow\mu(A) かつ  \mu(A\backslash B_{n})arrow\mu(A) .

(ii) 任意の  \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}_{0}^{+}(X) と任意の  f\in \mathcal{F}_{0}^{+}(X) に対して,  f_{n}arrow^{\mu}f で,さらに

 \{f_{n}, f\}_{n\in N} は  I_{\mu} に関して一様切断的,すなわち,任意の  \varepsilon>0 に対して,定数  c>0

が存在して,  I_{\mu}(f_{n})\leq I_{\mu}(f\wedge c)+\in(n=1,2, \cdots) かつ   I_{\mu}(f)\leq I_{\mu}(f\wedge c)+\varepsilon なら

ば,  I_{\mu}(f_{n})arrow I_{\mu}(f) .

このとき,以下が成り立つ.

(1)  \mu は有限とする.  I が摂動的ならば  (i)\Rightarrow(ii) が成り立つ.

(2)  I は生成的で,その生成器が極限保存的ならば,  (ii)\Rightarrow(i) が成り立つ.
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定理1の一様切断性を一様可積分性で書き直せば,次の Vitali の収束定理が得られる.

定理2 (Vitali の収束定理) ([8])  \mu\in \mathcal{M}(X) とする.次の条件 (i) と (ii) を考える.

(i)  \mu は自己連続.

(ii)  I_{\mu} に対して Vitali の収束定理が成り立つ.すなわち,任意の  \{f_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}_{0}^{+}(X) と

任意の  f\in \mathcal{F}_{0}^{+}(X) に対して,  \{f.\}_{n\in \mathbb{N}}  I に関して一様  \mu‐可積分かつ  f_{n}arrow^{\mu}f
ならば,   I_{\mu}(f)<\infty で,  I_{\mu}(f_{n})arrow I_{\mu}(f) .

このとき,以下が成り立つ.

(1)  \mu は有限とする.  I_{\mu} が上縁連続,水平劣加法的,摂動的で,任意の  r>0 に対して

  I_{\mu}(\tau)<\infty ならば,  (i)\Rightarrow(ii) が成り立つ.

(2)  I_{\mu} は生成的で,その生成器が極限保存的ならば,  (ii)\Rightarrow(i) が成り立っ.

5 個別の非線形積分に対する Vitali 型収束定理

命題1よ  Yj) , Choquet 積分,Šipos
 \check{}

積分,Shilkret 積分は上縁連続,水平 (劣) 加法的,
生成的,摂動的である.また,  \mu が有限のときは,任意の  T>0 に対して

 Ch_{\mu}(r)=Si_{\mu}(r)=Sh_{\mu}(r)=r\mu(X)<\infty

となる.よって,定理2より次の系が得られる.

系1 (Vitali の収束定理: Ch, Si, Sh の場合) ([7,8])  I=Ch , Si, Sh とする.  \mu\in \mathcal{M}(X)
は有限かつ自己連続とする.このとき,任意の  \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}_{0}^{+}(X) と任意の  f\in \mathcal{F}_{0}^{+}(X)
に対して,  \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} が  I に関して一様  \mu‐可積分かつ  f_{n}arrow^{\mu}f ならば,   I_{\mu}(f)<\infty で,

 I_{\mu}(f_{n})arrow I_{\mu}(f) .

一方,Sugeno 積分は摂動的であり,  \mu が自己連続かつ  f.  arrow^{\mu}f ならば,定数  c_{0}>0 と

自然数  n_{0} が存在して,  \nu:=\mu\wedge c_{0} とおくと,  \{f_{n}\wedge c_{0}, f\wedge c_{0}\}_{n>n_{0}} は  Su_{\nu} に関して一様

切断的で,

 Su_{\mu}(f)=Su_{\nu}(f\wedge c_{0}) , Su_{\mu}(f_{n})=Su_{\nu}(f_{n}\wedge 
c_{0})(n=1,2, \ldots)

となることが示せる.よって,  \nu は有限かつ自己連続で,  f_{n}\wedge c_{0}arrow^{\nu}f\wedge c_{0} であることに

注意すれば,定理1より次の系が得られる.

系2 (Vitali 型収束定理: Su の場合) ([8, 20])  \mu\in \mathcal{M}(X) は自己連続とする,この
とき,任意の  \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}_{0}^{+}(X) と任意の  f\in \mathcal{F}_{0}^{+}(X) に対して,  f_{n}arrow^{\mu}f ならば

 Su_{\mu}(f_{n})arrow Su_{\mu}(f) .

注意 Sugeno 積分の Vitali 型収束定理である系2は,  \mu が有限でなくても,  \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} が
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一様  \mu‐可積分でなくても,  f_{n}arrow^{\mu}f でありさえすれば成り立つ.一方,Choquet, Šipos
 \check{}

,
Shilkret 積分の Vitali の収束定理である系1が成立するには,  \mu の有限性は必要である.

実際,  f_{n}:=1/n(n=1,2, \ldots) ,  f:=0 とおくと,  f_{n},  f\in \mathcal{F}_{0}^{+}(X) で,  \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} は  I に

関して一様  \mu‐可積分かつ  f_{n}arrow^{\mu}f となる.よって,系1が成り立つとすると,

  \frac{\mu(X)}{n}=I_{\mu}(f_{n})arrow I_{\mu}(0)=0
となるので,  \mu(X)<\infty を得る.
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