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Voros 係数と位相的漸化式

By

岩木耕平 * 小池達也 ** 竹井優美子 ***

Abstract

本稿は準備中の論文 [IKoT] のアナウンスメントであり,Eynard‐Orantin によって導入された
位相的漸化式と量子曲線の理論を駆使し,完全 WKB 解析における Voros 係数を位相的漸化式の自
由エネルギーを用いて記述する方法について述べる.また,Voros 係数と位相的漸化式のそれぞれに
ついても簡単に解説する.

§1. 序

本稿の目標は,完全 WKB 解析の形式的側面の研究において,位相的漸化式と呼ばれる
完全 WKB 解析とは全  \langle 異なる背景を持つ枠組みがもたらす視点について解説すること

である.特に,準備中の論文  [IKoT] の予告として,WKB 解や Voros 係数の展開係数が位
相的漸化式における様々な量を用いて記述できることを紹介する.

まず言葉の説明から始めよう.A. Voros [V] により創始された完全 WKB 解析 (exact
WKB analysis) とは,小さなパラメータ  \hslash (または大きなパラメータ  \eta=\hslash^{-1} ) を含む
特異摂動型の微分方程式に対する研究手法であり,  \hslash に関する形式級数解として構成され
る WKB 解(の Borel 和として得られる解析的な解) が考察の対象である.Borel 総和法
を援用することで指数函数的に小さな項までを含めた漸近解析が可能となり,結果として
WKB 解の接続公式などを exact に書き下すことが出来ることがこの手法の強みである.

WKB 解は,微分方程式の古典極限として定まる Riemann 面  \Sigma 上の函数を係数に持
つ形式級数である.表題に掲げた Voros 係数は,WKB 解の対数微分として得られる形
式級数を  \Sigma 上の様々な路に沿って項別に積分することで定まる形式級数である.[V] に
おいてこのような形式級数が WKB 解の大域挙動を記述する上で重要であることが明ら

かにされ,[DDPI] によって Voros 係数と名付けられた.例えば2階の Schrödinger‐型方
程式の固有値問題を論じる際や,モノドロミーの計算の中で Voros 係数は自然に現れる
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24 岩木耕平‐小池達也‐竹井優美子

([DDPI, DDP2, SAKT, KT]). また,Borel 変換の動かない特異点やパラメトリック Stokes
現象の解析は Voros 係数の解析に帰着する ([AKT,  KoT , AIT] etc.). 完全 WKB 解析と
クラスター代数との関係 ([IN]) においても Voros 係数が本質的な役割を果たしており,完
全WKB 解析を越えて重要な研究対象として認識されつつある.

一方,表題に掲げたもう1つのキーワードである位相的漸化式 (topological recur‐
sion) は,行列模型の相関函数が満たす loop 方程式 (Schwinger‐Dyson 方程式) を一般化
した枠組みであり,B. Eynard と N. Orantin により [EO1] で導入された1. 数学的には,
位相的漸化式とは 「コンパクト Riemann 面  \mathcal{C} および2つの有理型函数  x,  y :  \mathcal{C}arrow \mathbb{P}^{1} の

組が与えられたとき,  C 上の多重微分形式の族  \{W_{g,n} (z_{1}, . . . , z_{n})\}_{g\geq 0,n\geq 1} と数列  \{F_{g}\}_{g\geq 0}
を帰納的に与える漸化式」 である.行列模型の言葉を流用して,インプットとして与えら
れるデータ  (\mathcal{C}, x_{:}\prime y) はスペクトル曲線,アウトプットの  W_{g,n} は相関函数,  F_{g} は自由エネ
ルギーとそれぞれ呼ばれる.漸化式の具体形は3節で紹介するが,一見何が計算されてい
るのか分からない不思議な漸化式である.しかし,位相的漸化式から計算される  W_{g_{\wedge}.n} や

 F_{g} が様々な幾何学的不変量を用いて表されるような例が数多  \langle 存在することから 数学者

物理学者の興味を集めている.例えば本稿の3節でい  \langle つか例を紹介するが,[EO3] は位
相的漸化式のレヴュー論文であるので,興味を持たれた方はそちらを参照されたい.

ここ数年で,WKB 解析と位相的漸化式を結びつける量子曲線(quantum curve) の理
論が急速に発展した ([GS, DM, BE2]). これは,「スペクトル曲線がある仮定(admissibility)
を満たせば,位相的漸化式の相関函数  W_{g_{\backslash }n} (を積分したもの) の母函数がある微分方程式
のWKB 解になっている」 ことを主張しており,特にその微分方程式の古典極限として定
まる Riemann 面(のパラメータ表示) がまさにインプットであったスペクトル曲線となっ
ているので上のような呼び名がついた.これは WKB 解の係数が満たす漸化式が位相的漸

化式と密接に関わっていることを意味している.詳しい主張は [BE2] を参照されたい.
ここで,「位相的漸化式における Voros 係数の対応物は何か?」という疑問が生じる.こ

の間に答えようというのが我々の研究の出発点であった.まず研究の第一歩として,我々
は Gauss の超幾何微分方程式およびその合流として得られる Kunniner, Bessel,  l1_{-}^{\gamma}eber,
Airy という2階の微分方程式 (に適切に  h を導入したもの) を考察し,以下の結果を得た.

(i) 上記の微分方程式たちは量子曲線として実現できる.すなわち,微分方程式の古典極
限として定まる Riemann 面をスペクトル曲線とみなし,位相的漸化式から得られる
相関函数  W_{g,n} から [BE2] と同様の公式で微分方程式の WKB 解が構成できる.特
に,超幾何微分方程式から生じるスペクトル曲線は admissible でな  \langle , 我々の結果は
[BE2] の結果の一部の拡張である.

(ii) 上記の方程式の Voros 係数は,対応するスペクトル曲線の自由エネルギーの母函数を,
スペクトル曲線が含むパラメータに関する差分として記述できる.その応用として,
これらのスペクトル曲線の自由エネルギーの明示公式が得られる.

1 [EO ı] の前に行列模型の自由エネルギーの計算手法が [CEO] で与えられた.その計算手法を公理化し,行
列模型から生じるとは限らないスペクトル曲線に対して相関函数や自由エネルギーなる概念を導入したの
が  [EO1] である.このような背景から  C hekhov‐Eynard‐Orantin の位相的漸化式と呼ばれることもある.
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vOROS 係数と位相的漸化式 25

正確な主張と証明は  [IKoT] で与えることとし,本稿では [Yu] に基づいて Weber 方程
式の場合にこれらの主張を述べる.本稿は結果のアナウンスだけでな  \langle , 例を踏まえなが
らWKB 解,VoroS 係数や位相的漸化式についてのご  \langle 簡単なレヴューも行うことにした.
読者の助けになることを期待している.

以下にこの論文の構成を述べる.2節では WKB 解や Voros 係数に関する結果を幾つか

紹介し,3節では位相的漸化式について解説する.3節の後半では Airy 方程式を例にとっ
て量子曲線の枠組みについても述べる.4節では Weber 方程式に対して  [IKoT] の結果を

定式化する.
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§2. 完全 WKB 解析と VoroS 係数

本稿では Planck 定数に相当する小さなパラメータ  \hslash を含む  \mathbb{P}^{1} 上の2階の線型常微分

方程式

(2.1)  (h^{2} \frac{d^{2}}{dx^{2}}-Q(x))\psi(x, h)=0
を考察の対象とする.ここで  x は  \mathbb{C}\subset \mathbb{P}^{1} のアファイン座標とし,簡単のため  Q(x) は  x

の多項式とする.この節では,記号の整備も兼ねて,WKB 解およびVoros 係数の定義を
復習する.完全 WKB 解析の魅力は Borel 総和された WKB 解が満たす接続公式が書き下

せるなど,解析的に exact な議論が行えるところにあるが,本稿では WKB 解の形式解と
しての性質にのみ焦点を当てるので解析的な議論には深く立ち入らないことにする.(解
析的側面に関しては [KT] を参照されたい.)

§2.1. WKB 解

定義2.1. ある領域上  U\subset \mathbb{C} 上で正則な函数の列  \{S_{m}(x)\}_{m\geq-1} を係数とする  \hslash の形

式級数  S(x, h)= \sum_{rr\iota=-1}^{\infty}\hslash^{m}S_{m}(x) および基点  x_{0}\in U を用いて

(2.2)   \psi(x, \hslash)=\exp(\int_{x_{0}}^{x}S(x, \hslash)dx)
なる形に表される方程式 (2.1) の形式級数解を WKB 解 (WKB solution) と呼ぶ.た
だし,(2.2) の  S(x, \hslash) の積分は項別積分により定める.

代入することにより,(2.2) が(2.1) を満たすことと  S(\alpha:, \hslash) がRiccati 方程式

(2.3)   \hslash^{2}(S^{2}+\frac{dS}{dx})=Q(x)
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26 岩木耕平‐小池達也‐竹井優美子

を満たすことが同値であることがわかる.これより,  S(x, h) の主要項は

(2.4)  S_{-1}(x)=\sqrt{Q(x)}

で与えられること,および高次の係数  S_{m}(x) は漸化式

(2.5)  2S_{-}{}_{1}S_{m}+rn {\imath}+rn_{2}=m-1\sum_{m_{1},m_{2}\geq 0}S_{rr\iota_{1}}
S_{rn_{2}}+\frac{dS_{m-1}}{dx}=0 (m\geq 0)
を解  \langle ことで帰納的に求めることができる.主要項 (2.4) および漸化式 (2.5) から,各係
数  S_{m}(x) は代数方程式  y^{2}=Q(x) で定義されるコンパクト Riemann 面

(2.6)  \Sigma=\{(x, y)\in \mathbb{C}^{2}|y^{2}=Q(x)\}\cup P

上の有理型函数と考えるのが自然である.ここで  P は   x=\infty に対応する点の集合であり,
 Q(x) の多項式としての次数が奇数ならば1点,偶数なら2点からなる集合である.自然な
射影により  \Sigma は元々の方程式 (2.1) が定義されていた  \mathbb{P}^{1} の2重被覆となり,2枚のシー
トは2つの独立な WKB 解を表していると考えることもできる.(適当に分枝を決めるた
めのカット  C を入れた上で  S_{m}(x) を  \mathbb{P}^{1}\backslash C 上の函数とみなすこともある.) また  \Sigma の定
義方程式  y^{2}=Q(x) は Schrödinger‐型方程式 (2. 1) の古典極限とも呼ばれる.

また  S_{m}(x) は  Z=\{(a, 0)\in\Sigma|Q(a)=0\} 上の点 (すなわち (2.1) の変わり点の集合
の,射影  \Sigmaarrow \mathbb{P}^{1} による引き戻し) において特異性を持っていることも (2.5) から分かる
ので,(2.2) における積分の路は  x‐平面の路ではな  \langle  \Sigma'=\Sigma\backslash Z 上の路とみなすべきであ
る.後に説明するように,  \Sigma 上の積分は微分方程式 (2. 1) の解の接続公式やモノドロミー
群の記述において重要な役割を果たす.

例2.2 (Weber 方程式). 方程式 (2.1) は,  Q(x) が2次の多項式の場合,適当な変数変
換で次の Weber 方程式に帰着できる:

(2.7)  ( \hslash^{2}\frac{d^{2}}{\'{a} x^{2}}-(\frac{x^{2}}{4}-E))\psi(x, \hslash)=0.
ここで  E\in \mathbb{C} は定数である.漸化式 (2.5) から初めの数項を求めると以下のようになる:

 S_{-1}(x)= \sqrt{Q(x)}=\frac{1}{2}\sqrt{x^{2}-4E}i
 S_{0}(x)=- \frac{Q'(x)}{4Q(x)}=-\frac{x}{2(x^{2}-4E)},
 S_{1}(x)=- \frac{3x^{2}-8E}{4(x^{2}-4E)^{5/2}},
 S_{2}(x)=- \frac{3x(x^{2}+6E)}{(x^{2}-4E)^{4}},
 S_{3}(x)=- \frac{297x^{4}+2928x^{2}E+1216E^{2}}{16(x^{2}-4E)^{11/2}}.
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ここまでで見たように,  (2.1) のWKB 解の構成の中で自然に代数曲線  \Sigma が現れ,その
上の有理型函数族  \{S_{m}(x)\}_{m\geq-1} が漸化式 (2.5) により定まった.量子曲線の理論は,これ
らが位相的漸化式におけるスペクトル曲線や相関函数と密接に関わっていることを意味し

ている.量子曲線については §3で解説することとし,次節では先に WKB 解析において
重要な Voros 係数について解説する.

§2.2. Voros 係数

以下  Q(x) は  x の多項式と仮定する.この仮定の下,(2.5) を用いた簡単な計算で次
が示せる.

補題2.3. 任意の  m\geq 1 に対し,

 S_{m}(x)=O(x^{-p_{m}})(x arrow\infty) , p_{m}= (\frac{1}{2}\deg Q(x)+1)m+1>1.
従って,WKB 解の高次の項を次のように ‘無限遠点で正規化 することができる:

(2.8)  \psi(x, h)= cxp  ( \frac{1}{\hslash}\int_{x_{0}}^{x}S_{-1}(x)+\int_{x_{0}}^{x}S_{0}(x)+
\sum_{\tau r\iota\geq 1}h^{\gamma n}\int_{\infty}^{x}S_{m}(x)dx)
表題の Voros 係数は,この正規化の取り方の不定性として生じるものである:

定義2.4.  \infty,  \infty'\in P\subset\Sigma を端点とする相対ホモロジー類  \gamma\in H_{1}(\Sigma', \{\infty, \infty^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\};Z) に
対して定まる形式級数

(2.9)  V_{\gamma}( \hslash) :=\int_{\gamma}(S(x, h)-\hslash^{-1}S_{-1}(x)-S_{0}(x))dx=
\sum_{rn\geq 1}\hslash^{m}\int_{\gamma}S_{\gamma,\iota}(x)dx
を  \gamma に対する Voros 係数 (Voros coefficient) と呼ぶ.

ここでは簡単のため  Q(x) が多項式であると仮定したが,一般に有理函数の場合でも

特異点から特異点への (適当に正規化された) 積分として Voros 係数は定義される.
Voros 係数は,以下の点において完全 WKB 解析の研究において重要な概念である:

. 方程式 (2.1) の解のモノドロミーの計算への応用 : 発散級数である WKB 解の Borel
変換の特異性を超局所解析  ([SKK]) を援用して解析することで,Voros のアイデアは
佐藤幹夫‐青木貴史‐河合隆裕‐竹井義次による “特異摂動の代数解析“ ([SAKT, KT])
の理論2 としてさらに発展した.その顕著な応用として,(2.1) の形の2階線形微分方
程式の (Stokes グラフが非退化という条件下で) 解の接続公式 モノドロミーの計算
手法が与えられた.それによると,  \Sigma 上の  S(x, \hslash) の周期積分として定まる形式級数

鑑  S  (x, \hslash) áx  (\alpha\in H_{1} (\Sigma':. \mathbb{Z})) の Borel 和が特性指数だけでは記述できないモノ ドロ
2完全 WKB 解析の基礎理論の整備および発展に関する業績により.竹井義次氏が2017年の日本数学会で
解析学賞を受賞されたことは記憶に新しい.
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ミーの非自明な成分を記述する.周期積分は (積分路を分割することで) い  \langle つかの
Voros 係数 (2.9) の和として表すことが可能であり,ゆえに Voros 係数は周期積分よ
りも基本的な対象であると同時に複素領域上の微分方程式論において極めて重要な研
究対象である.

 \bullet Borel 変換の動かない特異点,パラメトリック Stokes 現象の解析: Stokes グラフが退
化した場合にはWKB 解の Borel 変換が持つ ‘:動かない特異点“ の影響で WKB 解の

Borel 総和可能性は損なわれることがある [V, DDPI]. この動かない特異点が引き起
こすある種の Stokes 現象は“パラメトリック Stokes 現象“ と呼ばれる.(名前の由来
は,このStokes 現象が例えば例2.2が含む  E のようなパラメータが変化する際に起こ

ることによる.) 実はこの動かない特異点やパラメトリック Stokes 現象の解析はVoros
係数の Borel 変換が持つ特異点の解析に帰着される.[AKT,  T,  KoT , KKKoT, AIT]
では様々な状況において Voros 係数の解析およびWKB 解析的変換論を通じてBorel

変換の動かない特異点における挙動が調べられている.また,パラメトリック Stokes
現象を記述する公式は完全 WKB 解析とクラスター代数との関係 [IN] においても重
要であり,特に Voros 係数 (2.9) の指数  \exp(V_{\gamma}) として得られる形式級数の Borel 和
がクラスター変数 (クラスター代数の生成元) を実現する.

例2.5 (Weber 方程式の Voros 係数). Gauss の超幾何微分方程式およびその合流で得
られる Kummer, Weber, Bessel 方程式の Voros 係数の具体的な表示は比較的最近計算さ

れた ([SS,  T,  KoT , AT, ATT, AIT]). 例えばWeber 方程式 (2.7) は,  E\neq 0 の場合に次の
Voros 係数を持つ :

(2.10)  V(h)= \int_{\vee}^{\infty}\infty(S(x_{:}h)-h^{-1}S_{-1}(x)-S_{0}(x))dx
 = \sum_{m\geq 1}\frac{(2^{1-2m}-1)B_{2rn}}{2rr\iota(2rr\iota-1)}(\frac{\hslash}
{E})^{2m-1}

ただし,積分端点のつ ,  \infty\vee\in P は被覆写像  \Sigmaarrow \mathbb{P}^{1} による   x=\infty の異なる2つの逆像で
ある (図2.1参照).また  B_{2\gamma n} はBernoulli 数であり,

(2.11)   \frac{t}{e^{t}-1}=\sum_{\tau n\geq 0}\frac{B_{m}}{m!}t^{m}
により定義される.上で述べた動かない特異点の解析において,(2.10) のような明示的な
表示は非常に強力である.例えば (2.10) のような具体形を用いると,Borel 変換が持つ特
異点の位置やそこでの外来微分 (alien derivative) が計算でき,結果としてパラメトリッ
ク Stokes 現象が解析される.(ちなみに,最も退化した Airy 方程式は自明な Voros 係数し
か持たない )

Voros 係数の概念は3階以上の高階微分方程式や,非線形である  Painleve^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} 方程式にも
導入されており  ([IKo], [I]) , その一般的な性質の解明は今後の課題である.我々の目標は,

28



VOROS 係数と位相的漸化式 29

図2.1. Weber 方程式の Voros 係数 (2.10) を定める積分路  \gamma . 波線は分枝を決めるため
のカットで,  \gamma の点線部分は  \Sigma の別のシート上にある部分を表している.2つの変わ  \mathfrak{h} 点
 \pm 2\sqrt{E} から3本ずつ生じている曲線は  E>0 の時の Stokes 曲線である  ([KT, \S 2]) . Stokes

曲線は WKB 解の Borel 和の性質を規定するものであり,形式級数に関する議論において
はirrelevant であるが,上の図ように積分路  \gamma がStokes 曲線に交わらない (ように連続変
形可能である) 場合,Voros 係数は Borel 総和可能であることが知られている.

Painlevé 方程式や高階方程式などへの応用を視野に入れつつ,完全 WKB 解析とは全  \langle 異
なる背景を持つ位相的漸化式と呼ばれる枠組みの視点を取り入れて,Voros 係数の研究へ
の新たなアプローチを与えることである.位相的漸化式については次節で説明し,我々の
結果は §4で定式化する.

§3. Eynard‐Orantin の位相的漸化式と量子曲線

この節では,Eynard‐Orantin の位相的漸化式を簡単に紹介し,WKB 解析との架け橋
となる量子曲線について具体例を元に説明する.詳し  \langle は [EO1, BE2] および位相的漸化
式のレヴュー [EO3] を参照されたい.

§3.1. 位相的漸化式

位相的漸化式とは,次のスペクトル曲線を初期データとする漸化式である.

定義3.1 (  [BE2 , Definition 2.1]; cf. [EO1, §3]). コンパクト Riemann 面  C , および有
理型函数  x,  y:Carrow \mathbb{P}^{1} であって,  dx と  dy が共通零点を持たないようなものの組  (C, x, y)
をスペクトル曲線 (spectral curve) と呼ぶ.
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正確には,  H_{1}(C, \mathbb{Z}) のシンプレクティック基底を固定する必要があるが,本稿では次の
ように  \mathcal{C}=\mathbb{P}^{1} で  x,  y が有理函数となる場合のみを考えるので上記の定義を採用した.

本稿では次を満たすスペクトル曲線のみを考える.

仮定3.2.

(i)  C の種数は  0 , すなわち  \mathcal{C}=\mathbb{P}^{1}.

(ii) 写像  x :  \mathcal{C}arrow \mathbb{P}^{1} の分岐点 (dx の零点または  x の2位以上の極) は全て単純である.す
なわち,dx の零点は全て1位であり,  x の極は高々 2位である.

文献 [EO3] では,(ii) の仮定を満たすものは正規と呼ばれている.
以下では  z を  \mathcal{C}=\mathbb{P}^{1} の標準的な座標とする.  R を写像  x :  \mathcal{C}arrow \mathbb{P}^{1} の分岐点全体

のなす集合としたとき,仮定3.2 (ii) により,各  r\in \mathbb{R} の近傍における  z の局所共役点  \overline{z}

 (x(z)=x (の かつ  y(z)\neq y(\overline{z}) を満たす点) が定まる.これらの準備の元,仮定3.2を満た
すスペクトル曲線に対する位相的漸化式は次のように定式化される.

定義3.3 ([EO1, Definition4.2]). 与えられたスペクトル曲線  (C, x, y) から,以下の漸
化式で定まる  C 上の有理型多重微分  W_{g_{:}n}  (z_{1\backslash \prime} . . . , z_{n})(g\geq 0, n\geq 1) を,  (g, n)‐型の相関
函数 (correlation function) と呼ぶ:

(3. ı)  W_{0_{\backslash }.1}(z_{1})=y(z_{1})dx(z_{1}) ,

(3.2)  W_{0_{4}.2}(z_{1}, z_{2})= \frac{dz_{1}dz_{2}}{(z_{1}-z_{2})^{2}}T
(3.3)  W_{g_{\dot{\tau}}n+1}(z_{0}, z_{1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}} \ldots. , z_{n}
)=\sum_{r\in R}{\rm Res}_{z=r}K_{r}(z_{0}, z)  [W_{g-1,n+1}(z,\overline{z}_{\dot{r}} zı, . . . ,  z_{n})

 + \sum_{J\tau u^{g_{1}+g_{2}=g}=\{1,n\}}'\ldots,W_{g_{1:}1+|I|}(z, z_{I})
W_{g_{2},1+|J|}(\overline{z}, z_{J})].
ここで,

(3.4)  K.(z_{0:}z)= \frac{1}{2}\frac{\int_{w=\overline{z}}^{w=z}W_{0_{:}2}(w,z_{0})}
{(y(z)-y(\overline{z}))dx(z)}
であり,また (3.3) の最後の和は  \{ 1, . . . ,  n\} の空集合も許す任意の分割に関する和であり,
 I=\{i_{1}, i_{2}, . . . , i_{m}\}\subset\{1, . . . , n\}  (i_{1}<i_{2}<. . . <i_{m}) とすると

 W_{g_{:}}.  m+ ı  (z, zI)=W_{g,m+1}(z, z_{i_{1}}, \ldots , z_{i_{m}})

である.また,同じ和における ’ は  (g_{1}, I)=(0, \emptyset) および  (g_{2}, J)=(0, \emptyset) なる場合を除外
することを意味する.

注意1. ここでは  \mathcal{C}=P^{1} の場合を扱っているが,一般に  \mathcal{C} の種数が高い場合は  W_{0,2}(z_{1}, z_{2})
をBergman 核  ([EO1, \S 3. 1.5]) と呼ばれる有理型双微分に選ぶ.((3.2) は  \mathbb{P}^{1} 上の Bergman
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核に他ならない.) さらに,仮定3.2(ii) の条件を外して高次の分岐を許したスペクトル曲
線に関しては [BHLMR, BE1] により位相的漸化式の一般化が導入されている.

 W_{g_{:}n+1}(z_{0}, z_{1,\ldots:}z_{n})

 K^{\Gamma} L>

 z_{1} z_{2} z_{n}

 K(z_{:}z_{0})W_{g-1,n+2}(z,\overline{z}, z_{1:}\ldots :z_{n})  K(z_{\dot{r}}z_{0})W_{g.:1+|I}(z_{:}z_{I_{1}})W_{g_{2},1+|J|}(\overline{z}, 
z_{I_{2}})

図3.1. 位相的漸化式と点付き Riemann 面の退化.

位相的漸化式は,点付き Riemann 面の退化 (図3.1) を模式的に表していると解釈でき,
特に  2_{9}-2+n に関する漸化式になっている.相関函数  W_{g} ,  n は以下の性質を持つことが
知られている  ([EO1]) :

 \bullet  W_{g,n} は各変数  z_{i} について  \mathcal{C} 上の有理型微分であり,  2g-2+n\geq 1 ならば  \mathcal{C}\backslash R 上
で正則.(特に,  x(z) の極が分岐点でなければ,そこで  W_{g,n} は正則になる.)

 \bullet  W_{g,n} は変数  z_{1} , . . . ,  z_{n} に関して対称 (変数の任意の置換の下で不変).
. 局所共役変換  z_{i}\mapsto\overline{z}_{i} の下で鴫,7, は反不変:

(3.5)  W_{g,n}(z_{1}, \ldots,\overline{z}_{j;}\ldots, z_{n})=-W_{g,n}(z_{1}, \ldots, 
z_{j:}\ldots:z_{n})  (j=1, \ldots, n) .

.  x(z) および  y(z) がある複素パラメータ  t に正則に依存している場合,仮定3.2が成り
立つような  t‐平面の領域上で  W_{g_{\wedge}.n} は  t に関しても正則.さらに,そのパラメータ  t が
ある条件を満たせば,  W_{g_{\backslash }n} の  t に関する微分を記述する公式を書き下すことができ

る.詳し  \langle は [EO1, §5] を参照.(後の (3. 12) は微分公式の1つの例である .)
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定義3.4 (Definition 4.3 of [EO1]). スペクトル曲線  (\mathcal{C}, x, y) に対して,次で定まる
 F_{g}\in \mathbb{C} を (種数  g の) 自由エネルギー (free energy) と呼ぶ:

(3.6)  F_{g}= \frac{1}{2-2g}\sum_{r\in R}{\rm Res}_{z=r}\Phi(z)W_{g,1}(z) (g\geq 2) .

ここで,  z_{0}\in C\backslash R を任意の一般の点として,

(3.7)   \Phi(z)=\int_{z_{O}}^{z}y(z)dx(z)
である.  g=0,1 に対する自由エネルギー  F_{0},  F_{1} は,上とは異なる式で定義される ([EO1]
の §4.2.2および§4.2.3を参照されたい).

 F_{g} はスペクトル曲線に対するあるクラスのシンプレクティック変換  (dx\wedge dy を保っ変

換  ) の下で不変なので,シンプレクティック不変量とも呼ばれる ([EO1, Section 7]).
位相的漸化式は一見すると不思議な漸化式だが,様々な例においてアウトプットであ

る  W_{g,n} や  F_{g} が幾何学あるいは可積分系の観点から興味深い量となっており,それ故に
この漸化式は研究者の興味を集めている.以下に2つの例を挙げよう:

例3.5. Airy 曲線

(3.8)  \{\begin{array}{l}
x(z)=z^{2}
y(z)=z
\end{array}
 (R=\{0, \infty\},\overline{z}=-z) をスペクトル曲線に選ぶと,  2g-2+n\geq 1 に対して

(3.9)  W_{g,n}(z_{1}, . . . z_{n})= \frac{1}{2^{3_{9}-3+n}}\sum_{=3g-3+n}d_{1}+\cdots+
d_{n}\langle\tau_{d} 、  \wedge\cdot
 \cdot  \cdot   \tau_{d_{n}}\rangle_{g,n}\prod_{i=1}^{n}\frac{(2d_{i}-1)!!}{z_{\dot{z}}
^{2d_{i}+1}}dz_{i}

となる  ([E]) . ここで,  (\tau_{d_{1}},  \ldots,  \tau_{d}.\rangle_{g,n}\in \mathbb{Q} は (1点  \{pt\} をターゲットとする) Gromov‐
Witten 不変量と呼ばれる量で 種数  g の点付き Riemann 面のモジュライ空間  \mathcal{M}_{g,n} 上の交

叉理論を用いて定義される (  [W , Kon]):  \{\tau_{d}、,...,   \tau_{d_{n}}\rangle_{g,n}=\int_{\overline{\mathcal{M}_{g,n}}}c_{1}(\mathcal{L}
_{1})^{d_{1}}\cdots c_{1}(\mathcal{L}_{n})^{d_{n}}.
Airy 曲線の種数が高い自由エネルギーは自明である:  F_{g}=0(9\geq 2) .

例3.6. Weber 曲線

 \{\begin{array}{l}
x(z)=E^{1/2}(z+z^{-1})
y(z)=\frac{E^{1/2}}{2}(z-z^{-1})
\end{array}
(  E\in \mathbb{C}^{*} は定数,  R=\{1,  -1\},\overline{z}=z^{-1} ) をスペクトル曲線に選ぶと,  g\geq 2 に対して

(3.10)  F_{g}=\chi(\mathcal{M}_{g})E^{2-2g}
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となる ([HZ,  P] ). ここで,

(3.11)   \chi(\mathcal{M}_{g})=\frac{B_{2g}}{2g(2g-2)}
は種数  g のRiemann 面のモジュライ空間の Euler 標数である.ちなみに,  B_{2g} はBernoulli
数(2.11) である.この例は  E をパラメータとして含んでおり,自由エネルギーは  E\neq 0

なる領域上で正則で,[EO1, §5] の微分公式は

(3.12)   \frac{\partial F_{g}}{\partial E}=\int_{0}^{\infty}W_{g_{\backslash }1}(z) 
(g\geq 1)
となる.

この他にも様々な幾何学的不変量 ([EO1, EO2]) や,  KdV 方程式や  Painleve^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} 方程式の
 \tau‐函数の展開係数 ([Kon, IMS]) が位相的漸化式から計算可能であることが知られている.

§3.2. 量子曲線

“位相的漸化式から定まる不変量のある種の母函数がある微分方程式を満たず: という

ことがしばしば起こる.例えば,Airy 曲線に関しては次の事実が知られている:

定理3.7 ([Z]). Airy 曲線 (3.8) から定まる相関函数を  W_{g,n} とし,

(3.13)

  \psi(x, h)=\exp[\frac{1}{\hslash}\int^{z}W_{0,1}(z)+\frac{1}{2}\int^{z}
\int^{z}(W_{0_{{\}}.2}(z_{1:}z_{2})-\frac{dx(z_{1})dx(z_{2})}{(x(z_{1})-x(z_{2})
)^{2}})

 +2g-2 \dotplus\geq 1g\geq 0.n\geq 1\sum_{n}\frac{\hslash^{2g-2+n}}{n!}
\int_{\infty}^{Z}
. . .   \int_{\infty}^{Z}W_{g,n}(z_{1,}z_{n})]z=z(x)

(ただし  z(x)=\sqrt{x} は,分岐点を除いて定まる  x :  Carrow \mathbb{P}^{1} の逆函数であり,分枝は任意で
良い) と置  \langle と,これは Airy 方程式

(3.14)  ( \hslash^{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}-x)\psi=0
の WKB 解である.

この事実は,WKB 解の展開係数が満たす漸化式 (2.5) を位相的漸化式 (3.3) と比較す
ることで証明される.Airy 方程式の WKB 解の展開係数は有理数として順に決まってい
くものであるが,上記の結果は ((3.9) に現れているように) その有理数がモジュライ空間
上での交叉理論という一見無関係にも見える幾何学的背景を持っていることを示唆してお

り,非常に興味深い.
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さらに特筆すべきことは,  \psi(x, h) が満たす微分方程式 (3.14) の古典極限として生じる
代数曲線  y^{2}-x=0 をパラメータ表示したものがまさにAiry 曲線 (3.8) である.このよう
に位相的漸化式は,スペクトル曲線の量子化を与える一つの手法であることが  [?] で示さ

れ,特に (3.14) のように  W_{g,n} の積分の母函数 (3.13) が満たす Schrödinger‐型の微分方程
式は (スペクトル曲線の量子化ということで) 量子曲線 (quantum curve) と呼ばれる3.

[BE2, DM] では量子化に関する枠組みがある程度整備されているが,
 \bullet 完全 WKB 解析において重要な Voros 係数の,位相的漸化式における対応物は何か (特

に,自由エネルギーを用いて記述できるか)?
 \bullet スペクトル曲線が [BE2, Definition 2.7] で課されている “admissibility’ という仮定

を満たさない場合や,種数が高い場合に量子曲線の理論は拡張されるか?

などの課題は考察の余地がある.我々の主結果は,超幾何微分方程式とその合流で得られ
る2階の微分方程式に対して,これらの課題に関する解答を与えたことである.次節では
Weber 方程式を例にとって我々の結果を解説する.

§4. 主結果 (Weber 方程式の場合)

この節では,  [IKoT] の主結果を (パラメータの入り方が例2.2とは若干異なる) Weber
方程式の場合に限定して紹介する.すなわち,  E\neq 0,  \nu を複素パラメータとしたときに,

(4.1)  ( \hslash^{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}-(\frac{x^{2}}{4}-E-\hslash(\nu-\frac{1}{2})))
\psi=0
のWKB 解や Voros 係数と,Weber 曲線 (例3.6)

(4.2)  \{\begin{array}{l}
x(z)=E^{1/2}(z+z^{-1})
y(z)=\frac{E^{1/2}}{2}(z-z^{-1})
\end{array}
をスペクトル曲線として得られる相関函数や自由エネルギーの間に成り立つ関係式を

紹介する.スペクトル曲線 (4.2) は,方程式 (4.1) の古典極限として得られる代数曲線
 y^{2}=(x^{2}/4)-E のパラメータ表示に他ならないことに注意されたい.なお,ここで紹介
する内容は [Yu] でも論じられている.  ([IKoT] では超幾何微分方程式とその合流で得られ
る方程式を扱う.)

まず初めに,量子曲線に関する結果を述べる.  W_{g_{:}n} を Vreber 曲線 (4.2) から定まる相
関函数とする.論文 [BE2] に倣って,  \nu\in \mathbb{C} を固定し,  C\backslash R 上の因子  D(z;\nu) を

 D(z:_{\tau}\nu)=[z]-\nu [0] —  (1-\nu)[\infty]=\nu([z]-[0])+(1-\nu)([z]-[\infty])

3一般には量子曲線に  h‐補正が必要である.すなわち,(3. 13) の形の母函数が満たす Schrödinger‐型の微分
方程式のポテンシャルが  Q=Q_{0}(x)+h_{-}Q_{1}(x)+h^{2} Q2  (x)+ のように  h の級数になる [BE2, BCD].
スペクトル曲線が [BE2] の admissibility という仮定を満たせばこの補正項は高々有限個の項からなるこ
とが知られている.
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とし,さら  \ovalbox{\tt\small REJECT} こ

(4.3)  F_{g_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}n}(z_{1},  \ldots, z_{n};\nu)=\int_{D(z_
{1};\nu)}\cdots\int_{D(z_{n}:_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\nu)}W_{g,n}(z_{1:}
\ldots, z_{n})
と置  \langle . ここで,微分形式  \omega(z) に対して,

  \int_{D(z_{)}\nu)}\omega(z)=\nu\int_{0}^{z}\omega(z)+(1-\nu)\int_{\infty}^{z}
\omega(z)
と定める.このとき次が成り立つ :

定理4.1 (cf. [BE2, §5]). 上記の設定の下,

(4.4)

  \psi(x, \hslash)=\exp[\frac{1}{\hslash}\int^{z}W_{0,1}(z)+\frac{1}{2}
\int_{D(z;\nu)}\int_{D(z;\nu)}(W_{0,2}(z_{1}, z_{2})-\frac{dx(z_{1})dx(z_{2})}
{(x(z_{1})-x(z_{2}))^{2}})

 +2g-2g \geq 0n\geq 1\sum_{\dotplus_{n\geq 1}}\frac{\hslash^{2g-2+n}}{n!}F_{g,n}
(2, \ldots, z;\nu)]z=z(x)
(ただし,  z(x)= \frac{x+\sqrt{x^{2}-4E}}{2\sqrt{E}} は分岐点を除いて定まる  x :  \mathcal{C}arrow \mathbb{P}^{1} の逆函数であり,分

枝は任意で良い) はWeber 方程式 (4.1) のWKB 解である.

考察の対象を Weber 曲線に限れば,上記の結果は [BE2] の結果に含まれる (Weber 曲
線は [BE2] の admissibility を満たす) が,  [IKoT] では必ずしも admissible とは限らない
 y について2次のスペクトル曲線に対して類似の定理を得た.特に,超幾何微分方程式が
定めるスペクトル曲線は admissible でないが,我々の定理は適用可能である.スペクトル
曲線に対する仮定や定理の主張は  [IKoT] を参照されたい.

この定理の応用として,Voros 係数を位相的漸化式の自由エネルギーの母函数を用いて
記述する次の公式が導かれる.

定理4.2. 積分路を例2.5の (2.10) と同じ路に取った (4. 1) のVoros 係数を

(4.5)  V( E, \nu, \hslash)=\int_{\infty}^{\infty}-(S(x, \hslash)-\hslash^{-1}S_{-1}(x)
-S_{0}(x))dx
とする.また,Weber 曲線 (4.2) に対する位相的漸化式により定まる自由エネルギー  F_{g} の
母函数を

(4.6)   F(E_{i}\hslash)=\sum_{g\geq 0}h^{2g-2}F_{g}
とする.この時,  \hslash の形式級数としての以下の関係式が成立する:

(4.7)  V(E, \nu, \hslash)=F(E+\nu\hslash, h)-F(E+(\nu-1)\hslash, \hslash)

 -h^{-1} \frac{\partial F_{0}}{\partial E}(E)-\frac{2\nu-1}{2}\frac{\partial^{2}
F_{0}}{\partial E^{2}}(E) .
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Weber 方程式の場合は,Voros 係数および自由エネルギーの具体形が (2.10) および
(3.10) のように知られており,直接両辺の形式級数を比較して (4.7) を確認することもで
きる.ここで強調すべきは,  [IKoT] の方法では両者の具体形を知ることな  \langle , 量子曲線の
公式 (4.4) と,自由エネルギーのパラメータに関する微分公式から (4.7) を導  \langle ことがで
きることである.また,Voros 係数の性質および(4.7) を用いて,  F(E, \hslash) が満たす次の差
分方程式を導  \langle 事もできる.

(4.8)  F(E+\hslash, \hslash)-2F(E, h)+F(E+\hslash, \hslash)=\log E.

我々の結果の応用として,この差分方程式を解  \langle 事で既知の公式 (3.10) の別証明を与える
こともできる.超幾何方程式やその合流から得られる方程式に対しても同様に,古典極限
が定めるスペクトル曲線に対する自由エネルギーの,(3.10) と類似の明示的な公式が与え
られる.詳細については  [IKoT] を参照されたい.
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