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誘導表現の重複度の一様有界性について
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Abstract

G_{\mathbb{R}} を実簡約リー群、  G_{\mathbb{R}}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} をその (代数的な) 簡約部分群とする。このとき、
 G_{\mathbb{R}}' の既約 smooth 表現  V' から、誘導表現と呼ばれる  G_{\mathbb{R}} の smooth な表現

 C^{\infty}-Ind_{G_{R}}^{G_{\mathbb{R}}},  (V') を構成することができる。  G_{\mathbb{R}} の既約 smooth 表現  V に対して、重複

度  \dim_{\mathbb{C}}(Hom_{G_{\mathbb{R}}}(V, C^{\infty}-Ind_{G_{R}}^{G_{\mathbb{R}
}}, (V'))) が定まるが、これが V によらない定数で抑え

られるのはいつか、という問題を考える。

 V' が有限次元である場合、  G_{\mathbb{R}}/G_{\mathbb{R}}' の複素化  G/G' が  G‐球多様体であることと、重

複度が既約表現  V によらずある定数で抑えられることが同値であることが、小林‐大島

[14] によって示されている。本稿では、  V' が無限次元の場合にも、重複度の有界性が
 G/G' と  V' の性質で特徴付けられることを紹介する。また、この結果を示すために用

いた  \mathcal{D}‐加群に関する結果も紹介する。

1 導入

 G_{\mathbb{R}} を実簡約リー群、  G_{\mathbb{R}}' をその簡約部分群とする。このとき、  G_{\mathbb{R}}' の既約

smooth(Casselman‐Wallach) 表現  V' に対して、誘導表現

 C^{\infty}-Ind_{G_{\mathbb{R}}}^{G_{\mathbb{R}}},  (V')  := {  f\in C^{\infty}(G_{\mathbb{R}}, V') :  f(\cdot g)=g^{-1}f(\cdot) for any  g\in G_{\mathbb{R}}' }

が定まる。本稿では以下の問題を扱う。

問題1.  G_{\mathbb{R}} の既約 smooth 表現  V を動かしたときに重複度  \dim_{\mathbb{C}}(Hom_{G_{\mathbb{R}}}(V, C^{\infty}-Ind_{G_{\mathbb{R}}}
^{G_{\mathbb{R}}}, (V')))
が有界になるような  V' はどのようなものか?

Frobenius 相互律から  Hom_{G_{R}}(V, C^{\infty}-Ind_{G_{\mathbb{R}}}^{G_{\mathbb{R}}}, (V'))\simeq 
Hom_{G_{\mathbb{R}}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}(V, V') である。以下では右

辺の空間を主に扱う。

1.1 既知の結果

主結果を述べる前に、すでに知られている結果を紹介する。

 G を  \mathbb{C} 上の連結簡約代数群とする。Xが既約  G‐代数多様体であり、  G のBorel 部分群

 B が開軌道を持つとき、X は  G‐球多様体と呼ばれる。球多様体の表現論的な特徴づけとし

てVinberg‐Kimelfeld の以下の結果が知られている。
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事実1.1 (Vinberg‐Kimelfeld [19]). Xが既約アファイン  G‐代数多様体のとき、XがG‐
球多様体であることと  \mathcal{O}(X) が  G の表現として無重複であることは同値である。

ここで、  \mathcal{O}(X) はX上の正則 (regular) 関数全体の空間である。また、  \mathcal{O}(X) が無重複で
あるとは、任意の  G の代数的な既約表現  F に対して  \dim_{\mathbb{C}}(Hom_{G}(F, \mathcal{O}(X)))\leq 1 となる

ことをいう。

 G' を  G の簡約な閉部分群とし (したがって  G/G' はアファインである)、  G/G' が  G‐球
多様体であるとする。  G/G' が  G‐球多様体であるので、  G のある Borel 部分群  B が存在し

 BG' が  G の開集合となる。

 L:=\{g\in G' : gBG'=BG'\}

と置くと、  L は  G' の閉部分群であり、さらに Brion−Luna−Vust の結果 [5] から簡約代数群
となる。

事実1.2 (F. Sato [16]).  F' を  G' の代数的な既約表現とする。このとき

  \max {  \dim_{\mathbb{C}}(Hom_{G'}(F, F')) :  F irr.  G‐module}
 = \max {  \dim_{\mathbb{C}}(Hom_{L}(F', F_{L})) :  F_{L} irr.  L‐module}

が成り立つ。

 Hom_{G'}(F, F') はFrobenius 相互律から  Hom_{G}(F, \mathcal{O}(G/G', G\cross G'F')) と同型になる。

ここで、  \mathcal{O}(G/G', G\cross G'F') はベクトル束  G\cross G^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}F' の大域切断全体の空間である。事実

1.2は、  \mathcal{O}(G/G',  G\cross G^{\prime F')} の既約分解に現れる重複度の最大値は、ファイバー  F' の  L' へ

の制限の既約分解から決まる、ということを主張している。この方向性で、  G/G' を等質と

は限らない準アファイン  G‐球多様体に一般化することもできる [11] 。  G_{\mathbb{R}} と  G_{\mathbb{R}}' を  G と  G'

のコンパクトな実形にすれば、事実1.2は問題1のコンパクトな場合に対する一つの解答に

なっている。

事実1.2はベクトル束の大域切断に関する結果だが、高次のコホモロジー群に対する結果

も知られている。

事実1.3 (M. Brion [4]).  X を  G‐球多様体とし、  \mathcal{V} を X上の  G‐同変ベクトル束とする。
このとき、Xのみに依存する定数  C が存在して、任意の  G の代数的な既約表現  F に対して

 \dim_{\mathbb{C}}(Hom_{G}(F, H^{i}(X, \mathcal{V}))\leq C\cdot rank(\mathcal{V}
)

が成り立つ。

次に、小林‐大島の結果 [14] について述べよう。  G_{\mathbb{R}} を連結実簡約リー群、  G_{\mathbb{R}}' をその代数
的な閉部分群とする。  G\supset G' を  G_{\mathbb{R}}\supset G_{\mathbb{R}}' の複素化の一つとする。
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事実1.4 (Kobayashi‐Oshima [14, Theorem  B] ) .  G/G' が  G‐球多様体であるとする。こ
のとき、  G_{\mathbb{R}} と  G_{\mathbb{R}}' にのみ依存する定数  C が存在して、任意の  G_{\mathbb{R}}' の既約有限次元表現  V'

と既約許容表現  V に対して

 \dim_{\mathbb{C}}(Hom_{G_{\mathbb{R}}'}(V, V'))\leq C\cdot\dim_{\mathbb{C}}(V')

が成り立つ。また、逆にそのような定数が存在すれば、  G/G' は  G‐球多様体となる。

特に、  G/G' が  G‐球多様体で  V' が有限次元であれば、  \dim_{C}(Hom_{G_{\mathbb{R}}'}(V, V')) は  V を動か

したときに有界になる。  G_{\mathbb{R}}' が極大コンパクト部分群になっている場合は、Harish‐Chandra

のsubquotient theorem の系であり、  C=1 と取ることができる。また、  (G_{\mathbb{R}}, G_{\mathbb{R}}') が対称

対である場合は、van den Ban による結果 [18, Theorem 3.1] の精密化になっている。

2 主結果

次に主結果について述べる。問題1はsmooth な表現の言葉で述べたが、以下では同様の

問題を  (\mathfrak{g}, K) ‐加群で考える。(smooth 表現でもほぼ同じ証明で示すことができる。)

2.1 記号

複素簡約リー環  \mathfrak{g} と一つ固定した Borel 部分代数に対して、  \mathcal{O}_{\mathfrak{g}} でBGG category  \mathcal{O} (例

えば、[10]) を表す。既約  (\mathfrak{g}, K) ‐加群の同型類全体を  Irr(\mathfrak{g}, K) 、既約最高ウェイト加群の
同型類全体を  Irr(\mathcal{O}_{g}) とする。

一般に  (\mathfrak{g}, K)\supset(\mathfrak{g}', K') という二つの pair が与えらえているとする。このとき、  (\mathfrak{g}', K')-
加群  V' に対して

 \mathcal{M}\mathfrak{g}ın, Kd(V')  :=   \sup  \{\dim_{\mathbb{C}}(Hom_{\mathfrak{g}',K'}(V, V'))\}
 V\in Irr(\mathfrak{g},K)

と定め、  (\mathfrak{g}, K) ‐加群  V に対して

  \mathcal{M}_{\mathfrak{g},K'}^{res}(V):=\sup_{V'\in Irr(\mathfrak{g}',K')}
\{\dim_{\mathbb{C}}(Hom_{\mathfrak{g}^{i},K'}(V, V'))\}
と定める。  \mathcal{M} ı \mathfrak{g}n, Kd(V') は  V' を  (\mathfrak{g}, K) に誘導した時の重複度の上限を表し、  \mathcal{M}_{\mathfrak{g}^{t},K}^{res}, (V)
は  V を  (\mathfrak{g}', K') に制限した時の重複度の上限を表している。  \mathcal{O}_{\mathfrak{g}} に対しても、

 \mathcal{M} ı \mathcal{O}n
 \mathfrak{g}
d(V’),  \mathcal{M}_{\mathcal{O}_{\mathfrak{g}}}^{res}, (V) を同様に定める。

2.2 主結果

 G を  \mathbb{C} 上の連結簡約代数群とし、  G' をその連結な簡約部分群とする。  K を  G の連結

な対称部分群とし、  K' を  G' の連結な対称部分群で  K'\subset K となるものとする。  (K,  K'
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は有限被覆をとっても良い。) 対応する複素リー環をそれぞれ  \mathfrak{g},  \mathfrak{g}',  f,  k' とする。また、

 (\mathfrak{g}, K)\supset(\mathfrak{g}', K') に対応する実簡約リー群を  G_{\mathbb{R}}\supset G_{\mathbb{R}}' とする。

 \mathcal{M}_{\mathfrak{g},K}^{ind}(V') の有限性を考える上で、次の結果が有用である。

定理2.1. ある定数  C が存在して、任意の既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群  V' に対して

  \frac{1}{C}PI.\deg((u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G'})\leq \mathcal{M}
_{\mathfrak{g},K}^{ind}(V')\leq C\cdot PI.\deg((u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g})
)^{G'})
が成り立つ。ここで、  I=Ann_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}(V') であり、PI.  \deg は後で定義する環の不変量である

(定義3.1)。

この定理から、  \mathcal{M}_{\mathfrak{g},K}^{\dot{{\imath}}nd}(V') の有限性は PI.  \deg という不変量の有限性に帰着され、さらに

primitive ideal である  I にしか依らないことがわかる。また、適切に Borel 部分代数を取れ

ば、この定理は最高ウェイト加群に対しても同様に成り立つ。M. Duflo の結果 [6] から、  I

を零化イデアルとするような最高ウェイト加群が存在するので、  (\mathfrak{g}, K) ‐加群の命題を BGG

category  \mathcal{O} の命題に帰着することができる。
 V' が自明な表現である場合は、  (u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G} ’ は  G/G' 上の  G‐不変微分作用素環と

同型となる。この場合には、PI.  \deg((u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G'})<\infty であること、  (u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G} ’

が可換になること、  G/G' が  G‐球多様体であることの3条件が同値になる (例えば、[17,

Theorem 25.4])。この一部を一般化したものが次の結果になる。

命題2.2. ある primitive ideal I  \subset u(\mathfrak{g}') に対して PI.  \deg((\mathcal{U}(\mathfrak{g})/I\mathcal{U}(\mathfrak{g}))^{G'})<\infty とする

と、  G/G' は  G‐球多様体となる。

これは  u(\mathfrak{g}')/I が有限次元の場合には本質的に [2, Theorem 3.7] や [14, Theorem  B ] で
示されている。一般の場合は、  I を零化イデアルに持つような最高ウェイト加群を取り、有

限次元表現の場合と同様の議論を行うことで示すことができる。

上の命題から  G/G' が  G‐球多様体になる場合だけを扱えばよいので、以下  G/G' はG‐

球多様体と仮定する。  G/G' が  G‐球多様多なので、ある Borel 部分群  B\subset G が存在して

 BG'\subset G が開集合となる。

 L:=\{g\in G' : gBG'=BG'\}_{0}

と置くと、これは  G' の簡約部分群になる [5] 。(ここで、  (\cdot)_{0} は代数群の単位元成分を表

す。)  B をうまく取ることで、  K_{L}  :=L\cap K が  L の対称部分群になるようにとることがで
きる。この  L が何かは次の小節で述べる。

以下が本稿における主定理である。
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定理2.3. ある定数  C が存在して、任意の既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群  V' に対して

  \frac{1}{C}M_{(,K_{L}}^{res}(V')\leq \mathcal{M}_{\mathfrak{g},K}^{ind}(V')
\leq C\cdot \mathcal{M}_{t,K_{L}}^{res}(V')
が成り立つ。

この定理により、誘導表現の重複度の一様有界性を  V' の分岐則の一様有界性に帰着す

ることができる。特に  V' が有限次元の場合、事実1.4の  G_{\mathbb{R}}' が簡約である場合の精密化に

なっている。

一般に  L は小さな部分群になるため、  \mathcal{M}_{1,K_{L}}^{res}(V')<\infty という条件はかなり強いものに

なっている。

2.3  L について

 P  :=\{g\in G:gBG'=BG'\} と置くと、  P は  B を含む  G の閉部分群なので、放物型部

分群となる。  L の定義から、  L=(P\cap G')_{0} となる。Brion−Luna−Vust は  L が簡約部分群

であることだけでなく、  L が  P のLevi 部分群の導来群を含んでいることも示している。つ

まり、  P のLevi 部分群  M で  M\supset L\supset[M, M] となるものが存在する。以上をまとめると

次のようになる。

命題2.4.  P,  L は以下の性質を満たす。

1.  \mathfrak{p}+\mathfrak{g}'=\mathfrak{g}
2.  \mathfrak{p}\cap \mathfrak{g}'=[
3.  m\supset[\supset[m, m]

また、  P\cap G' は  B\cap G' を含む  G の最小の簡約部分群であり、(は  b\cap \mathfrak{g}' をBorel 部分代数

として含む。

例2.5.  (G, G') を対称対とし、対応する  G の実形  G_{\mathbb{R}}^{d} を取る。このとき、  P は  G_{\mathbb{R}}^{d} の極小

放物型部分群  P_{\mathbb{R}} を複素化したものであり、  P\cap G' は  P_{\mathbb{R}} のLanglands 分解  M_{\mathbb{R}}A_{\mathbb{R}}N_{\mathbb{R}} の

 M_{\mathbb{R}} を複素化したものと一致する。

例2.6. 上の例の特別な場合として  (G, G')=(H\cross H, \triangle(H)) がある (  H は簡約代数群)。 こ

の場合には  L は  \triangle(H) のCartan 部分群となる。  B の取り方を変えると、対称対  (L, K_{L}) 、

つまり対応する  H_{\mathbb{R}} のCartan 部分群が変化する。
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3 Pl.deg と  \mathcal{U}(\mathfrak{g})^{G'} ‐加右 \not\cong

PI.  \deg を定義し、重複度と PI.  \deg をどのようにつなげるかについて述べる。

3.1 Pl.  \deg の定義と性質

まずは、PI.  \deg を定める。詳しくは、例えば [15, Chapter 13] を参照されたい。

定義3.1.  s_{n} を  n 変数非可換多項式

 s_{n}( X_{1}, X_{2}, \ldots, X_{n}):=\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}
sgn(\sigma)X_{\sigma(1)}X_{\sigma(2)}\cdots X_{\sigma(n)}
とする。ここで、  \mathfrak{S}_{n} は  n 次対称群で、  sgn は置換の符号である。  \mathcal{R} を環とし、

PI.  \deg(\mathcal{R})  := \min {  n\in \mathbb{N} :  s_{2n}\equiv 0 on  \mathcal{R}}

と定める。

例えば、環  \mathcal{R} が可換であることと PI.  \deg(\mathcal{R})=1 であることは同値である。これは

 s_{2}(X, Y)=XY-YX であることからすぐにわかる。また、Amitsur‐Levitzki による結果

(例えば、[15, Theorem 3.3]) によると、PI.  \deg(M_{n}(\mathbb{C}))=n となる。このことから次の命
題が従う。

命題3.2.  \mathcal{A} を高々加算次元の  \mathbb{C}‐代数とする。

1.  \{V_{\lambda}\}_{\lambda} を  \mathcal{A}‐加群の族とし、  \oplus_{\lambda} 砥は忠実な  \mathcal{A}‐加群であるとする。このとき、

PI.   \deg(\mathcal{A})\leq\sup_{\lambda}\{\dim_{\mathbb{C}}(V_{\lambda})\} となる。

2.  V を既約  \mathcal{A}‐加群とすると、  \dim_{\mathbb{C}}(V)\leq PI.\deg(\mathcal{A}) となる。

証明 1.  \mathcal{A}\mapsto H_{\lambda}End_{\mathbb{C}}(V_{\lambda}) という単射ができるので、Amitsur‐Levitzki の定理から

従う。

2. Jacobson density theorem より、  V が有限次元なら、加群を定める  \mathcal{A} から  End_{\mathbb{C}}(V)
への準同型が全射になるので、Amitsur‐Levitzki の定理から主張が従う。  V が無限次元の

場合も同様に、  \mathcal{A} から  End_{\mathbb{C}}(V) への準同型の像が任意の大きさの行列環と同型な部分代数

を含むことがわかるので、PI.deg  (\mathcal{A})=\infty が従う。 □

3.2 完全可約表現

 u(\mathfrak{g})^{G}’‐加群と PI.  \deg の関係について述べる前に、古典的な完全可約表現の場合について

説明する。例えば [7, 4.2.1] を参照されたい。
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 G を簡約代数群とし、  V をその (代数群の) 有限次元表現とする。簡約代数群の表現は完
全可約であるので、

 V \simeq\bigoplus_{\lambda\in\hat{G}}Hom_{G}(F_{\lambda}, V)\otimes F_{\lambda}
という canonical な既約分解が存在する。ここで、  \hat{G} は  G の有限次元既約表現の同型類の集

合であり、  F_{\lambda} は  \lambda の表現空間である。右辺の各項から左辺への写像は  Hom_{G}(F_{\lambda}, V)\otimes F_{\lambda}\ni

 f\otimes v\mapsto f(v)\in V で与えられる。

 \mathbb{C}‐代数  End_{G}(V) が  Hom_{G}(F_{\lambda}, V) に

 End_{G}(V)\cross Hom_{G}(F_{\lambda}, V)\ni(T, f)\mapsto T\circ f\in Hom_{G}(F_
{\lambda}, V)

によって作用している。Jacobson density theorem からこれは既約となる。また、上の  V

の既約分解の式から  \oplus_{\lambda}Hom_{G}  (F_{\lambda}, V) は忠実な  End_{G}(V)‐加群となっている。したがっ

て、命題3.2から

  \max_{\lambda}\{\dim_{\mathbb{C}}(Hom_{G}(F_{\lambda}, V))\}=PI.\deg(End_{G}
(V))
となる。  Hom_{G}(F_{\lambda}, V) の次元が  F_{\lambda} の  V における重複度であるので、重複度の最大値と

PI.  \deg(End_{G}(V)) が等しいことがわかる。

まとめると、

P.耳糸勺

◇

 6RJ\backslash J\backslash 
 \mathcal{U}(\mathfrak{g}  \sim\gg End_{G}(V)\cap Hom_{G}(F_{\lambda}, V)

となる。  (End_{\mathbb{C}}(V),u(\mathfrak{g}), End_{G}(V)) を  (u(\mathfrak{g}), u(\mathfrak{g}'),u(\mathfrak{g})^{G'}) に置き換えて同様の結果が成

り立てばよいが、無限次元表現の場合には、一般に完全可約にならない、Jacobson density

theorem が直接使えない、など問題が生じる。

3.3  u(\mathfrak{g})^{G}’‐加群と定理2.1の証明

定理2.1の証明の概略について述べる。

 V を  (\mathfrak{g}, K) ‐加群とし、  V' を  (\mathfrak{g}', K') ‐加群とする。このとき、  V'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}V には、   v^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\otimes v\in

 V'\otimes u(\mathfrak{g}')V と X  \in u(\mathfrak{g})^{G'} に対して  X\cdot(v'\otimes v)=v'\otimes Xv として  u(\mathfrak{g})^{G}’‐加群の構造が

入る。また、  K' が連結なので

 (V'\otimes_{u(\mathfrak{g}')}V)^{*}\simeq Hom_{\mathfrak{g}',K'}(V, (V')^{*})
 =Hom_{\mathfrak{g}',K}/(V, V^{\prime\vee})
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という  (右  )u(\mathfrak{g})^{G}’‐加群の同型が存在する。ここで、  V^{\prime\vee}=(V')_{K'}^{*} は  (V')^{*} の  K'‐有限な

ベクトル全体を取ったものであり、  Hom_{\mathfrak{g}'} ,  K^{\prime(V,V^{\prime\vee})} には前小節の  Hom_{G}(F_{\lambda}, V) と同様
にして  u(\mathfrak{g})^{G}’‐加群の構造を入れる。

例3.3.  V が  \mathfrak{s}p(n, \mathbb{R}) のWeil 表現 (の  K‐有限な部分) とし、  (G_{\mathbb{R}}', G_{\mathbb{R}}") が簡約 dual pair で
あるとき、

 (V'\otimes_{u(\mathfrak{g}')}V)^{K'}=\Theta(V^{\prime\vee})

となる。ここで、  \Theta(V^{\prime\vee}) は  V^{\prime\vee} の (既約商を取る前の)theta lifting である。[9]

 V' が既約であるとき  V^{\prime\vee} も既約であり  V^{\prime\vee\vee}\simeq V' なので、重複度を考えるときに

 V'\otimes_{u(\mathfrak{g}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})}V の次元を考えても同等である。つまり、既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群  V' に対して

  \mathcal{M}_{\mathfrak{g},K}^{\dot{{\imath}}nd}(V^{\prime\vee})= \sup \{\dim_{
\mathbb{C}}(V'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}V)\}
 v\in Irr(\mathfrak{g},K)

となっている。以下では、右辺を上下から評価することを考える。

3.4 上からの評価

3.2節の類似で、以下のような定理が成り立つ。証明の概略については5節で述べる。

定理3.4. ある定数  C が存在して、任意の既約  (\mathfrak{g}, K) ‐加群  V と既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群  V' に対

して

 Len_{\mathcal{U}(\mathfrak{g})^{G'}}(V'\otimes u(9')V)\leq C

となる。ここで、  Len_{u(9)^{G'}} は  u(\mathfrak{g})^{G}’‐加群の長さを表す。

3.2節の完全可約かつ有限次元の場合と異なり、  V'\otimes u(\mathfrak{g}')V は一般に既約になるとは限

らない。実際、既約にならない例が Howe 双対性の具体例で多く見られる。定理3.4は、既

約にならないとしても長さを一様にある定数で抑えることができると主張している。

この定理を用いると  V'\otimes u(\mathfrak{g}')V の次元を上から評価することができる。

定理2.1の上からの評価の証明  V を既約  (\mathfrak{g}, K) ‐加群、  V' を既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群とし、  I=

 tAnn_{u(\mathfrak{g}')}(V') と置く。  u(\mathfrak{g})^{G} ’ の  V'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}V への作用は、  (u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G} ’ を経由する。

また、命題3.2から、任意の既約  (u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}} ‐加群の次元は PI.  \deg((u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G'})
以下となる。したがって、定理3.4の定数  C を取れば

 \dim_{\mathbb{C}}(V'\otimes_{u(\mathfrak{g}')}V)\leq C\cdot PI.
\deg((u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G'})

となる。Vに関して上限を取れば欲しい評価が得られる。  \square 
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3.5 下からの評価

次に  \mathcal{M}\mathfrak{g}ın, dK(V') の下からの評価について述べる。
定理2.1の下からの評価が成り立つということは、常に  \mathcal{M}\mathfrak{g}ın,Kd  (V')\neq 0 とならなければ

ならない。そのため、次の補題を示す必要がある。

補題3.5. 既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群  V' に対して  V'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}V\neq 0 となるような既約  (\mathfrak{g}, K) ‐加群  V

が存在する。

誘導表現の文脈でみると、  G_{\mathbb{R}}' の既約表現の  G_{\mathbb{R}} への誘導表現が必ず既約な部分表現を持

つ、という主張になる。

証明の概略  V' を  V^{\prime\vee} で置き換えて、  Hom_{g',K'}(V, V')\neq 0 となる  V が存在することを示

す。Casselman のsubrepresentation theorem から、  V' はある主系列表現  W' の商として

実現できる。したがって、  G_{\mathbb{R}} の有限長表現  W で  W' に全射が存在するようなものを見つ

ければよい。

 G_{\mathbb{R}}' の極小放物型部分群を  P_{\mathbb{R}}' とし、  P_{\mathbb{R}}' を含む極小な  G_{\mathbb{R}} の放物型部分群を  P_{\mathbb{R}} とする。

 G_{\mathbb{R}}'/P_{\mathbb{R}}' から  G_{\mathbb{R}}/P_{\mathbb{R}} への自然な写像は閉埋め込みになるので、ベクトル束の大域切断を制

限する写像は全射となる。このことから、  P_{\mathbb{R}}' の既約表現  F' に対して、  P_{\mathbb{R}} の既約表現  F

を  Hom_{P_{\mathbb{R}}'}(F, F')\neq 0 となるように選べるか、という問題に帰着される。  P_{\mathbb{R}} の取り方から、

 P_{\mathbb{R}}' の幕零根基は  P_{\mathbb{R}} の幕零根基に含まれるので、この問題はもとの主張の  G_{\mathbb{R}}' がコンパク

トな場合と同値であり、その場合は容易に示すことができる。 □

次に、  v'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}v\neq 0 となるような  V が  (u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G} ’ の環構造を復元できる程度に

十分たくさん存在することを示す。誘導表現の言葉で延べると、誘導表現には  G_{\mathbb{R}}‐不変微分

作用素環の構造を復元できる程度に十分たくさんの既約 (または有限長の) 部分表現が存在
する、ということになる。

補題3.6.  V' を既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群とし、その零化イデアルを  tI とする。このとき、ある有

限長の  (\mathfrak{g}, K) ‐加群の族  \{P_{i}\}_{i} と  (\mathfrak{g}, K) のみに依る定数  C が存在して以下の性質を満たす。

 \bullet 君の長さは  c 以下である。

 \bullet(u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G'} が  \oplus_{i}v'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')} 君に忠実に作用する。

この補題から定理2.1の下からの評価はすぐに得られる。
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定理2.1の下からの評価の証明 補題3.6の  C と  \{P_{i}\} を取ると、命題3.2の1から

PI.   \deg((\mathcal{U}(\mathfrak{g})/I\mathcal{U}(\mathfrak{g}))^{G'})\leq\sup_{i}\
{\dim_{\mathbb{C}}(V'\otimes_{u(\mathfrak{g}'}{}_{)}P_{i})\}
 \leq C\cdot \mathcal{M}_{\mathfrak{g},K}^{ind}(V')

となる。二つ目の不等式で  V'\otimes u(\mathfrak{g}') . が右完全関手であることを使った。 □

補題の証明のために記号を準備する。普遍包絡環の中心  \mathcal{Z}(\mathfrak{g}) の極大イデアル  m に対し

て、Mod  (\mathfrak{g}, K)_{\mathfrak{m}}^{n} を、  m^{n}V=0 となるような有限長  (\mathfrak{g}, K) ‐加群の圏とする。各  K の有限

次元表現  F に対して、  (u(\mathfrak{g})/m^{n}(u(\mathfrak{g}))\otimes u(e)F はMod  (\mathfrak{g}, K)_{\mathfrak{m}}^{n} の射影加群であるので、

Mod  (\mathfrak{g}, K)_{m}^{n} は十分多くの射影加群を持つ。したがって、既約  (\mathfrak{g}, K) ‐加群に対してその射

影被覆が一意に存在する。

 n=|W_{G}| と固定して、既約  (\mathfrak{g}, K) ‐加群の射影被覆の同型類全体を  \{P_{i}\}_{i} とする。このと

き、以下の命題が成り立つ。

命題3.7.  V を既約  (\mathfrak{g}, K) ‐加群、  F を  G の代数的な有限次元表現としたとき、  V\otimes F は

 \oplus_{m}Mod(\mathfrak{g}, K)_{\mathfrak{m}}^{|W_{G}|} の対象であり、特にいくつかの君の直和からの全射が存在する。

証明  V\otimes F のprimary decomposition に関する Kostant の結果の証明からわかる。(例

えば、[12, Theorem 7.133] を見よ。)  \square 

乃の長さは  i に依らない定数で抑えることができる。5節で紹介する  \mathcal{D}‐加群を用いた手

法で、  (u(\mathfrak{g})/m^{n}(u(\mathfrak{g}))\otimes u(f)^{F} の  u(\mathfrak{g}) ‐加群としての長さが  m に依らない定数で抑えられ

ることがわかる。[14, Proposition 4.1] の証明と同様にして、葛の長さを一様に抑えること
ができる。

補題3.6の証明の概略  \mathcal{A}:=\mathcal{O}(G/G')\otimes u(\mathfrak{g}) と置く。

 V'\otimes_{u(9')}u(\mathfrak{g}) には右  \mathcal{A}‐加群の構造が入り既約となる。例えば、V’ が自明な加群の場合

には  \mathbb{C}\otimes_{u(\mathfrak{g}')}u(\mathfrak{g}) は  G_{\mathbb{R}}/G_{\mathbb{R}}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} の  \{eG_{\mathbb{R}}'\} を台とする超関数の空間と同型になる。

補題3.5から  V'\otimes_{u(\mathfrak{g}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})}V\neq 0 となるような既約  (\mathfrak{g}, K) ‐加群  V が存在する。このとき、

 \mathcal{O}(G/G')\otimes V には左  \mathcal{A}‐加群の構造が自然に入る。これを利用すると

 (V'\otimes u(\mathfrak{g}')(\mathcal{O}(G/G')\otimes V))^{*}
rightarrow(V'\otimes_{u(\mathfrak{g})}u(\mathfrak{g})\otimes_{\mathcal{A}}
(\mathcal{O}(G/G')\otimes V))^{*}
 \simeq Hom_{\mathcal{A}}(V'\otimes_{u(\mathfrak{g}')}u(\mathfrak{g}), (\mathcal
{O}(G/G')\otimes V)^{*})

とい  \mathcal{D}\succ u(\mathfrak{g})^{G} ’ー加群の準同型が定まる。  V'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}u(\mathfrak{g}) の既約性から、最後の空間の  0 でな

い元は単射となる。また、  V'\otimes_{u(\mathfrak{g}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})}V\neq 0 から、  Hom_{\mathcal{A}}(V'\otimes_{u(\mathfrak{g}')}u(\mathfrak{g}), (\mathcal{O}
(G/G')\otimes V)^{*})
の  0 でない元を作ることができる。これから、零化イデアルの計算を  V'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}u(\mathfrak{g}) に押し

付けることが出来、  (u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G} ’ が  V'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})}(\mathcal{O}
(G/G')\otimes V) に忠実に作用しているこ

とがわかる。
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最後に  \mathcal{O}(G/G')\otimes V に対して命題3.7を適応すれば主張が示される。  (\mathcal{O}(G/G') は  G の

有限次元既約表現の直和に分解する。)  \square 

4 定理2.3の証明の概略

定理2.1は  (\mathfrak{g}, K) ‐加群だけでなく、最高ウェイト加群に対しても同様に成り立ち、また

誘導表現だけでなく分岐則に対しても同様の定理が成り立つ。証明は定理2.1とほぼ同じで

ある。大部分は generalized pair  (\mathcal{A}, G) の加群の命題として統一的に扱えるが、ここでは
省略する。

定理4.1. ある定数  C が存在して、任意の既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群  V' に対して

  \frac{1}{C}PI.\deg((u(\mathfrak{g}')/I)^{L})\leq \mathcal{M}_{\mathfrak{l},
K_{L}}^{res}(V')\leq C\cdot PI.\deg((u(\mathfrak{g}')/I)^{L})
となる。ここで、  I=Ann_{u(\mathfrak{g}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})}(V') とした。

BGG category  \mathcal{O} を使うので Borel 部分代数を固定する。すでに  \mathfrak{g} のBorel 部分代数は

固定していることに注意せよ。  b_{L}  := b  \cap [は命題2.4より、(の Borel 部分代数となる。

 b'\subset \mathfrak{g}' を、  b'\cap[=b_{L} となるようなBorel 部分代数とする。

 V' を既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群とし、  W' を  \mathfrak{g}' の既約最高ウェイト加群とする。  I:=Ann_{\mathfrak{g}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}(V')=

 Ann_{\mathfrak{g}'}(W') とすると、以下の同値関係が成り立つ。(実際には、隣接している二つの数は

 V',  W' によらない定数倍で上下に抑えられている。)

 \mathcal{M}_{\mathfrak{g},K}^{ind}(V')\Uparrow<\infty \mathcal{M}_{1,K_{L}}
^{res}(V')\Downarrow<\infty
 PI .  \deg((u(\mathfrak{g})/Iu(\mathfrak{g}))^{G'})\Downarrow<\infty  PI.\deg((u(\mathfrak{g}')/I)^{L})\Downarrow<\infty

 \mathcal{M}_{\mathcal{O}_{\mathfrak{g}}}^{ind}(W')<\infty \Leftrightarrow^{?} 
\mathcal{M}_{\mathcal{O}_{t}}^{res}(W')<\infty
induction restriction

 ? の部分の同値を示せば定理2.3の証明が終わる。

 ?の証明 任意の  m の既約最高ウェイト加群  W_{M} に対して、(  m については2.3を参照)

 Hom_{\mathfrak{g}}/(u(\mathfrak{g})\otimes_{u(p)}W_{M}, W')\simeq 
Hom_{\mathfrak{g}}/(u(\mathfrak{g}')\otimes_{u(\mathfrak{g}'\cap p)}W_{M}, W')
 \simeq HOm【  (W_{M}|_{(}, W')

となる。ここで、命題2.4のや  +\mathfrak{g}'=\mathfrak{g},  p\cap \mathfrak{g}'=[ という関係を用いた。
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 \mathfrak{g} の最高ウエイト加群は  u(\mathfrak{g})\otimes u(\mathfrak{p})W_{M} という一般化 Verma 加群の既約商で表される。

[は  [m, m] を含み  m に含まれるので、  W_{M}|_{[} は既約である。また、[の任意の既約最高ウェ

イト加群はこのようにして得られる。したがって、

 \mathcal{M} ı
 \mathcal{O}
n

 \mathfrak{g}

d
 (W')=   \sup  \{\dim_{\mathbb{C}}(Hom_{\mathfrak{g}'}(W, W'))\}<\infty

 W\in Irr(\mathcal{O}_{\mathfrak{g}})

  \Leftrightarrow\sup_{W_{L}\in Irr(\mathcal{O}_{\mathfrak{l}})}
\{\dim_{\mathbb{C}}(Hom_{t}(W_{L}, W'))\}<\infty
  \Leftrightarrow \mathcal{M}_{\mathcal{O}_{1}}^{res}(W')=\sup_{W_{L}\in 
Irr(\mathcal{O}_{\mathfrak{l}})}\{\dim_{\mathbb{C}}(Hom_{t}(W', W_{L}))\}<\infty

となる。最後の同値では、  W'|_{[} が離散分解するすることを用いた ([13])。(より詳細に

 u(\mathfrak{g})\otimes_{u(\mathfrak{p})}W_{M} の長さは  \mathfrak{g} のみに依る定数で抑えられるので、二つの量は定数倍で上下か

ら抑えられる。)  \square 

5  \mathcal{U}(\mathfrak{g})^{G}’‐加群の有限性

最後に定理3.4の証明の概略について述べる。

5.1 Bernstein 関手

 u(\mathfrak{g})^{G}’‐加群は直接扱うには複雑なのでリー環の加群の問題に帰着する。  V'\otimes V は  \mathfrak{g}'\oplus \mathfrak{g}‐

加群である。これに Bernstein 関手を当てて  (\mathfrak{g}'\oplus \mathfrak{g}, \triangle(G')) ‐加群を作る。Bernstein 関手

に関しては [12, Ⅱ.1] を参照されたい。

事実5.1.

 \Pi(V'\otimes V):=\mathcal{O}(\triangle(G'))\otimes u(\Delta(\mathfrak{g}'))(V'
\otimes V)

と定めると  (\mathfrak{g}'\oplus \mathfrak{g}, \triangle(G'))‐加群となり、さらに

 \Pi(V'\otimes V)^{\triangle(G')}\simeq V'\otimes_{u(\mathfrak{g}')}V

という  u(\mathfrak{g})^{G}’‐加群の同型が存在する。

命題5.2.

 Len_{u(\mathfrak{g})^{G'}}(V'\otimes_{u(\mathfrak{g}')}V)\leq Len_{\mathfrak{g}
'\oplus \mathfrak{g}}(\Pi(V'\otimes V))

証明  \triangle(G') の  \Pi(V'\otimes V) への作用は完全可約である。したがって、  \Pi(V'\otimes V)^{\triangle(G')} の部

分加群 Xに対して Xで生成される  \Pi(V'\otimes V) の部分  (\mathfrak{g}'\oplus \mathfrak{g}, \triangle(G')) ‐加群を対応させる写

像は単射になる。これから主張が従う。  \square 
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この命題より、  V'\otimes_{\mathcal{U}(\mathfrak{g}')}V の長さではなく  \Pi(V'\otimes V) の長さを上から評価すればよいこ

とがわかる。

5.2  \mathcal{D}‐加群

問題は  V' と  V を既約加群全体を動かしたときに、一様に長さを抑えられるか、というと

ころにある。  V' と  V を動かしたときの加群の長さを統制するために、  G/Uarrow G/B とい

う主  T 束を考える。

まず、Beilinson‐Bernstein 対応について復習しておく。しばらくの間、  G を簡約代数群、

 B=TU をBorel 部分群とする。  \lambda\in t^{*} に対して、  \mathcal{D}_{G/B,\lambda} を  G/B 上の  \lambda を振れとする振

れ微分作用素の層とする。パラメータの取り方は何通りか考えられるが、

 \Gamma(G/B, \mathcal{D}_{G/B,\lambda})\simeq U(\mathfrak{g})/I_{\lambda}

と以下の定理が満たされるようにしておく。ここで、  I_{\lambda} は無限小指標  \lambda を持つ極小原始イ

デアルとした。

事実5  \cdot 3 (Beilinson‐Bernstein [1]).  \lambda がregular かつ anti‐dominant であるとき、局所化
をとる関手  L と大域切断をとる関手  \Gamma は圏同値

 Mod_{qc}(\mathcal{D}_{G/B,\lambda})arrowarrow Mod(u(\mathfrak{g})/I_{\lambda})
\Gamma L
を与える。ここで、Mod は加群の圏を表し、  Mod_{qc} はquasi‐coherent なものの部分圏を

表す。

この事実により、  \mathfrak{g}'\oplus \mathfrak{g}‐加群の命題を  \mathcal{D}‐加群の命題に帰着することができる。

 \mathcal{D}_{G/B,\lambda} ‐加群の族を統制するために  G/U を考える。自然な射影  p :  G/Uarrow G/B により、

 G/U は  G/B 上の主  T 束となる。  G/B 上の  \mathcal{D}‐加群を  G/U 上の  \mathcal{D}‐加群の direct image と

して考え、涙れ  \lambda を動かすことで族だと思う。

例5.4.  \rho を正ルートの和の半分とする。各  \lambda\in t^{*} に対して、  u(\mathfrak{g})\otimes_{\mathcal{U}(b)}\mathbb{C}_{\lambda-\rho} は  \mathcal{D}_{G/B,\lambda^{-}}
加群となる。  u(\mathfrak{g})\otimes_{u(u)}\mathbb{C}\otimes \mathbb{C}_{-2\rho} は  u(\mathfrak{g}) ‐加群の構造だけでなく  \mathcal{D}_{G/U} ‐加群の構造も持

つ 。つまり、

 u(\mathfrak{g})\otimes_{u(u)}\mathbb{C}\otimes \mathbb{C}_{-
2\rho^{\otimes_{u(1)}\mathbb{C}_{\lambda+\rho}}}\mapsto u(\mathfrak{g})
\otimes_{u(b)}\mathbb{C}_{\lambda-\rho}
という風に、  \mathcal{D}_{G/U} ‐加群から  \mathcal{D}_{G/B,\lambda}‐加群の族を得ることができる。さらにこの関手

 \otimes_{u(t)}\mathbb{C}_{\lambda+\rho} は  \mathcal{D}‐加群の direct image として表すことができる。

 \mathfrak{g}'\oplus \mathfrak{g} の場合に戻る。  \overline{G}:=G'\cross G とし、上の  T,  U などに7を付ける。
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 \mathcal{D}_{\tilde{G}/\overline{U}}‐加群  \mathcal{M} と  \lambda\in\overline{t}^{*} に対して、

 p_{+,\lambda}(\mathcal{M}):=\mathcal{M}\otimes_{u\overline{(t})}\mathbb{C}
_{\lambda+\rho}\in Mod_{qc}(\mathcal{D}_{\overline{G}/\overline{B},\lambda})
と定める。(これは direct image 関手の  0 番目のコホモロジーである。)

このとき、以下の補題が成り立つ。

補題5  \cdot 5. ある holonomic  \mathcal{D}_{\overline{G}/\overline{U}}‐加群  \mathcal{M} が存在して次の条件を満たす。任意の既約  (\mathfrak{g}, K) ‐

加群  V と既約  (\mathfrak{g}', K') ‐加群  V' に対して、ある anti‐dominant な  \lambda\in\overline{t}^{*} と全射

 \Gamma(p_{+,\lambda}(\mathcal{M}))arrow\Pi(V'\otimes V)

が存在する。

これから、  P+,\lambda(\mathcal{M}) の長さを  \lambda によらない定数で抑えられれば良いことがわかる。  \mathcal{D}‐加

群の長さを評価するには有限な開被覆をとって、各開被覆上で評価してやればよい。  \overline{G}/\overline{B}
の場合には、有限開被覆   \overline{G}/\overline{B}=\bigcup_{i}U_{i} であって、

 U_{i}\simeq \mathbb{C}^{n}

 p^{-1}(U_{i})\simeq \mathbb{C}^{n}\cross\overline{T}

となるものが存在する。  m=\dim_{C}(\overline{T}) として  \overline{T}\mapsto \mathbb{C}^{m} という開埋め込みを固定する。

 \mathbb{D}_{C^{n+m}} を  \mathbb{C}^{n+m} 上の Weyl 代数とする。

 p_{+,\lambda}(\mathcal{M}) の長さを  \mathcal{M} にしかよらない定数で評価するために以下の補題を示せばよい。

補題5.6.  M をholonomic  \mathbb{D}_{C^{n+m}} ‐加群とする。このとき、任意の  \lambda\in\overline{t}^{*} に対して  M_{\lambda}  :=

 \mathbb{C}_{\lambda}\otimes_{u(t)}M はholonomic  \mathbb{D}_{\mathbb{C}^{n}} ‐加群であり、

 Len_{\mathbb{D}_{c^{n}}}(M_{\lambda})\leq m(M_{\lambda})\leq 2^{m}m(M)

となる。ここで、  m(M) は  M のmultiplicity (または Bernstein degree) である。

 Len_{\mathbb{D}_{\mathbb{C}^{n}}}(N)\leq m(N) は一般の holonomic  \mathbb{D}_{C^{n}} ‐加群  N に対して成り立つ。Weyl 代数と

 m(M) については例えば [8, 3.2.2] や [3, 1.§3 and §4] などを参照されたい。
 m=1 の場合を示せば、それを繰り返し用いることで  m が一般の場合が従う。  \mathbb{C}^{n+1} の

標準座標系を  (x_{1}, \ldots, x_{n}, t) とすると、

 \mathbb{D}_{C^{n+1}}=\mathbb{C}[x_{1}, \partial/\partial x_{1}, x_{n}, \partial
/\partial x_{n}, t, \partial/\partial t]

である。  E:=t \frac{\partial}{\partial t} と置く。補題5.6は次の補題から従う。

補題5  \cdot 7.  M を holonomic  \mathbb{D}_{\mathbb{C}^{n+1}} ‐加群とする。このとき、任意の  \lambda\in \mathbb{C} に対して  M_{\lambda}  :=

 M/(E-\lambda)M はholonomic  \mathbb{D}_{\mathbb{C}^{n}} ‐加群であり

 m(M_{\lambda})\leq 2m(M)
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となる。

証明 基本的な証明の方針は [3, 1.6.2] と同様である。[3, 1.6.2] の場合は  M/ \frac{\partial}{\partial t}M を考え

ている。今回の主張の場合、Heisenberg リー環  span_{\mathbb{C}}\{1, t, \partial/\partial t\} の表現論を使って  E の

作用が、完全可約であるかtorsion‐free であるかの二通りしかないこと、前者の場合に  t ま

たは  \partial/\partial t がtorsion‐free に作用していること、を使えばよい。  \square 
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