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1 はじめに

本稿の目的は,与えられた実数が無理数か否かを判定するために資する ICT 教材の
考察である.数学の研究においては予想を的確に立てるための実験が重要な場合が多い

が,そのために Mathematica を用いようと言う訳である.
ビリヤード問題という,数の分布に関する問題がある.次ページの図1のように,平

面の単位正方形をビリヤード板に見立て , 1点を始点として球を打ったときに,正方形の
辺で球が反射する軌跡の和集合の形状と,球を打ったときの最初の 「入射光線」 に相当
する直線の傾きが有理数か無理数かという数論的性質の関連を論じた問題である.球が

始点にふたたび戻るときは周期的,そうではないときに非周期的と呼ぶことにする.入
射光線の傾きが有理数ならば,図1のように単位正方形の中で周期的になり,逆も成立
することが分かるので,両者は同値であることになる.従って対偶を取れば,入射光線の
傾きが無理数であることと,単位正方形において球の軌跡の和集合が非周期的であるこ
とが同値となる.実際にはもっと強いことが証明され,その主張は以下のL. Kronecker

の定理 [5] [7] [8] となる.すなわち非周期的であることと稠密であることまでが同値にな
るのである.

2 入射光線の傾きが無理数ならば球跡が和密になること

まず記号を導入しよう. \vartheta,  \varphi および  \vartheta_{1},  \vartheta_{2},  \vartheta_{m} は全て実数とする.

 \lfloor\vartheta\rfloor  := the greatest integer  \leqq\vartheta (最大整数部分)
(  \vartheta )  :=\vartheta-\lfloor\vartheta\rfloor fractional part of  \vartheta (小数部分)

Theorem 1 (Kronecker: 一般の  m 次元版)  1,  \vartheta_{1},  \vartheta_{2},  \vartheta_{m} が  \mathbb{Q} 上で一次独立  \Leftrightarrow

点  ((n\vartheta_{1}) , (n\vartheta_{m}))\in \mathbb{R}^{m}(n=1,2,3, \cdots) は  \mathbb{R}^{m} 内の単位立方体内で稠密 (dense) .

球の軌跡が周期的でないことと,「稠密」 つまり球の軌跡が正方形内でぎっしりつまる
事実の間にはギャップがある.「実数  = 有理数の完備化」 からは従わないので,証明を要
する.まずは Kronecker の定理の2次元版を述べ直そう.
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図 1: 球跡が周期的  \Leftrightarrow 傾き有理数

稠密 (dense) の定義を含めて書  \langle と,以下のように2次元版を記述することができる.

Theorem 2 (Kronecker: 2次元版) 1,  \vartheta,  \varphi が  \mathbb{Q} 上で一次独立
 \Leftrightarrow\forall\varepsilon>0,  \forall(\alpha_{1}, \alpha_{2})\in \mathbb{R}^{2}(0\leq\alpha_{1}<1, 
0\leq\alpha_{2}<1) に対してヨ  n\in \mathbb{Z} が存在して

 \{\begin{array}{l}
|\alpha_{1}-(n\vartheta)|<\varepsilon,
|\alpha_{2}-(n\varphi)|<\varepsilon.
\end{array}
注意  \Leftarrow は対偶を示せば良いので,簡単である.

連分数,数の幾何学,一様分布論,フーリエ解析,線形代数学など多様な証明が知ら

れている.平面の場合は幾何学的に理解されやすい [1] [2] [4] [6].

以下 [5] [7] にある証明を紹介する.  \Leftarrow は簡単なので  \Rightarrow のみ証明する.

 0<\vartheta,  \varphi<1 と仮定してよい.  \mathbb{Z} 上一次独立と  \mathbb{Q} 上一次独立は同値である.

さて集合  (P_{n})  :=\{P_{n}\in \mathbb{R}^{2}|P_{n}=((n\vartheta), (n\varphi)), n\in \mathbb{N}\} が単位正方形で稠密であることを

示す.点  P_{n} について考えると以下のことがわかる.
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(1) どの瑞も一致しない.
 n\neq m に対して窺,  P_{m} が一致するならば  (n\vartheta)=(m\vartheta) となるので  n\vartheta-m\vartheta=l

を満たす  l\in \mathbb{Z} が存在する.

  \vartheta=\frac{l}{n-m}\in \mathbb{Q} となるが  \vartheta は1と一次独立なので  \vartheta\not\in \mathbb{Q} となり矛盾する.

(2) どの瑞も単位正方形の辺上にない.
1,  \vartheta,  \varphi は  \mathbb{Z} 上一次独立より  n\vartheta,  n\varphi\not\in \mathbb{Z} . 従って  (n\vartheta),  (n\varphi)\neq 0 となるので瑞は

単位正方形の辺上にはない.

(3) 有向線分  P_{n}P_{n+r}(n, r\in \mathbb{N}) を考える.任意の点瑞に対し,有向線分  P_{m}Q が  P_{n}P_{n+r}
に等し  \langle なるように  Q をとると,点  Q は点  P_{m+r} と一致する.

有向線分  P_{n}P_{n+r} の成分は  ((n+r)\vartheta)-(n\vartheta),  ((n+r)\varphi)-(n\varphi) ) であり,有向線分
 P_{m}Q の成分は  Q の座標を  (q_{1}, q_{2})(0\leq q_{1}, q_{2}\leq 1) とするとき  (q_{1}-(m\vartheta), q_{2}-(m\varphi))
となる.従って  x 成分を考えると

  q_{1}-(m\vartheta) = ((n+T)\vartheta)-(n\vartheta)\Leftrightarrow

 q_{1}-((m+T)\vartheta) = [(m+r)\vartheta]-[m\vartheta]-[(n+T)\vartheta]+
[n\vartheta].

 (m+r)\vartheta\not\in \mathbb{Z} より  0<((m+r)\vartheta)<1 となること,及び

 [(m+T)\vartheta]-[m\vartheta]-[(n+T)\vartheta]+[n\vartheta]\in \mathbb{Z} から

 q_{1}-((m+r)\vartheta)=0

となる.従って  q_{1}=((m+r)\vartheta) .

 y 成分についても同様に  q_{2}=((m+r)\varphi) .

以上から  Q=(((m+r)\vartheta), ((m+r)\varphi))=P_{m+r} が従う.

(4) 有向線分  P_{m}Q が途中で正方形の辺に交わる場合,正方形の対辺の対応する点から
同じ方向に続けて点  Q をとることにする.

(5) (1) より  (P_{n}) の点は全て異なる.点列  \{P_{n}\} を考える.  \{P_{n}\} の点は全て単位正方形
の内部に存在しているので  \{P_{n}\} は収束する部分列をもつ.その収束部分列を  \{P_{n}'\}
とお  \langle.

任意の正数  \epsilon に対して,ある  N\in \mathbb{N} が存在して,  n,  m\geq N ならば,  |P_{n}'-P_{m}'|<\epsilon
が成立.従って有向線分  P_{m}'P_{n}' の長さは  \epsilon より短い.

ここで  m=N と固定する.  n=N+T\geq N を満たす有向線分  P_{N}'P_{n}' の長さは  \epsilon よ

り短い.従ってこの有向線分  P_{N}'P_{n}'=P_{N}'P_{N+r}' の終点は集合  (P_{n}) 内に存在する.

(6) 次に,任意の  P_{n} に対しても同様の結論が成立することを示す.すなわち,任意の
  P_{n}\in 集合  (P_{n}) と任意の正数  \epsilon に対して  P_{n}P_{n+r} の長さが  \epsilon より小さい  P_{n+r} が存在

するが,その理由は  P_{N}'P_{N+r}' と同じ有向線分  P_{n}P_{n+r} の存在が (3) で保証されてい
るからである.
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(6) から,と  \langle に君を始点とするような有向線分  P_{1}P_{1+r} で長さが  \epsilon より小さいものが存
在するので   \epsilon<\min\{\vartheta, \varphi, 1-\vartheta, 1-\varphi\} と取れば,君から出る君  P_{1+r} は単位正方形の辺
上を通らず,単位正方形の辺にぶつからない.

(ア) 平行ではない2つの有向線分で長さ  <\epsilon となるものが存在する場合は (3), (4) か
ら君を始点として  P_{1} を始点とした有向線分の2つの終点を基に格子を作ることができ
る.単位正方形の任意の点  P はある格子点  P_{k} から  \epsilon より小さい距離にある.従って  P の

 \epsilon 近傍に少なくとも疏は含まれていることになり,主張が成り立つ.
(イ ) (ア) ではない場合,つまり有向線分で長さ  <\epsilon となるものが全て平行ならば

 P_{1} から出る有向線分で長さ  <\epsilon となるものは一直線上.この直線には任意に大きい添え

字  r,  s をもつ点耳,瓦が存在することになるが,  P_{1},  P_{r} , 几は一直線上にあるので

 0=|\begin{array}{lll}
\vartheta   \varphi   1
(r\vartheta)(r\varphi)      1
(s\vartheta)(s\varphi)      1
\end{array}| =|\begin{array}{lll}
\vartheta   \varphi   1
r\vartheta-[r\vartheta]   r\varphi-[r\varphi]   1
s\vartheta-[s\vartheta]   s\varphi-[s\varphi]   1
\end{array}|
従って

 \varphi \vartheta 1

 [\tau\vartheta]  [r\varphi]  T-1

 [s\vartheta]  [s\varphi]  s-1

 =0.

この行列式を展開すると

 \vartheta  |\begin{array}{lll}
[r\varphi]   r   -1
{[}s\varphi]   s   -1
\end{array}|  -\varphi  |\begin{array}{lll}
[r\vartheta]   r   -1
{[}s\vartheta]   s   -1
\end{array}|  +|\begin{array}{ll}
[r\vartheta]   [r\varphi]
{[}s\vartheta]   [s\varphi]
\end{array}|  =0

となる.しかし1,  \vartheta,  \varphi は一次独立なので

 [r\varphi]  r-1

 [s\varphi]  s-1
 =0.

すなわち

  \frac{[s\varphi]}{s-1}=\frac{[r\varphi]}{r-1}
である.任意に大きい  s に対して瓦が存在するから   sarrow\infty とするとき

  \lim_{sarrow\infty}\frac{[s\varphi]}{s-1}=\lim_{sarrow\infty}\frac{s\varphi-(s
\varphi)}{s-1}=sarrow\infty 1\dot{{\imath}}m(\frac{s\varphi}{s-1}-
\frac{(s\varphi)}{s-1})=\varphi
となる.従って

  \varphi=\lim_{sarrow\infty}\frac{[s\varphi]}{s-1}=\frac{[r\varphi]}{r-1}
が得られる.しかしならが,仮定より  \varphi は無理数であるので (イ) は矛盾.

以上から (ア) のみ起こりうる.従って定理が成立.口
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3 入射光線の傾きが無理数のときの球跡図

本稿の目的は,球跡の図示から入射光線の傾きの数論的性質を予想することであった.
ここで各無理数に対してMathematica で描いた球跡を紹介する.Kronecker の定理で3

次元に相当する場合も図示してみよう.以下4つのケースを考える.

(2A) 2次元の場合:入射光線の傾き  = \frac{5}{8}\in \mathbb{Q}\Rightarrow 球跡は周期的.

(3B) 3次元の場合:  \vartheta  = \frac{1}{\sqrt{3}}\not\in \mathbb{Q},  \varphi=\log 2\not\in \mathbb{Q} かつ  = \frac{\log 2}{\sqrt{3}}\not\in \mathbb{Q}
 \Rightarrow 球跡は3次元でも稠密.

以下の図をご覧下さい.赤い点がビリヤード球である.特に (3A) が面白い.

図2:  2A の図 図3:  2B の図

図4:  3A の図 図5:  3B の図

著者の願望はリーマンゼータ関数の値の無理数性,及び超幾何級数で突然に値が有理
数になる場合を発見することにこれらの図を用いることである.夢は尽きない.
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