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1 はじめに

LLL 格子基底簡約アルゴリズム (LLL Lattice basis reduction algorithm) は,1982
年に,A.K.Lenstra, H.W.Lenstra, Jr. , and L.Lovász ([6]) が開発したアルゴリズム
である.基底簡約とは格子において簡約基底 (reduced basis) を求めることであ
り,基底をうまく取りかえて,応用する際に都合の良い単純な形のものを構成する
ことである.これは,「基底の選択」 または 「基底の標準化」 とも言える.

A.K.Lenstra, et al. によるLLL 格子基底簡約の研究は,計算機代数の分野等で応
用されており,有理数係数多項式の因子分解を,その多項式の次数の多項式時間の
計算量で行うために1980年代に導入されたものである.この研究をはじめとする

一連の研究では 格子を実数体  \mathbb{R} 上のベクトル空間  \mathbb{R}^{n} 内において,整数環  \mathbb{Z} 上の基
底をもつ加群 (  \mathbb{Z}‐格子) で考えている.H.Napias ([7]) は,LLL reduction algorithm
をユークリッド環やユークリッド整環上に一般化している.

本論では,我々が取り組んできた成果 ([3], [4]) を紹介することが主な目的であ
る.我々は A.K.Lenstra, et al. によるLLL 格子基底簡約を,有限次代数体  F 上に
おける整数環  \mathcal{O}_{F} 上の加群 (  \mathcal{O}_{F} ‐格子) への一般化を試みた.その結果,虚二次体に
限り一般化可能であることが明らかになった.その他の代数体の場合,  \mathcal{O}_{F} に関し
て  0 が集積点となり,自由  \mathcal{O}_{F}‐加群においても  0 が集積点となるため,いくらでも
 0 に近い元が存在する.内容の一部は概要を [1] でも解説している.本論の最後で
は,有元平野 ([3]) で定義した虚二次体上での簡約基底について,その存在性につ
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いて調べた有元の成果について触れる.

2  \mathbb{Z}‐格子での基底簡約

2.1  \mathbb{Z}‐格子の定義

定義2.1  A を  \mathbb{Z} 功「」  \ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} (module) とする.このとき,  A が  \mathbb{R}^{n} 内における格子 (lattice)
であるとは,ある  \mathbb{R}^{n} の基底  (b_{1} ,  bので,

  A=\mathbb{Z}b_{1}+\cdots+\mathbb{Z}b_{n}=\{\sum_{i=1}^{n}r_{i}b_{i} r_{i}\in 
\mathbb{Z}(1\leq i\leq n)\} (1)

を満たすものが存在することをいう.

例2.1  n=2 のときの例を挙げる.このとき  A=\mathbb{Z}b_{1}+\mathbb{Z}b_{2} と表され,基底
となる2つのベクトルはそれぞれ以下のようになる :

. .

..

 .

 b_{2} . .
 \cdot

.
 \cdot

 b_{2} . .
 \cdot

 b_{1} : :  b_{1}
.....

[図1] 正方格子  b_{1}=(\begin{array}{l}
1
0
\end{array}) ,  b_{2}=(\begin{array}{l}
0
1
\end{array}) [図2] 六角格子  b_{1}=(\begin{array}{l}
1
0
\end{array}) ,  b_{2}=(\begin{array}{l}
\underline{1}
\frac{\sqrt{3}2}{2}
\end{array})
基底の選び方は一通りではなく,幾通りも存在することを注意しておく.

定義2.2  A の基底  (b_{1}, \cdots , b_{n}) に対して,

 d(A) :=\sqrt{|\det(b_{i},b_{j})_{1\leq i,j\leq n}|} (2)

を  A の判別式(discriminant) という.ここで  ( ,  ) は2つのベクトルの内積を表す.
 (i, j) 成分が  b_{i} , bjの内積である  n 次正方行列の行列式である.

命題2.1  A の基底  (b_{1}, \cdots , b_{n}) に対して,

 d(A)=|\det(b_{1} , b_{n})| (3)

が成り立つ.ここで  \det  (b_{1}, \cdots , b_{n}) は,  b_{1},  b_{n} を横に並べてできる  n 次正方行
列の行列式である.
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命題2.2  b_{1},  \cdot\cdot\cdot ,  b_{n}\in A に対して,

 | \det (b_{1}, \cdots , b_{n})|\leq\prod_{i=1}^{n}\Vert b_{i}\Vert (4)

が成立する (アダマールの不等式).ただし等号は 行列  (b_{1}, \cdots , b_{n}) が正則のと
き,  (b_{i}, bj)=0 (for   i\neq ののときに成立する,一般には,  b_{1},  \cdots ,  b_{n} は格子の元
でなくても,ベクトル空間  \mathbb{R}^{n} の元であればこの不等式は成立する.

2.2  \mathbb{Z}‐格子における簡約基底

定義2.3  A=\mathbb{Z}b_{1}+\cdots+\mathbb{Z}b_{n} とする.  A の基底  (b_{1}, \cdots , b_{n}) に対して,

 b_{i}^{*}:=b_{i}- \sum_{j=1}^{i-1}\mu_{ij}b_{j}^{*}, \mu_{ij}:=\frac{(b_{i},
b_{j}^{*})}{(b_{j}^{*},b_{j}^{*})} (1\leq j<i\leq n) (5)

とすると (Gram‐Schmidt の直交化法),  \mu_{ij}\in \mathbb{R} である.

例2.2  n=2,3 のとき次の図のように  b_{2}^{*},  b_{3}^{*} が順次決定される.

 \mu_{2}

 =b_{1}
 b_{1}^{*}=b_{1}

定義2.4  A=\mathbb{Z}b_{1}-+\cdots+\mathbb{Z}b_{n} とする.  A の基底  (b_{1} . , b_{n}) がLLL‐簡約基底

であるとは,定義2.3における,直交基底におけるベクトル  b_{1}^{*} , ,  b_{n}^{*} が次を満た
すときである :

 | \mu_{ij}|\leq\frac{1}{2} (1\leq j<i\leq n) , (6)

  \Vert b_{i}^{*}+\mu_{i,i-i}b_{i-1}^{*}\Vert^{2}\geq\frac{3}{4}\Vert b_{i-1}
^{*}\Vert^{2} . (7)

例2.3  n=2 のとき定義2.4は次の不等式で表せる :

(6) 式については

 | \mu_{21}|\leq\frac{1}{2} , (8)

(7) 式については,定義2.3 (Gram‐Schmidt の直交化法) より  b_{1}^{*}=b_{1},  b_{2}^{*}=b_{2}-
 \mu_{21}b_{1}^{*}=b_{2}-\mu_{21}b_{1} であるから,  b_{2}^{*}+\mu_{21}b_{1}^{*}=(b_{2}-\mu_{21}b_{1})+\mu_{21}b_{1}=b_{2} である.し
たがって

  \Vert b_{2}\Vert^{2}\geq\frac{3}{4}\Vert b_{1}\Vert^{2} , すなゎち   \Vert b_{2}\Vert\geq\frac{\sqrt{3}}{2}\Vert b_{1}\Vert (9)
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となる.(8), (9) 式より,簡約基底  (b_{1}, b_{2}) において,  b_{1} と  b_{2} を図示すると次のよう
になる.  b_{2} の終点が図の斜線部分 (帯状領域) に存在している.

1

[図5]  n=2 のときの  b_{2} の存在できる範囲

図5において,帯状領域は上下方向に無限に伸びている.

2.3  \mathbb{Z}‐格子における基底簡約アルゴリズム

A.K.Lenstra, et al. によるLLL 格子基底簡約アルゴリズムについて紹介する.基
本的な考え方や詳細については[6] に記述されている.ここでは,このアルゴリズ
ムの概要を [10] の記述に従って紹介する.

はじめに定数  \mu_{ij} , ベクトル空間  \mathbb{R}^{n} の直交基底のベクトル  b_{i}^{*} を (5) により計算
する.このとき,LLL‐簡約基底が帰納的に構成される.その帰納法は簡約基底のベ
クトルの個数  n による.最初の変数は  m=2 とする.  m>n の場合,その手続きは
終了する.このアルゴリズムの手順は主に次の3つである:

(Step A)  \mu_{m,m-1} の  fL\ovalbox{\tt\small REJECT} が  | \mu_{m,m-1}|\leq\frac{1}{2} となるようにする.もし  | \mu_{m,m-1}|>\frac{\perp}{2} なら
ば,  rarrow\{\mu_{m,m-1}\},  b_{m}arrow b_{m}-rb_{m-1} とする.ここで  \{x\} は実数  x に一番近い整数

 \mathbb{Z} の元である.  x+ \frac{1}{2}\in \mathbb{Z} のときは,  \{x\} は  x+ \frac{1}{2},  x- \frac{1}{2} のどちらかとする.このと
き  \mu_{m,m-1}arrow\mu_{m,m-1}-r となり,  | \mu_{m,m-1}|\leq\frac{1}{2} とすることができる.すべての  b_{i}^{*}
は不変のままである.

(Step B)  i=m に対して,(7) が成立するならば(Step C) に進む.そうでなければ,
 b_{m-1} と  b_{m} を入れ替える.  m>2 の場合は,  m をm‐lで置き換える.その後 (Step
A) に行く.

(Step C) (  ( Step A  ) と同様に)  j=m-2,  m-3,  \cdot\cdot\cdot , 1に対して,  \mu_{m}\dot{j} の値が
 | \mu_{mj}|\leq\frac{1}{2} となるようにする.その後,  m を1増加させる.  m>n ならばアルゴリ
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ズムは終了し,そうでなければ (Step A) に行く.

アルゴリズムのなかで,  b_{i}^{*} は成分を使って明示的に使用されないが,そのノルム
の2乗  \Vert b_{i}\Vert^{2}=(b_{i}^{*}, b_{i}^{*}) のみ使用される.このアルゴリズムが終了することを示す.

 D_{i}:=\det(b_{\mu}, b_{\nu})_{1\leq\mu,\nu\leq i} (1\leq i\leq n) (10)

を,  d(A)^{2}(=D_{n}) の小行列式とし,また,

  D:=\prod_{j=1}^{n-1}D_{j} (11)

とする.(2), (5) によって,

  D_{i}=\prod_{j=1}^{i}\Vert b_{\dot{j}}^{*}\Vert^{2} (1\leq i\leq n) (12)

を得る.(Step B) において,  b_{m-1} と  b_{m} を交換するたびに,他のすべての  D_{i} は不変
のままであるが,  D_{m-1} の値は   \frac{3}{4} に減少する.したがって,  D の値も   \frac{3}{4} となる.しか
し,  D_{i} に対し,正の下界  S_{i} で次を満たすものが存在する :

 D_{i}\geq S_{i}>0(1\leq i\leq n) (13)

したがって,アルゴリズムは有限回のステップで終了する.

2.4  \mathbb{Z}‐格子における簡約基底の性質

 \mathbb{Z}‐格子における簡約基底の性質として,次の命題を与える.証明については [6,
Prop. (1.6),(1.11),(1.12)] で述べられている.

命題2.3 [6, Prop.(1.6), (1.11), (1.12)]  (b_{1}, \cdots , b_{n}) を  A の簡約基底とする.また,
 b_{i}^{*}  (i=1,2, \cdots , n),  \mu_{ij} は定義2.3で定義した通りとする.このとき次が成立する :

(L1)  \Vert b_{j}\Vert^{2}\leq 2^{i-1}\Vert b_{\dot{i}}^{*}\Vert^{2}  (1\leq j\leq i\leq n) ,

(L2)  d( A)\leq\prod_{i=1}^{n}\Vert b_{i}\Vert\leq 2\frac{n(n-1)}{4}d(A) ,

(L3)   \Vert b_{1}\Vert\leq 2\frac{n-1}{4}d(A)^{\frac{1}{n}},

(L4)  \Vert b_{1}\Vert^{2}\leq 2^{n-1}\Vert x\Vert^{2} for  \forall_{X}\in A,  x\neq 0,

(L5)   \Vert b_{j}\Vert^{2}\leq 2^{n-1}\max\{\Vert x_{1}\Vert^{2}, \cdot\cdot\cdot , 
\Vert x_{t}\Vert^{2}\} (  1\leq j\leq t\leq n で,  x_{1},  \cdots ,  x_{t} は線型独立).
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3  \mathcal{O}_{F}‐格子での基底簡約

複素数  \alpha が有理数を係数とする,ある多項式の根であるとき,  \alpha は代数的数であ
るという.代数的数全体のつくる体  \Omega の部分体を代数体という.代数体  F は明ら

かに有理数体  \mathbb{Q} をふくみ,したがって  \mathbb{Q} 上のベクトル空間とみなせるが,この次元
が有限であるとき  F は有限次代数体であるといい,次元が無限のときは無限次代
数体という.もっとくわし  \langle,  \dim_{\mathbb{Q}}F=n<\infty のとき,  F を  n 次の代数体 (また
 F の次数は n) という.

また,複素数  \omega が有理整数を係数とする最高次係数1のある多項式の根であると
き,  \omega は代数的整数であるという.代数的整数全体の集合を  \Gamma とする.  F にふくま
れている代数的整数全体の集合  \mathcal{O}_{F}:=\Gamma\cap F を  F の整数環という.  \mathcal{O}_{F} は  F の部

分環であり,  \mathcal{O}_{F}\cap \mathbb{Q}=\mathbb{Z} である.  \mathcal{O}_{F} の元を  F の整数という.
この章の3.1∼3.3では有元平野による研究の成果を紹介する.この内容は,文

献[1],[3],[4] でも述べている.3.4では,その後の有元による研究成果を結果のみ示
す.詳細については他の機会に譲る.以降  F を有限次代数体,  \mathcal{O}_{F} を  F の整数環と
する.

3.1  \mathcal{O}_{F}‐格子の定義

定義3.1  A を  \mathcal{O}_{F}-IIffl^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} (module) とする.このとき,  A が  F^{n} 内における格子 (lattice)
であるとは,ある  F^{n} の基底  (b_{1}, \cdot\cdot , b_{n}) で,

  A=\mathcal{O}_{F}b_{1}+\cdots+\mathcal{O}_{F}b_{n}=\{\sum_{i=1}^{n}r_{i}b_{i} 
r_{i}\in \mathcal{O}_{F}(1\leq i\leq n)\} (14)

を満たすものが存在することをいう.

格子の判別式などについても同様に定義する.  F の元は実数の範囲を超えてい

ることを確認しておく.例えば今から考える虚二次体  F=\mathbb{Q}(\sqrt{m}),  m<0 には,
虚数の元が存在する.

3.2 虚二次体の具体的表示

以降,  F を2次の代数体 (二次体) とする.このとき,  \dim_{\mathbb{Q}}F=2 である.二次体
は,次のように表される.ただし  m は平方因子をもたない整数である.

 \mathbb{Q}(\sqrt{m})=\{a+b\sqrt{m}|a, b\in \mathbb{Q}\} (15)

 m>0 のとき,実二次体,  m<0 のとき,虚二次体という.二次体の整数は

(i)  m\equiv 2,3(mod 4) のとき,

 \mathcal{O}_{F}=\{a+b\sqrt{m}|a, b\in \mathbb{Z}\} (16)
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(ii)  m\equiv 1(mod 4) のとき,

  \mathcal{O}_{F}=\{a+b\cdot\frac{1+\sqrt{m}}{2}|a, b\in \mathbb{Z}\} (17)

である.

3.3  \mathcal{O}_{F}‐格子における簡約基底とその性質

代数体 (とくに二次体) への一般化を考えるとき,  F\not\subset \mathbb{R} であるから,複素ベクト
ル空間で考えなければならない.ここで,ベクトル空間  F^{n} における2つのベクト
ルの内積およびノルムを定義する.

 \mathcal{O}_{F} が最小元をもつための必要十分条件は,  F が有理数体または虚二次体である
ことである ([3, Theorem4.4], [4, Theorem3.6]). そのため,以後  F を虚二次体とする.

定義3.2  F^{n} における2つのベクトル  a=  (a_{1}, \cdots , a_{n})^{t},  b=(b_{1} ,  b譜の内積を

 (a, b)=a_{1}\overline{b}_{1}+\cdots+a_{n}\overline{b}_{n} (18)

(エルミート内積) で定義する.ここで,  \overline{b} は  b の共役な複素数である.また  F^{n} に
おけるノルムを,  x\in F^{n} にたいして,

 \Vert x\Vert:=\sqrt{(x,x)}=\sqrt{|x_{1}|^{2}+|x_{2}|^{2}++|x_{n}|^{2}} (19)

で定義する.ここで  x_{i} はベクトル  x の第  i 成分である.

定義3.3  A=\mathcal{O}_{F}b_{1}+\cdots+\mathcal{O}_{F}b_{n} とする.  A の基底  (b_{1}, \cdots , b_{n}) に対して,

  b_{i}^{*}:=b_{i}-\sum_{j=1}^{i-1}\mu_{ij}b_{j}^{*}, \mu_{ij}:=\frac{(b_{i},
b_{j}^{*})}{(b_{j}^{*},b_{j}^{*})}(1\leq j<i\leq n) (20)

とすると,  \mu_{ij}\in \mathbb{C} である.

次に  \mathcal{O}_{F}‐格子における簡約基底を定義する.A.K.Lenstra, et al. による  \mathbb{Z}‐格子に
おける簡約基底の定義 (定義2.4) と同様にして次のように定義する:

定義3.4  A=\mathcal{O}_{F}b_{1}+\cdots+\mathcal{O}_{F}b_{n} とする.  A の基底  (b_{1}, \cdots , b_{n}) がLLL‐簡約基

底であるとは,定義3.3における,直交基底におけるベクトル  b_{1}^{*} , ,  b_{n}^{*} が次を満
たすときである :

 | \mu_{ij}|\leq\frac{1}{2} (1\leq j<i\leq n) , (21)

  \Vert b_{i}^{*}+\mu_{i,i-1}b_{\dot{i}-1}^{*}\Vert^{2}\geq\frac{3}{4}\Vert b_{i
-1}^{*}\Vert^{2} . (22)
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 \mathcal{O}_{F} 格子における簡約基底においても,A.K.Lenstra, et al. による  \mathbb{Z}‐格子におけ
る簡約基底の性質 (命題2.3) と同様の結果が得られる.それを証明なしで述べる.

命題3.1 [3, Theorem3.3]  F を虚二次体,  (b_{1}, \cdots , b_{n}) を  A の簡約基底とする.ま
た,  b_{\dot{i}}^{*}  (i=1,2, \cdots , n),  \mu_{ij} は定義3.3で定義した通りとする.このとき次が成立
する :

(L1)  \Vert b_{j}\Vert^{2}\leq 2^{i-1}\Vert b_{i}^{*}\Vert^{2}  (1\leq j\leq i\leq n) ,

(L2)  d( \Lambda)\leq\prod_{i=1}^{n}\Vert b_{i}\Vert\leq 2\frac{n(n-1)}{4}d(\Lambda) ,

(L3)   \Vert b_{1}\Vert\leq 2\frac{n-1}{4}d(A)^{\frac{1}{n}},
(L4)  \Vert b_{1}\Vert^{2}\leq 2^{n-1}\Vert x\Vert^{2} for  \forall_{X}\in\Lambda,  x\neq 0,

(L5)   \Vert b_{j}\Vert^{2}\leq 2^{n-1}\max\{\Vert x_{1}\Vert^{2}, \cdot\cdot\cdot , 
\Vert x_{t}\Vert^{2}\} (  1\leq j\leq t\leq n で,  x_{1},  \cdot\cdot\cdot ,  x_{t} は線型独立).

3.4  \mathcal{O}_{F}‐格子における簡約基底の存在性

有元平野による定義3.4  \ovalbox{\tt\small REJECT} こおいて,簡約基底が常に存在するように定義を見直
す.ここではその結果のみ述べ,詳細については別の機会に譲ることにする.

ここで,  F はガウスの数体,すなわち,  F=\mathbb{Q}(\sqrt{-1}) とする.このとき,  \mathcal{O}_{F}=

 \mathbb{Z}[\sqrt{-1}]=\{a+b\sqrt{-1}|a, b\in \mathbb{Z}\} . である.

定義3.5  F=\mathbb{Q}(\sqrt{-1}) とする.また,  A=\mathcal{O}_{F}b_{1}+\cdots+\mathcal{O}_{F}b_{n} とする.  A の基
底  (b_{1} . , b_{n}) が擬 LLL‐簡約基底であるとは,定義3.3における,直交基底におけ
るベクト)  \triangleright b

 *

l, ’ ,  b_{n}^{*} が次を満たすときである :

 | \mu_{ij}|\leq\frac{\sqrt{2}}{2} (1\leq j<i\leq n) , (23)

  \Vert b_{\dot{i}}^{*}+\mu_{i,i-1}b_{i-1}^{*}\Vert^{2}\geq\frac{3}{4}\Vert b_{i
-1}^{*}\Vert^{2} . (24)

命題3.2  F=\mathbb{Q}(\sqrt{-1}) とする.このとき定義3.5で定義された擬 LLL‐簡約基底

は常に存在する.そこで  (b_{1}, \cdots , b_{n}) を  A の擬 LLL‐簡約基底とし,また,  b_{i}^{*}(i=
 1,2 , ,  n),  \mu_{ij} は定義3.3で定義した通りとする.このとき次が成立する :

(L1)  \Vert b_{j}\Vert^{2}\leq 4^{i-1}\Vert b_{i}^{*}\Vert^{2}  (1\leq j\leq i\leq n) ,

(L2)  d( \Lambda)\leq\prod_{i=1}^{n}\Vert b_{i}\Vert\leq(2^{n}-1)d(\Lambda) ,

(L3)   \Vert b_{1}\Vert\leq(\frac{4^{n}-1}{3})^{\frac{1}{2n}}d(A)^{\frac{1}{n}},
(L4)  \Vert b_{1}\Vert^{2}\leq 4^{n-1}\Vert x\Vert^{2} for  \forall_{X}\in\Lambda,  x\neq 0,

(L5)   \Vert b_{j}\Vert^{2}\leq 4^{n-1}\max\{\Vert x_{1}\Vert^{2}, \cdot\cdot\cdot , 
\Vert x_{t}\Vert^{2}\} (  1\leq j\leq t\leq n で,  x_{1},  \cdots ,  x_{t} は線型独立).
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