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Higson コンパクト化は,非コンパクトな完備リーマン多様体に対する指数定
理の研究において Higson によって導入されたコンパクト化であり ([10, Chapter
5] ) , 粗幾何学 (coarse geometry) における基本概念の1つである ([11, Section 2.3]).
一方,Wallman コンパクト化 (または,Wallman‐Frink コンパクト  fb , Wallman‐
Shanin コンパクト化) は,Wallman 基と呼ばれる閉集合基を用いて定義されるコ
ンパクト化である ([14], [12], [6]). この2つのコンパクト化に関して,Álvarez
López and Candel [1, p.1692] は次の問題を提起した.

問題1 (  A\ovalbox{\tt\small REJECT} lvarez López and Candel [1]). 任意の Higson コンパクト化は,Wallman
型コンパクト化であるか?

本稿では,問題1について解説するとともに,問題1が肯定的であるための十
分条件を報告する.

以下 ,  \mathbb{N} は正の整数全体のなす集合を,  \mathbb{Z} は整数全体のなす集合を,  \mathbb{R} は通常の
距離をもつ実数直線を表し,  a,  b\in \mathbb{R} に対して

 [a, b]=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x\leq b\}, [a, \infty)=\{x\in \mathbb{R}:x\geq a
\}

とする.距離空間 (X, のと  x\in X と  R>0 に対して  x を中心とする  R‐開球を
 B(x, R) で表し,  E\subset X と  R>0 に対して  B(E,  R)=\bigcup_{x\in E}B(x, R) とする.本
稿を通じて,空間は空でない完全正則かつ Hausdorfff な位相空間を表す.また,空
間Xの位相濃度 (weight) は,Xの開基の濃度の最小値を意味する.
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1. HIGSON コンパクト化

論文 [7, Section 1] に従ってHigson コンパクト化の定義を振り返る (Gelfand‐
Naimark の定理を用いた同値な定義については [10, Section 5.1], [11, Section 2.3]
を参照).Higson コンパクト化は,固有な距離空間に対して定義される.ここで,
距離空間 (X, のが固有 (proper) であるとは,Xの任意の有界閉集合がコンパク
トであるときをいう.以降,固有な距離空間はすべて非有界であるとする.

定義2. 固有な距離空間  (X , の上の有界な連続関数  f : X  arrow \mathbb{R} がHigson 関
数であるとは,任意の  \varepsilon>0 と任意の  R>0 に対して有界集合  B\subset X が存在し,
 x_{1},  x_{2}\in X\backslash B かつ  d(x_{1}, x_{2})\leq R ならば  |f(x_{1})-f(x_{2})|\leq\varepsilon であるときをいう.

例3. (1) 任意の定値関数は Higson 関数である.
(2) 固有な距離空間 X上の任意の  C_{0} 関数,すなわち,次を満たす関数はHigson

関数である: 任意の  \varepsilon>0 に対して,あるコンパクト集合  K\subset X が存在して,
任意  x\in X\backslash K に対して  |f(x)|\leq\varepsilon である.

(3) 関数  f :  [0, \infty)arrow \mathbb{R};x\mapsto\sin x t
 \}

は Higson 関数でない.
(4) 関数   g:[0, \infty)arrow \mathbb{R};x\mapsto\sin 面はHigson 関数である.

定義4. 固有な距離空間 XのHigson 関数全体のなす集合を  C_{h}(X) で表す.各
 f\in C_{h}(X) に対して,

  \Vert f\Vert=\sup\{|f(x)| :x\in X\}, I_{f}=[-\Vert f\Vert, \Vert f\Vert]

と表す.集合  C_{h}(X) はXの点と閉集合を分離するので,写像

 e_{X}: Xarrow\prod_{f\in C_{h}(X)}I_{f};x\mapsto(f(x))_{f\in C_{h}(X)}
は(位相的な) 埋め込み写像である.従って,値域  e_{X}(X) の  H_{f\in C_{h}(X)}^{I_{f}} における
閉包は,Xのコンパクト化を与える.このコンパクト化を Xの Higson コンパ
クト化といい,  hX で表す.各点  x\in X を  e_{X}(x)\in hX と同一視することにより,
Xを  hX の部分集合とみなす.

注意5. 固有な距離空間 XのHigson コンパクト化  hX は,次を満たすコンパク
ト化として特徴づけられる: 任意の有界な連続関数  f : X  arrow \mathbb{R} に対して,  f が

Higson 関数であるための必要十分条件は,  f が  hX 上の連続関数に拡張できるこ
とである ([7, Proposition 1] 参照).

注意6. 固有な距離空間 XのHigson コンパクト化  hX の位相濃度は連続体濃度
 2^{\aleph_{0}} である.実際,Xは固有なので可分である.よって  hX も可分なので,  hX の
位相濃度は  2^{\aleph_{0}} 以下である ([5, Theorem 1.5.7] 参照). 一方,  hX は可算離散空間
 \mathbb{N} のČech‐Stone コンパクト化  \beta \mathbb{N} と同相な部分空間をもつので,  hX の位相濃度
は  2^{\aleph_{0}} 以上である ([5, Corollary 3.6.12] 参照).

特に,  hX は距離化可能でない.
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注意7. 固有な距離空間 XのHigson コンパクト化  hX の剰余  hX\backslash X は,Xの
Higson コロナと呼ばれる.Xは局所コンパクトなので,Xは  hX の開集合であ
る.従って,  X のHigson コロナはコンパクトである.

Higson コロナは粗同値で不変な位相空間である.ここで,粗同値とは,粗幾何
学において2つの距離空間を同じとみなす概念で,次で定義される.

定義8 ([8, Definition 1.4.4] 参照). 2つの距離空間 (X,  d_{X} ) と  (Y, d_{Y}) が粗同値
(coarsely equivalent) であるとは,次を満たす (連続とは限らない) 写像  f :  Xarrow

 Y が存在するときをいう:

(1) 次を満たす単調非減少な関数  \rho_{-},  \rho+ :  [0, \infty )  arrow[0, \infty ) が存在する:
(i)   \lim_{tarrow\infty}\rho_{-}(t)=-,

(ii) 任意の  x,  x'\in X に対して

 \rho_{-}(d_{X}(x, x'))\leq d_{Y}(f(x), f(x'))\leq\rho_{+}(d_{X}(x, x')) .

(2)  B(f(X), S)=Y を満たす  S>0 が存在する.

例9. (1) 任意の有界な距離空間は,1点からなる距離空間と粗同値である.
(2) ユークリッド空間  \mathbb{R}^{n} は,整数座標をもつ点全体のなす部分距離空間  \mathbb{Z}^{n} と粗

同値である.

(3) 実数直線  \mathbb{R} における2つの部分距離空間  \mathbb{Z} と  \{n^{2} :n\in \mathbb{N}\} は,粗同値でない.
(4) 有限生成群  G の2つの対称な生成系  \Sigma,  \Sigma' に対して定義される語長距離 (word

length metric) を  d_{\Sigma},  d_{\Sigma'} で表すとき,2つの距離空間  (G, d_{\Sigma}) と  (G, d_{\Sigma'}) は粗
同値である ([8, Theorem 1.3.12] 参照). より一般に,任意の可算群は左不変で
一様離散かつ固有な距離をもち,そのような距離は粗同値を除いて一意的で
ある ([8, Proposition 1.2.2 and Example 1.4.7] 参照).

注意10. 2つの距離空間 Xと  Y が粗同値であれば,それらのHigson コロナ  hX\backslash X
と  hY\backslash Y は同相である ([11, Corollary 2.42]). この意味で,Higson コロナは粗同
値で不変な位相空間である.

2. WALLMAN 型コンパクト化

定義 11. 空間 Xの部分集合族  \mathcal{L} が次の5つの条件を満たすとき,  \mathcal{L} を Xの
Wallman 基という:

(i)  A,  B\in \mathcal{L} ならば,  A\cup B\in \mathcal{L} かつ  A\cap B\in \mathcal{L} である.
(ii)  \emptyset,  X\in \mathcal{L} である.

(iii)  \mathcal{L} は  X の閉集合基である,すなわち,  \mathcal{L} は  X の閉集合族であって,任意の  X

の閉集合  F と任意の  x\in X\backslash F に対し,  F\subset A\ovalbox{\tt\small REJECT} x を満たす  A\in \mathcal{L} が存在
する.
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(iv) 任意の  A\in \mathcal{L} と任意の  x\in X\backslash A に対し,  x\in B かつ   A\cap B=\emptyset を満たす
 B\in \mathcal{L} が存在する.

(v)  A,  B\in \mathcal{L} かつ   A\cap B=\emptyset ならば,  C,  D\in \mathcal{L} が存在して  A\cap C=\emptyset=B\cap D

かつ  C\cup D=X を満たす.

 \mathcal{L} を空間 XのWallman 基とする.Xの部分集合族  p が  \mathcal{L}- フィルターであると

は,次の条件を満たすときをいう:

(1)  p\subset \mathcal{L}.

(2)  A,  B\in p ならば,  A\cap B\in p.

(3)  A\in p かつ  A\subset B\in \mathcal{L} ならば,  B\in p.

さらに,  \mathcal{L}‐フィルター  p が包含関係で極大なとき,  p を  \mathcal{L}‐超フィルターという.X
の  \mathcal{L}‐超フィルター全体を  w_{\mathcal{L}}X で表す.また,  A\in \mathcal{L} と  x\in X に対して

 S(A)=\{p\in w_{\mathcal{L}}X:A\in p\}, p_{x}=\{B\in \mathcal{L}:x\in B\}

とおく.このとき,次が成り立つ ([9, Section 4.4] 参照):

(1) 集合族  \{S(A) : A\in \mathcal{L}\} は集合  w_{\mathcal{L}}X の(ある位相の) 閉集合基である.以下,
 w_{\mathcal{L}}X はこの閉集合基で生成される位相をもつとする.

(2) 空間  w_{\mathcal{L}}X はコンパクトである.
(3) 写像  e_{X} :  Xarrow w_{\mathcal{L}}X;x\mapsto p_{x} は(位相的な) 埋め込み写像で,値域  e_{X}(X) は

 w_{\mathcal{L}}X で稠密である

この  w_{\mathcal{L}}X を,Wallman 基  \mathcal{L} に関する XのWallman コンパクト化という.各
点  x\in X を  e_{X}(x)\in w￡X と同一視することにより,Xを  w_{\mathcal{L}}X の部分集合とみ
なす.空間 Xの2つのコンパクト化  c_{1}X と  c_{2}X が同値 (equivalent) であると
は,同相写像  f :  c_{1}Xarrow c_{2}X が存在して  f[x=id_{X} を満たすときをいう.空間  X

のコンパクト化  \gamma X が,Xのある Wallman 基に関する Wallman コンパクト化と
同値であるとき,そのコンパクト化  \gamma X をWallman 型コンパクト化という.

例12. (1) 任意の空間 XのČech‐Stone コンパクト化はWallman 型である.実際,
Xの零集合全体のなす集合族が対応する Wallman 基である.ここで,  Z\subset X

がXの零集合 (zero‐set) であるとは,X上のある実数値連続関数  f :  Xarrow \mathbb{R}

を用いて  Z=f^{-1}(\{0\}) と表されるときをいう.

(2) 任意の局所コンパクト空間 Xの一点コンパクト化は Wallman 型である.実
際,集合族 {  K,  c1_{X}(X\backslash K) :  K はX のコンパクト部分集合}が対応する
Wallman 基である.ここで,  c1_{X}(X\backslash K) は  X\backslash K のXにおける閉包を表す.

最小の非可算基数を瓦で表し,瓦の次に大きい非可算基数を蝿で表す.次が
知られている:

定理13 (Bandt [2]). 空間 Xのコンパクト化  \gamma X の位相濃度が高以下であると
き,  \gamma X はWallman 型である.特に,距離化可能なコンパクト化は Wallman 型で
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ある.また,連続体仮説の下では,任意の可分空間のコンパクト化は Wallman 型
である.

定理14 (Ul’janov [13]). 基数  \tau が   2^{\tau}\geq 蝿を満たすとする.このとき,次を満た
す空間 X とそのコンパクト化  \gamma X が存在する.

(1)  X の濃度は  \tau である.
(2)  \gamma X の位相濃度は  2^{\tau} である.
(3)  \gamma X はWallman 型でない.

固有な距離空間は可分である.よって,定理13より,連続体仮説の下で問題1
は肯定的である.次節では,ZFC の下で Higson コンパクト化が Wallman 型であ
るための固有な距離空間に対する十分条件を報告する.

3. HIGSON コンパクト化が WALLMAN 型であるための十分条件

距離空間  (X , のと  A,  B\subset X に対して,

diam  A= \sup\{d(x, y) : x, y\in A\},

 d(A, B)= \inf\{d(x, y) : x\in A, y\in B\}

とおく.ここで,   \sup\emptyset=0,  inf\emptyset=\infty とし,  A が非有界のときは   \sup A=\infty と
表す.Xの部分集合族  \mathcal{F} に対し

mesh   \mathcal{F}=\sup\{ diam F  : F\in \mathcal{F}\}

とする.部分集合族  \mathcal{F} のmesh  \mathcal{F} が有限であるとき,  \mathcal{F} は一様有界 (uniformly
bounded) であるという.

距離空間 Xの部分集合族  \mathcal{F} が有界有限 (boundedly finite) であることを,任
意の Xの有界集合  B に対して  \{F\in \mathcal{F}: B\cap F\neq\emptyset\} が有限であるとして定め

る.距離空間における有界有限な部分集合族は局所有限である.また,固有な距
離空間における局所有限な部分集合族は有界有限である.

定義15. 正数  R に対して,距離空間  (X, d) の部分集合族  \mathcal{F} が次を満たすとき,  \mathcal{F}

はHW(R) を満たすという:

 \forall \mathcal{F}'\subset \mathcal{F} (  \cap \mathcal{F}'=\emptyset\Rightarrow ヨ  F,  F'\in \mathcal{F}'(d(F, F')\geq R) ).

距離空間 Xが(HW) を満たすとは,任意の  R>0 に対して,HW(R) を満たし
有界有限で一様有界な Xの被覆が存在するときをいう.

条件  (HW) は粗同値に関して不変である.すなわち,次が成り立つ.

命題16. 2つの距離空間 X と  Y が粗同値であり,Xが  (HW) を満たすとする.こ
のとき  Y も  (HW) を満たす.
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証明.定義8の条件を満たす写像  f : X  arrow Y,  \rho_{-},  \rho+ :  [0, \infty )  arrow[0, \infty ) と定
数  S>0 をとる.  Y が  (HW) を満たすことを示すため,  R>0 を任意にとる.
 \rho_{-}(r)>R+2S を満たす  r>0 をとり,  HW(r) を満たし有界有限で一様有界な
Xの被覆  \mathcal{F}_{X} をとって  \mathcal{F}_{Y}=\{B(f(F), S) : F\in \mathcal{F}_{X}\} とおく.このとき  \mathcal{F}_{Y} は

HW(R) を満たし有界有限で一様有界な  Y の被覆である.  \square 

次が本稿の主結果である.

定理17. (HW) を満たす任意の固有な距離空間の Higson コンパクト化は,Wall‐
man 型である.

証明の概略.  (X , のを  (HW) を満たす固有な距離空間とする.非負整数全体のな
す集合を  \omega で表す.

まず,Xの部分集合族の列  \{\mathcal{F}_{i}\}_{i\in\omega} と狭義単調増加な関数  s :  \omegaarrow\omega を,各
  i\in\omega に対して次の4条件を満たすようにとる:

(1)  \mathcal{F}_{i} は有界有限で一様有界な Xの閉被覆である.
(2)  i\geq 1 かつ  F\in \mathcal{F}_{i} ならば,  F=\cup\{F'\in \mathcal{F}_{i-1} :F'\subset F\} である.
(3) mesh  \mathcal{F}_{i}<s(i) である
(4)  \mathcal{F}_{i} はHW(i) を満たす.

各   i\in\omega に対し,

 \mathcal{F}_{\dot{i}}'=\{F_{1}\cap\cdots\cap F_{n}:F_{1}, F_{n}\in \mathcal{F}_
{i}, n\in \mathbb{N}\}

とおく.  K_{0}  \oplus \mathcal{F}Ó  \backslash  \{\emptyset\} をとり固定し,帰納的に

  K_{n+1}=\cup\{F\in \mathcal{F}_{n+1}' :B(K_{n}, s(n+1))\cap F\neq\emptyset\}, 
n\in\omega
で定める.各   n\in\omega と  i\leq n に対して

 \mathcal{F}_{i}^{n}=\{F\in \mathcal{F}_{i}':F\subset K_{n}\}

とおく.関数  f :  \omegaarrow\omega で   \lim_{narrow\infty}f(n)=\infty を満たすもの全体のなす集合を  \omega^{\uparrow\omega}

で表し,

  \Phi=\{f\in\omega^{\uparrow\omega}:\forall n\in\omega(f(n)\leq\min\{n, f(n+1)
\})\}

とおく . 各   f\in\Phi に対して

  \mathcal{S}_{f}=\{\bigcup_{n\in\omega}\cup \mathcal{J}_{n}: (み)  \in H^{\mathcal{P}(\mathcal{F}_{f(n)}^{n})}n\in\omega\}
(ただし,  \mathcal{P}(\mathcal{F}_{f(n)}^{n}) は  \mathcal{F}_{f(n)}^{n} のべき集合を表す) と定め,

 \mathcal{L}= {  C\cup S :  C は X のコンパクト部分集合,  S \in\bigcup_{f\in\Phi}\mathcal{S}_{f} }
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とおく.このとき  \mathcal{L} がXのWallman 基であり,  \mathcal{L} に関する XのWallman コンパ
クト化が  X のHigson コンパクト化と同値であることが確かめられる.  \square 

4. HIGSON コンパクト化が WALLMAN 型である固有な距離空間の例

例18. 実数直線  \mathbb{R} は(HW) を満たす.実際,任意の  R>0 に対して

 \{[jR, (j+1)R]:j\in \mathbb{Z}\}

がHW(R) を満たし有界有限で一様有界な  \mathbb{R} の被覆である.よって,  h\mathbb{R} はWallman
型である.

条件 (HW) は有限積をとる操作で閉じる.ただし,2つの距離空間 (X,  d_{X} ) と
 (Y, d_{Y}) の直積  X\cross Y は  \ell_{2}‐距離をもつとする.すなわち,各  (x, y),  (x', y')\in X\cross Y
に対して

 d_{2}((x, y), (x', y'))=\sqrt{d_{X}(x,x)^{2}+d_{Y}(y,y)^{2}},
で定義される距離  d_{2} をもつとする.

命題 19. 距離空間 X と  Y が共に  (HW) を満たすとする.このとき X  \cross Y も

 (HW) を満たす.

証明.正数  R>0 を任意にとり,X と  Y のそれぞれに対して,HW(R) を満たし
有界有限で一様有界な被覆  \mathcal{F}_{X} と  \mathcal{F}_{Y} をとる.このとき,集合族

 \{F_{X}\cross F_{Y}:F_{X}\in \mathcal{F}_{X}, F_{Y}\in \mathcal{F}_{Y}\}

はHW(R) を満たし有界有限で一様有界な  X\cross Y の被覆である.  \square 

例18と命題19より次を得る.

系20. 任意のユークリッド空間  \mathbb{R}^{n} は  (HW) を満たす.特に,  h\mathbb{R}^{n} はWallman 型
である.

粗幾何学における次元概念として,Gromov による漸近次元(asymptotic dimen‐
sion) がよく知られている ([3], [4], [8, Chapter 2], [11, Chapter 9] を参照). 距離
空間 (X, のの漸近次元が  n 以下であるとは,任意の  T>0 に対して次の3条件を
満たす  n+1 個の Xの部分集合族  u_{0},  \mathcal{U}_{n} が存在するときをいう:

(1)   \bigcup_{i=0}^{n} 必はXを被覆する.
(2) 各必は一様有界である.
(3) 各  u は  r‐disjointである.すなわち,各  U,  U'\in \mathcal{U}_{i} に対し,  U\neq U' ならば

 d(U, U')\geq r である.

命題21. 漸近次元1以下の固有な距離空間は (HW) を満たす.
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証明の概略.Xを漸近次元1以下の固有な距離空間とする.Xが  (HW) を満たす

ことを示すため,任意に  R>0 をとる.このとき,一様有界で3  R‐disjoint なXの
部分集合族  u_{0},  u_{1} であって,  \mathcal{U}_{0} 火  u_{1} がXを被覆するものがとれる.

各  U\in \mathcal{U}_{0} に対し,  V_{U} を次で定める:  d(U', U)<R を満たす各  U'\in u_{1} につい
て  d(x_{u\prime}, U)<R を満たす  x_{U'}\in U' をとり,

 V_{U}=U\cup\{x_{U'} :U'\in u_{1}, d(U', U)<R\}

とおく.

 \mathcal{V}_{0}=\{V_{U} : U\in \mathcal{U}_{0}\} とおき,  \mathcal{F}=\mathcal{V}_{0}\cup u_{1} とする.このとき  \mathcal{F} はHW(R) を満
たし有界有限で一様有界な Xの被覆である.  \square 

例22.  T を各頂点が有限次数 (finite degree) をもつ木 (tree) とする.すなわち,  T

はサイクルをもたない連結グラフであって,各頂点からでる辺の本数は高々有限
であるとする.また,  T の各辺の長さは1であるとし,2点  x,  y\in T の距離  d(x, y)
は  x と  y を結ぶ最短の道 (path) の長さで定義されているとする.このとき  T は
固有な距離空間であり,  T の漸近次元は1以下である ([11, Proposition 9.8] 参照).
よって命題21より  T は  (HW) を満たす.特に  hT はWallman 型である.

漸近次元がある整数以下である距離空間は漸近次元が有限であるといい,そう
でない距離空間は漸近次元が無限であるという.

例23. 整数のなす加法群  \mathbb{Z} の可算直和  \oplus 淫  1\mathbb{Z} は,  \mathbb{Z} の可算直積  \mathbb{Z}^{\mathbb{N}} の部分集合

{  (x_{k})\in \mathbb{Z}^{N} :  \{k\in \mathbb{N} :  x_{k}\neq 0\} は有限 }
として定義される.ここで,  \oplus_{k=1}^{\infty}\mathbb{Z} は次で定まる固有な距離  d をもつとする.

 d((x_{k}), (y_{k}))= \sum_{k=1}^{\infty}k|x_{k}-y_{k}|, (x_{k}), (y_{k})
\in\bigoplus_{k=1}^{\infty}\mathbb{Z}.
このとき  \oplus_{i=1}^{\infty}\mathbb{Z} の漸近次元は無限である ([8, Example 2.6.1] 参照). 一方,  \oplus_{i=1}^{\infty}\mathbb{Z}
は  (HW) を満たす.実際,任意の  R>0 に対して  \mathcal{I}=\{[jR, (j+1)R]\cap \mathbb{Z}:j\in \mathbb{Z}\}
とおき,  i_{R}>R を満たす  i_{R}\in \mathbb{N} をとって

  \mathcal{F}=\{\prod_{k=1}^{i_{R}}I_{k}\cross\prod_{k=i_{R}+1}^{\infty}\{n_{k}
\}:I_{1}, I_{i_{R}}\in \mathcal{I}, (n_{k})\in\bigoplus_{k=1}^{\infty}\mathbb{Z}
\}
とおけば,  \mathcal{F} はHW(R) を満たし有界有限で一様有界な  \oplus_{\dot{i}=1}^{\infty}\mathbb{Z} の被覆である.

5. 問題

次の問題が肯定的であれば, 定理17より問題1も肯定的である.

問題24. 任意の固有な距離空間は  (HW) を満たすか?

以下の問題についても分かっていない.
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問題25. 固有な距離空間 XのHigson コンパクト化が Wallman 型であるとき,X
は  (HW) を満たすか?

命題19と命題21に関連して,以下の問題も考えられる.

問題26. (HW) を満たす距離空間の部分距離空間は  (HW) を満たすか?

問題27. 距離空間 Xの2つの部分距離空間  A,  B が共に  (HW) を満たし  A\cup B=X

であるとき,X は  (HW) を満たすか?

問題28. 漸近次元が有限な距離空間は  (HW) を満たすか?
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