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一般射影極限による平面へ埋め込み不可能な

一次元連続体の簡単な構成法について
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閉区間上の連続写像で構成された射影系の極限は,退化でないならば平面へ埋め込
み可能な一次元連続体となることが知られている.一方で、任意の n=1,2 , . . . ,  \infty

について,閉区間上の上半連続関数の列で構成された一般射影系の極限による,次元
 n を持つ連続体の構成が知られている.本稿では,閉区間上の上半連続関数からなる
一般射影極限が平面に埋め込み不可能な一次元連続体となる十分条件について,得
られた結果 ([2]) を紹介する.

1 一般射影極限

コンパクト距離空間上の連続写像からなる射影系の極限は,連続体の位相的性質
を解析する基本的な道具である.2004年に Mahavier ([6]) によって,簡単な因子空間
の射影極限の形式でより多くの複雑な連続体を表現する試みがなされ,単位閉区間
 [0,1] を因子空間とした一般射影極限の概念が導入された.また,2006年にIngram,
Mahavier ([4]) によって,一般のコンパクト距離空間を因子空間とした一般射影極限
が,次のように定義された.

定義1.1. 任意の  n\in \mathbb{N} について,  X_{n} をコンパクト距離空間,  2^{x_{n}} を  X_{n} 上の空で
ない閉集合とし,  f_{n} :  X_{n+1}arrow 2^{X_{n}} を集合値関数とする.このとき,列  \{X_{n}, f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}
を一般射影系 (generalized inverse sequence) と呼び,その一般射影極限 (generalized
inverse limit)  1\dot{{\imath}}marrow\{X_{n}, f_{n}\} を次で定義する.

  \lim_{arrow}\{X_{n}, f_{n}\}  := \{(x_{1}, x_{2}, \ldots)\in\prod_{n=1}^{\infty}X_{n}  x_{n}\in f_{n}(x_{n+1}) for any  n\in \mathbb{N}\}.
  \lim\{X_{n}, f_{n}\} は,積位相を導入した   \prod_{n=1}^{\infty}X_{n} の部分空間とする.
 arrow

特に,各  n  \in  \mathbb{N} について  X_{n}  =  X かつ  f_{n}  =  f であるとき,一般射影極限を
  \lim\{X, f\} と表記することにする.
 arrow
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2 平面に埋め込み不可能な一次元連続体

本稿では因子空間を閉区間  \mathbb{I} とした一般射影極限について扱う.閉区間上の連続

写像による射影極限は,平面に埋め込み可能かつ,次元が高々 1であることが知られ
ている.一方で,任意の  n=1,2 , . . .  \infty に対して,次元  n を持つ連続体となるような,
閉区間の一般射影極限の構成が知られている.よって,一次元連続体となるような極
限を生成する一般射影系は,連続写像による射影系とよく似たものであると言って
よいであろう.一般射影極限が一次元連続体となるような射影系を構成する上半連

続関数の例として次のような例がある.

例2.1. ([1, 3]) 上半連続関数  f :  [0,1]arrow 2^{[0,1]} を,次で定義する.

 f(x):=\{\begin{array}{ll}
[0,1]   if x=0
\{1-x\}   if x\in(0,1].
\end{array}
例2.1における写像  f は,テント写像のグラフへ微小に変化させたものと考えるこ

とができる ([1]). 具体的には,  c\in(0,1) をとる.  [0,1] から自身への連続写像につい
て,写像のグラフが  [0,1  ]^{} において  (0,0),  (c, 1) を結ぶ直線と,(c, 1), (1,0) を結ぶ直
線の和と一致するとき,これをテント写像と呼び冗と書く.ここで,例2.1における
 f は  c=0 としたテント写像  T_{0} と考えることができる.テント写像  T_{c} について,  c

が開区間  (0,1) のどの点であったとしても   \lim_{arrow}\{[0,1], T_{c}\} はBJK horseshoe と呼ばれ

る,平面に埋め込み可能な一次元連続体と同相であることが知られている.その一方
で,   \lim_{arrow}\{[0,1], f\} は一次元連続体であるものの,平面に埋め込み不可能であることが

知られている ([3]).

 0 1

図1: 例2.1の  f=T_{0} グラフ (左) とテント写像冗のグラフ(右)
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以上を背景として,上半連続関数が平面へ埋め込み不可能な一般射影極限を生成
するための十分条件に関する次の結果を得た.

定理2.2. ([2])  n\in \mathbb{N}_{\geq 2} をとる.  g:\mathbb{I}arrow \mathbb{I} を全射かつ区分的に狭義単調であるよう
な連続写像とし,  g が素周期  n の周期点  p を持つとする.  L を  p,  g(p)\in L を満たす
閉区間とする.このとき,集合値関数  f :  \mathbb{I}arrow 2^{\mathbb{I}} について  G(g)\cup(\{p\}\cross L)=G(f)
ならば   \lim\{\mathbb{I}, f\} は平面へ埋め込み不可能な一次元連続体である.ただし,  G(g)=

 arrow

 \{(x, y)|y=g(x)\},  G(f)=\{(x, y)|y\in f(x)\} とする.

特に定理2.2における   \lim\{\mathbb{I}, f\} の平面への埋め込み不可能性について,  p が2以
 arrow

上の素周期を持った  g の周期点であることに注意しながら,  f による  p の軌道を考え
ることで,   \lim_{arrow}\{\mathbb{I}, f\} が互いに交わらない非可算の triodic な連続体を含むことが示さ

れる.また,Moore [5] によって示された,平面は互いに交わらない非可算の triodic
な連続体を包含できないという事実から結果を得る.

例2.1について,  g:[0,1]arrow[0,1] を  g(x)=1-x,  p=0,  L=[0,1] とおけば,  f は
定理2.2の仮定を満たすことがわかる.
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