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On the resolvent of the sum of maximal monotone

operators*

秋田県立大学 システム科学技術学部 † 松下 慎也 ‡ (Shin‐ya Matsushita)

1 はじめに

次の問題を考える:

find u\in H s.t.  z\in(I+A+B)(u) , (1.1)

ただし、  z はヒルベルト空間  H の点、  A,  B:H\supset H は極大単調 (2章参照) とする。(1.1) を満た

す点  u 全体の集合を  S、つまり、  S=\{v\in H:z\in(I+A+B)(v)\} と表す。問題 (1.1) は画像ノ

イズ除去問題や複数個ある凸集合の共通部分に対する射影を求める問題 (最良近似問題) に応用で

きる数理モデルとして知られている [1, 2, 4] 。

本論文では、問題 (1. 1) にDouglas‐Rackdord の分割法 [5] を適用することを考える。問題 (1. 1)

に対する Douglas‐Rackdord の分割法は以下のようになる

 x_{0} \in H, x_{k+1}=\frac{1}{2}(x_{k}+R_{B}(R_{I-z+A}(x_{k}))) (k=0,1,2, 
\ldots) , (1.2)
ただし、  I は  H 上の恒等写像、  R_{I-z+A}=2J_{I-z+A}-I_{\ovalbox{\tt\small REJECT}} RB  =2J_{B}-I_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}J_{B} は集合値写像  B に

対するリゾルベントと呼ばれ、次のように定義される。

 J_{B}(x)=\{u\in H:x\in(I+B)(u)\} . (1.3)

特に極大単調作用素に対するリゾルベントは一価写像となることが知られている [2, 6, 7] 。本論文
を通して、  A と  B のリゾルベント  J_{A} と  J_{B} は容易に計算できると仮定する。リゾルベントの定

義(1.3) から、問題 (1.1) は集合値写像  A と  B の和  A+B の点  z におけるリゾルベント  J_{A+B}(z)

を求める問題と解釈できる。問題 (1.1) の解が存在するとき、Combettes による結果 [3, Theorem

2.1] を用いることで点列  \{J_{I-z+A}(x_{k})\} が解に強収束することが保障される。
本論文では、以下の内容について考察する。

(1) 問題 (1.1) の解の存在性について。

(2) リゾルベント  J_{I-z+A} 構成方法について。
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問題 (1.1) の解の存在を保証する条件として制約想定がある。  A と  B が適当な制約想定

(domA  \cap int domB  \neq\emptyset など) を満たす時、  A+B は極大単調性となる。このとき、  I+A+B の

値域が全空間  H と一致するため、問題 (1.1) の解が存在する。しかしながら、制約想定を確認する
ためには、対象とする作用素の定義域に関する情報をあらかじめ知っておく必要がある。本論文で

は、制約想定とは異なる解の存在を保証するための条件について検討する。一方、点列 (1.2) を構
成するにはリゾルベント  J_{I-z+A} が必要となる。作用素  I-z+A は極大単調であるため、理論的

にはリゾルベントが定義できるが、どのように計算するかは明らかでない。

本研究では (1)、(2) に動機付けられて、  J_{I-z+A} の構成方法と問題 (1.1) の解の存在性について

研究する。特に  J_{I-z+A} は  J_{A} を用いて表現できることを示す。また、問題 (1.1) の解の存在が非
拡大写像に対する不動点定理と直接関係することを示す。

2 準備

本論文を通して  H を実ヒルベルト空間とし、  \langle\cdot,  \cdot\rangle と  \Vert\cdot\Vert をそれぞれ  H の内積とノルムとする。

作用素  A:H\supset H が単調とは、

 \langle x-y, x^{*}-y^{*}\} (\forall(x, x^{*}), (y, y^{*})\in Gr(A)) (2.1)

が成り立つときをいう。ここで、  Gr(A) は  A のグラフ、つまり  Gr(A)=\{(x, x^{*})|x^{*}\in A(x)\} の

事である。また、  A が極大単調とは  A が単調かつ

 B:H\supset H (単調),  Gr(A)\subset Gr(B)\Rightarrow A=B

が成り立つときをいう。  u\in H とする。  0\in A(u) が成り立つとき、  u を  A の零点という。また、  A

の零点全体の集合を  A^{-1}(0)、つまり  A^{-1}(0)=\{u\in H : 0\in A(u)\} とする。   f:Harrow[-\infty, \infty )
を下半連続な真凸関数とする。  f に対する劣微分を以下のように定義する。

 \partial f(x)=\{x^{*}\in H:f(y)\geq f(x)+\{y-x, x^{*}\}(\forall x\in H)\}.

このとき、  \partial f:H\supset H は極大単調になることが知られている  [2, 6,  7]_{\bullet}

 C(\subset H) を空でない閉凸集合とする。集合  C の指示関数  i_{C} を

 i_{C}(x)=\{\begin{array}{ll}
0   (x\in C)
\infty   (otherwise)
\end{array}
と定義する。このとき、毎は下半連続な真凸関数となり、  J_{\partial i_{C}}=P_{C} が成り立つ。ここで、

 P_{C}:Harrow C は集合  C の上への距離射影といい、

 P_{C}(x)= \arg\min_{\in yC}\Vert x-y\Vert(\forall x\in H)
で定義される。
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写像  T:Harrow H と点  v\in H に対して、  T(v)=v が成り立つとき、  v を写像  T の不動点とい

う。また、  T の不動点全体の集合を Fix(T)、つまり Fix(T)  =\{v\in H:T(v)=v\} とする。写像
 T:Harrow H が非拡大とは、

 \Vert T(x)-T(y)\Vert\leq\Vert x-y\Vert(\forall x, y\in H)

が成り立つときをいう。本節で述べた基礎概念については、文献 [2, 6, 7] を参照するとよい。
主定理を得るため、次の結果は重要である。

命題2.1. ([2])  A,  B:\supset H を極大単調作用素とし、  r>0 とする。このとき、以下が成り立つ。

(1)  R_{rA} は非拡大;

(2)  (A+B)^{-1}(0)=J_{rA}(Fix(R_{rB}R_{rA})) .

3 主結果

 J_{I-z+A} について、以下の結果が成り立つ。

命題3.1.  A:H\supset H を極大単調、  z\in H とする。このとき、

 J_{r(I-z+A)}(x)=J_{\frac{r}{1+r}A}( \frac{1}{1+r}(x+rz)) (\forall r>0, \forall 
x\in H)
が成り立つ。

証明.  x\in H_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}r>0 とする。  v=J_{r(1-z+A)}(x) とおくと、リゾ)レベントの定義より、

 x\in v+r(I-z+A)(v)\Leftrightarrow x\in(1+r)v-rz+rA(v)

 \Leftrightarrow x+rz\in(1+r)v+rA(v)

  \Leftrightarrow\frac{1}{1+r}(x+rz)\in(I+\frac{r}{1+r}A) (  v )

これより

 J_{r(I-z+A)}(x)=J_{\frac{r}{1+r}A}( \frac{1}{1+\tau}(x+rz))
が成り立つ。 □

命題3.1より、(1.2) は以下の様になる。

 x_{0}\in H,  x_{k+1}= \frac{1}{2}(x_{k}+R_{B}(R_{I-z+A}(x_{k})))
 = \frac{1}{2}(x_{k}+R_{B}(2J_{\frac{1}{2}A}(\frac{1}{2}(x_{k}+z))-x_{k})) (k=0,
1,2, \ldots) . (3.1)

また、問題 (1.1) の解が存在するとき、点列   \{J_{\frac{1}{2}A}(\frac{1}{2}(x_{k}+z))\} は解に強収束する。

一方、問題 (1.1) は  I-z+A と  B の和の零点、つまり  (I-z+A+B)^{-1}(0) に含まれる点を
見つける問題と考えることができる。これと命題2.1を組み合わせると以下の結果が成り立つ。
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命題3.2.  A,  B:H\supset H を極大単調とする。このとき以下が成り立つ。

 S=J_{I-z+A}(Fix(R_{B}R_{I-z+A})) .

証明.命題2.1 (2) と  S=(I-z+A+B)^{-1}(0) が示せることから成り立つ。 □

命題3.2より、問題 (1.1) の解の存在性と写像  R_{B}R_{I-z+A} の不動点の存在性が等価になること

がわかる。命題2.1 (1) より写像  R_{B}R_{I-z+A} は非拡大写像となり、問題 (1.1) の解の存在性は非拡

大写像  R_{B}R_{I-z+A} の不動点定理に帰着できる。非拡大写像の不動点定理については、文献 [2, 6, 7]
を参照するとよい。

4 応用

3章の結果を最良近似問題に応用する。  C,  D(\subset H) を空でない閉凸集合、  z\in H とする。次の

問題を考える:

minimize   \frac{1}{2}\Vert x-z\Vert^{2}+i_{C}(x)+i_{D}(x) . (4.1)

問題 (4.1) は与えられた点  z から最も近い集合  C と集合  D の共通部分  C\cap D に含まれる点を見つ

ける問題 (最良近似問題) である。劣微分を用いることで問題 (4.1) は以下の包含を満たす点  u を
見つける問題と等価になる。

 0\in(I-z+\partial(i_{C}+i_{D}))(u) .

一方、  \partial i_{C} と  \partial i_{D} はそれぞれ極大単調であり、劣微分の性質より  (\partial i_{C}+\partial i_{D})(x)\subset\partial(i_{C}+

 i_{D})(x)(\forall x\in H) が成り立つ。したがって、  A:=\partial i_{C} と  B:=\partial i_{D} とすれば、問題 (1.1) の解、つ
まり

 z\in(I+\partial i_{C}+\partial i_{D})(u) (4.2)

を満たす点  u は問題 (4.1) の解となることがわかる。
3章の結果を応用して、以下の定理を得ることができる。

定理4.1.  C,  D(\subset H) を空でない閉凸集合とし、  z\in H とする。点列  \{x_{k}\} を以下の方法によって

生成する。

 x_{0}\in H,  x_{k+1}= \frac{1}{2}(x_{k}+(2P_{D}-I)(2P_{C}(\frac{1}{2}(x_{k}+z))-x_{k}))  (k=0,1,2, \ldots) .

このとき、以下が成り立つ。

(1) (4.2)が解を持つための必要十分条件は非拡大写像  (2 P_{D}-I)(2P_{C}(\frac{1}{2}I+z)-I) の不動点
が存在することである。

(2) (4.2)が解を持つ時、点列   \{P_{C}(\frac{1}{2}(x_{k}+z))\} は問題 (4.1) の解に強収束する。
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