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概要

射影計算可能閉凸制約上での非平滑凸関数和最小化問題は、サポートベクトルマシンの学習において現れ

る重要な最適化問題である。射影計算可能閉凸制約上での非平滑凸関数和最小化問題を解  \langle ための既存の最
適化アルゴリズムは、そのステップ幅を実行前に設定するため、低速な収束を招  \langle ことがある。そこで本稿
は、実行時に適切なステップ幅を、自動的、アルゴリズム的、かつ臨機応変に選択する、直線探索法を組み
込んだ、新しい最適化アルゴリズムを提案する。本稿では、射影計算可能閉凸制約上での非平滑凸関数和最
小化問題について考察し、逐次的かつ周期的に各関数の情報を用いて最小化を行う増分劣勾配法に基づ  \langle ア
ルゴリズムと、並列かつ独立に各関数の情報を用いて最小化を行う並列型劣勾配法に基づ  \langle アルゴリズム

の、2つのアルゴリズムを提案する。これらの提案アルゴリズムは、綿密なステップ幅の調整なしに効率的
な収束を実現できる、非常に有用な手法である。本稿で提案する最適化アルゴリズムは、既存手法に用いら
れるステップ幅の条件を緩和する。すなわち提案アルゴリズムは、非平滑凸最小化に関する既存の増分劣勾
配法と並列型劣勾配法の拡張にもなっている。本稿では、上記2つのアルゴリズムを提案し、これらがある

条件下で射影計算可能閉凸制約上での非平滑凸最小化問題の解に収束することを示す定理を与える。

1 はじめに

本稿では、サポートベクトルマシンの学習において現れる、射影計算可能閉凸制約上での非平滑凸関数和

最小化について考察する。サポートベクトルマシンは、効果的な機械学習の手段として広  \langle 用いられている

[12, 13, 16, 18]. サポートベクトルマシンの学習は、実証に基づいた損失関数と分類器のノルムの最小化とし

て扱うことができる  [ 18, Section  1]_{0} したがっていま、この損失関数が凸関数であるならば、サポートベクト
ルマシンの学習は非平滑凸関数和最小化問題として扱うことができる。

この最適化問題を解  \langle 実用的な手法としては、増分劣勾配法 [14] 、および並列型劣勾配法  [81 が挙げられる。
増分劣勾配法は、和を構成する各関数の情報を順に用いて最小化し、並列型劣勾配法は各関数の情報を独立に

すべて用いて最小化を行う。一方並列型劣勾配法は、各関数を独立に扱うため、このそれぞれの計算を並列化

することができるアルゴリズムである。ここで両アルゴリズムは、解の更新の際にステップ幅を用いる。し

かしこのステップ幅は、適切に調整しなければ各アルゴリズムを効率的に駆動させることができない。適切な

ステップ幅は、和を構成する関数の個数や次元、目的関数や制約集合の形状や劣勾配の選び方など、様々な要
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因に依存する。したがってアルゴリズムの実行前に、この適切なステップ幅を選択することは困難であるとい

える。

他方、制約なし最適化アルゴリズムにおいては、適切なステップ幅を選択するために直線探索が行われる

[6, 21] 。直線探索において、Wolfe 条件 [20] は、選択されるステップ幅の基準としてよ  \langle 用いられる。Wolfe
条件は、ステップ幅が Armojio 条件を満たし、かつ曲率条件を満たすことを要求する  [ 15, Chapter  3]_{\circ} Armijo
条件は、そのステップ幅による関数値の下げ幅が、ある基準となる線形関数よりも上回ることを要求する。 こ

の条件により、アルゴリズムの反復が解をより良いものへと更新することを保証する。しかしながらこの条件

は、非常に小さなステップ幅がこれを常に満たすため、アルゴリズムが妥当な計算を継続するためには不十分

である。したがって、ある程度大きなステップ幅によって解を更新し続けるための曲率条件も共に与える。

直線探索の着想に基づき、本稿では精密なステップ幅の調整なしに効率的に動作する、新たな増分劣勾配

法と並列型劣勾配法を提案する。文献 [5] では、直線探索を伴う勾配射影法により、目的関数値の最小化を
図っている。しかしながら、この手法は目的関数の微分可能性を仮定している。加えてこのアルゴリズムは集

中型であり、計算の並列化のための設計がされていない。文献 [11] では、直線探索を用いて、本稿で扱う最
小化問題を含む、不動点問題を解  \langle 手法を提案している。この手法は高速な収束性を有するが、その直線探

索は計算に現れる凸結合の係数を決めているに過ぎず、また計算の並列化のための設計はされていない。文

献 [7,8, 9, 10, 14] による結果は、効率的な収束のために適切なステップ幅を調整する必要がある。しかしな
がら、先にも述べた通り、この調整は非常に難しい。

既存の研究に対して本稿では、増分劣勾配法 [14] および並列型劣勾配法 [8] に直線探索を組み込むことで、
既存手法よりもより良いステップ幅を用いる手法を提案する。本稿ではまず、アルゴリズムに与えるステップ

幅を、その候補の集合たるステップ幅候補 として拡張する。各提案アルゴリズムにはこのステップ幅候補が

与えられ、実行時に候補中から最適なステップ幅を適宜選び出す。ステップ幅候補と直線探索を用いることに

は、3つの利点がある。まず第一に、実行時に適切なステップ幅が選択されることにより、より高速な収束と、

より良い近似を実現することができる。続いて第二に、ステップ幅に関する事前の精密な調整が不要となる。

既存の増分劣勾配法 [14] と並列型劣勾配法 [8] は、適切なステップ幅を事前に与えなければ、効率的な収束を
実現できなかった。しかしながら本稿で提案するアルゴリズムは、大雑把なステップ幅候補を与えれば、後は

実行時に適切なステップ幅が自動的に選択されるため、この精密な調整が不要となる。したがって提案アルゴ

リズムは、既存手法と比較して容易に、射影計算可能閉凸制約上での非平滑凸関数和最小化問題に対して適用

できる。最後に、適切なステップ幅を事前に決定できないような複雑な問題に対しても、提案アルゴリズムは

適用できる。3章では、解への収束に必要なステップ幅候補の条件を与える。したがってこの条件を満たすス

テップ幅候補を与えれば、例え最適なステップ幅を具体的に特定できないとしても、効率的な収束を実現する

ことができる。本稿では、ステップ幅候補が漸減するならば、提案アルゴリズムが解に収束することを示す。

ここでもし、与えるステップ幅候補が単集合ならば、提案アルゴリズムは既存の増分劣勾配法 [14] や並列型劣
勾配法 [8] と一致する。したがって、本稿の解析は既存研究 [8, 14] の拡張にもなっている。

以降の構成は次の通りである。2章においては、数学的準備を行い、また本稿で扱う主問題を定式化する。

3章においては、提案アルゴリズムとその収束定理を示す。4章においては、本稿での議論を総括する。

2 数学的準備

 \mathbb{R}^{N} を  N 次元 EuClid 空間とし、  \{\cdot,  \cdot\rangle :  \mathbb{R}^{N}\cross \mathbb{R}^{N}arrow \mathbb{R} をその標準内積、  \Vert x\Vert  :=\langle x,  x)^{\frac{1}{2}} を内積から導出さ

れるノルムとする。また自然数全体の集合  \mathbb{N}:=\{1,2, . . \} を定義する。点列  \{x_{n}\}\subset \mathbb{R}^{N} が点  x\in \mathbb{R}^{N} に収

束することを、  x_{n}arrow x により表す。
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凸関数  f :  \mathbb{R}^{N}arrow \mathbb{R} の点  x\in \mathbb{R}^{N} における劣勾配  g を、任意の  y\in \mathbb{R}^{N} に対し  f(x)+\{y-x, g\}\leq f(y)
が常に成り立つような点  g\in \mathbb{R}^{N} として定義する。凸関数  f の点  x における劣勾配すべての集合を  \partial f(x) と

して表す  [17],[19 , Section  7.3]_{\circ}
空でない閉凸集合  C\subset \mathbb{R}^{N} に対する距離射影を  P_{C} :  \mathbb{R}^{N}arrow C によって表し、  \Vert x-P_{C}(x)\Vert=

  \inf_{y\in C}\Vert x-y\Vert で定義する [1, Section 4.2] 。このとき、  P_{C} は非拡大性を有する  [ 19, Subchapter  5.2]_{\bullet}
すなわち、任意の  x,  y\in \mathbb{R}^{N} に対し、  \Vert P_{C}(x)-P_{C}(y)\Vert\leq\Vert x-y\Vert が常に成り立つ。

2.1 主問題

以降においては、制約付き非平滑凸関数和最小化問題について考察する。いま、  f_{i} :  \mathbb{R}^{N}arrow[0, \infty )  (i=
 1,2 , K) を連続な凸関数とし、  C を  \mathbb{R}^{N} の空でない閉凸集合とする。このとき、制約付き非平滑凸関数和

最小化問題を、次式により定める [8, 14] 。

Minimize  f(x):= \sum_{i=1}^{ん}f_{i}(x) , (ı)
Subject to  x\in C.

本稿においては、  N 次元 Euclid 空間  \mathbb{R}^{N} の空でない閉凸集合  C が単純であると仮定する。ここで、集合  C

が単純であるとは、  P_{C} が有限回の代数的計算によって求めることができることをいう。単純な空でない閉凸

集合  C の例としては、閉球、半空間、および2つの半空間の共通部分が挙げられる [2, Examples 3.16 and
3.2ı, and Proposition  28.19]_{0}

 f が非平滑で、  C が単純なとき、問題1は、サポートベクトルマシンの学習のみならず、多  \langle の応用がある。

例として、凸集合上での信号の TV 値最小化や  L1 ノルムによるTykhonov‐like 問題などの実世界における問

題が、これに含まれる [4, I. Introduction] 。
本稿においては、以下を仮定する。

仮定1 (劣勾配有界性 [14, Assumption 2.1]) 各  i=1,2,  K について、それぞれ、

 \Vert g\Vert\leq M_{i} (x\in C;g\in\partial f_{i}(x))

を満たす正定数  M_{i} が存在する。加えて、  M:= \sum_{i=1}^{K}M_{i} とお  \langle 。

仮定2 (最適解の存在性 [14, Proposition 2.4])   \arg\min_{x\in C}f(x)\neq\emptyset が成り立つ。

3 提案手法とその収束定理

3.1 増分劣勾配法

この節では、問題 (1) を解  \langle ための増分劣勾配法 (Algorithm 1) を提案する。まず、Algorithm 1と既存の
増分劣勾配法 [14] を比較しよう。両者の違いは、Algorithm 1に加えられた Step 6である。既存手法におけ

るステップ幅  \lambda_{n} は、その実行前に与えられる必要がある。しかしながら Algorithm 1の駆動には、ステップ

幅候補  [\underline{\lambda}_{n}, \overline{\lambda}.] のみ与えられれば良い。Algorithm 1は、直線探索を用いて適切なステップ幅をステップ幅候
補より自動的に選択し、これを解の更新に用いる。ここで、ステップ幅の選択に用いる直線探索の具体的な方

法については、3.3節で詳し  \langle 述べる。なお、Algorithm 1はステップ幅候補を  \underline{\lambda}_{n}:=\overline{\lambda}_{n}  :=\lambda_{n} と設定すれば
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Algorithm 1増分劣勾配法

Require:  \forall n\in N,  [\underline{\lambda}_{n}, \overline{\lambda}_{n}]\subset(0, \infty) .

ı:  narrow 1,  x_{1}\in C.

2: loop

3:  y_{n,0}:=x_{n}.

4: for  i=1,2 , ,  K do  \triangleright 逐次的に実行

5:  g_{n,i}\in\partial f_{i}(y_{n,i-1}) .

6:  \lambda_{n,i}\in[\underline{\lambda}_{n},\overline{A}_{n}1.  \triangleright 直線探索により選択

7:  y_{n,i}:=P_{C}(y_{n,i-1}-\lambda_{n,i}g_{n,i}) .

8: end for

9:  x_{n+1}:=y_{n,K}.

10:  narrow n+1.

11: end loop

既存の増分劣勾配法と一致する。なぜならば、このときAlgorithm 1はステップ幅として、  \lambda_{n} のみをステッ

プ幅候補  [\lambda_{n},\overline{\lambda}_{n}]=\{\lambda_{n}\} より選択できるからである。したがって Algorithm 1は、既存の増分劣勾配法に対
する拡張となっている。

以下は、射影計算可能な閉凸集合  C 上の非平滑凸関数  F_{i}  :=f_{i}+g_{i}(i=1,2, \ldots, K) の和に関する最小化

問題に対する、増分近接劣勾配法  [3, (2.1)-(2.2)] である。

 \{\begin{array}{l}
z_{n} :=\arg\min_{x\in C}\{f_{i_{n}}(x_{n})+\frac{{\imath}}{2\lambda_{n}}\Vert x
-x_{n}\Vert\},
u_{i_{n}}\in\partial g_{i_{n}}(z_{n}) ,
x_{n+1}:=P_{C}(z_{n}-\lambda_{n}u_{i_{n}}) ,
\end{array} (2)

ただし、  x_{0}\in C が与えられ、また  \{i_{n}\}\subset\{1,2, K\} はランダムに選択され、  \{\lambda_{n}\}\subset[0, \infty ) であるとす
る。Algorithm (2) は近接点、すなわち  z_{i_{n}} E\arg\min_{u\in C}\{f_{i_{n}}(x)+\frac{1}{2\lambda_{n}}\Vert u-x_{n}
\Vert^{2}\} が容易に計算可能である

ことを仮定している。一方 Algorithm 1は、その実行に近接点の計算を用いないため、その仮定が必要ない。

 Alg_{0\Gamma}ithm (  2) は、一様にランダムな順序で計算を行うことができる。つまり、  Alg_{0\Gamma}ithm (  2) は各反復にお
いて、計算に用いる関数対  (f_{i}, g_{i}) をランダムに選択できる。他方 Algorithm 1は、予め定められた順に繰り
返し関数対  (f_{i}, g_{i}) を選択し、計算を行う。

3.2 並列型劣勾配法

並列型劣勾配法 [8] の拡張を、Algorithm 2に示す。Algorithm 2 と並列型劣勾配法 [8] の相違は、Algo‐
rithm 2には Step 5が追加されたことである。この追加により、並列型劣勾配法  [81 では与えられたステップ

幅  \lambda_{n} を解の更新に用いるが、Algorithm 2では実行時にステップ幅候補  [\lambda_{n},\overline{\lambda}_{n}] より適するステップ幅  \lambda_{n}

を適宜選び出すことができる。

定数ステップ幅  \lambda_{n}  :=\lambda\in(0, \infty)(n\in \mathbb{N}) を用いたとき、  F^{\star} を目的関数   F:=\sum_{i={\imath}}^{K} 瓦の最小値、  M を

ある定数とすると、Algorithm (2) は  \varliminf_{narrow\infty}F(x_{n})\leq F^{\star}+M\lambda の意味で収束する [3, Proposition 3.2]. ま
た、漸減ステップ幅  \{\lambda_{n}\} を用いたとき、Algorithm (2) は最適解へ収束する [3, Proposition 3.4] 。しかしな
がら、漸減ステップ幅を用いたときの Algorithm (2) の収束率は解析されていない。本稿では、Algorithm 1,
2が最適解にある収束率をもって収束することを示す。
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Algorithm 2並列型劣勾配法

Require:  \forall n\in \mathbb{N},  [\underline{\lambda}_{n}, \overline{\lambda}_{n}]\subset(0, \infty) .

ı:  narrow 1,  x{\imath}\in C.

2: loop

3: for all  i\in\{1,2, K\} do  \triangleright 各反復は独立に計算可能

4:  g_{n,i}\in\partial f_{i^{-}}(x_{n}) .

5:  \lambda_{n,i}\in[\underline{\lambda}_{n},\overline{\lambda}_{n}].  \triangleright 直線探索により選択

6:  y_{n,i}:=P_{C}(x_{n}-\lambda_{n,i}g_{n,i}) .

7: end for

8:  x_{n+1}:= \frac{1}{K}\sum_{i=1}^{K}y_{n,i}.
9:  narrow n+1.

10: end loop

Algorithm 2と並列型劣勾配法 [8] は共に、関数に関する各反復 (Step 3) を独立して計算することができ
る。すなわち、この反復はその計算順序に依存しない。したがって、各関数についての計算は並列化すること

が可能である。計算の並列化により、この反復が高速化されることが見込まれる。一般に、Algorithm 2の各

反復は、既存の増分劣勾配法 [14] や既存の並列型劣勾配法 [8] などの劣勾配法と比較して、より多  \langle の計算時

間を要する。なぜならば、Algorithm 2は既存の並列型劣勾配法 [8] に直線探索の処理を加えているからであ
る。しかしながら、計算の並列化を行うことによって、この処理の追加に関する影響を軽減させることがで

きる。

3.3 直線探索法

Algorithm 1におけるステップ6や、Algorithm 2におけるステップ5では、直線探索を行う。直線探索

は、Algorithm 1における  y_{n,i-1} や、Algorithm 2における  x_{n\ovalbox{\tt\small REJECT}} そのほか  g_{n,i} 、  f_{i} など、現在の反復におい

て利用可能な各種情報を用いて、更新幅候補  [\lambda_{n}, \overline{\lambda}_{n}] より最も適切な更新幅  \lambda_{n} を1つ選び出す。この機構の

導入は、本稿において提案するアルゴリズムの主たる特徴である。

直線探索アルゴリズムの簡単な例としては、以下に掲げる Algorithm 3が挙げられる。まず、比率

Algorithm 3直線探索アルゴリズムの簡単な例

1:  x_{p}:=\{\begin{array}{ll}
y_{n,i-1}   (Algorithm 1),
x_{n}   (Algorithm 2)
\end{array}
2:  \lambda_{n,i}arrow L_{1}\overline{\lambda}_{n}+(1-L_{1})\underline{\lambda}_{n}
.
3: for L.  \in\{L_{2}, L_{3}, L_{k}\} do

4:  tarrow L_{t}\overline{\lambda}_{n}+(1-L_{t})\underline{\lambda}_{n}.
5: if  f_{i}(P_{C}(x_{p}-tg_{n,i}))<f_{i}(P_{C}(x_{p}-\lambda_{n,i}g_{n,i})) then

6:  \lambda_{n,i}arrow t
7: end if

 S : end for

 \{L_{1}, L_{2}, L_{k}\}\subset[0,1] をい  \langle つか設定する。続いてこの比率に基づき、最適更新幅に関する探索候補
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 \lambda_{n,i}=L_{t}\overline{\lambda}_{n}+(1-L_{t})\underline{\lambda}_{n}  (t=1,2, . . . , k) を生成し、それらの中で最も関数値を減少させるものを更新幅

として採用する。

この Algorithm 3に限らず、更新幅候補  [\underline{\lambda}_{n}, \overline{\lambda}_{n}] よりある指標に基づき最も適切な更新幅  \lambda_{n} を1つ選び出

すアルゴリズムであれば、ここでの直線探索アルゴリズムとして用いることができる。既存手法 [7, 8, 9, 10, 14]
は、効率的な収束のためには適切なステップ幅の設定が必要不可欠である。しかしながらこの適切な値は、目

的関数の個数や次元、形状および制約集合や劣勾配の選択方法などによって変化する。一方、本稿における提

案アルゴリズムは実行時にこれを決定することができる。したがって、既存手法と比較してより柔軟に問題設

定へ対応し、効率的な収束を実現することができる。

3.4 収束定理

Algorithm 1およびAlgorithm 2の収束性について議論する。収束定理を与える前に、以下に掲げる命題の
成立を仮定する。

仮定3 (Step‐Range Compositions)

  \sum_{n=1}^{\infty}\overline{\lambda}_{n}=\infty, \sum_{n=1}^{\infty}\overline
{\lambda}_{n}^{2}<\infty, \lim_{narrow\infty\overline{\overline{\lambda}_{n}}}=1
\underline{\lambda}_{n}, \sum_{n={\imath}}^{\infty}(\overline{\lambda}_{n}-
\underline{\lambda}_{n})<\infty.
このとき、Algorithm 1およびAlgorithm 2の収束性について、以下の定理が成り立つ。

定理1 (Main Theorem) 仮定3が成り立つとし、  \{x_{n}\} をAlgorithm 1またはAlgorithm 2により生成さ

れた点列とする。このとき、点列勧  n } は問題 (1) の最適解へ収束する。

4 まとめ

本稿では、実行時に適切なステップ幅を、自動的、アルゴリズム的、かつ臨機応変に選択する直線探索法を

組み込んだ、新しい増分劣勾配法と並列型劣勾配法を提案した。提案アルゴリズムについて、それらが制約付

き非平滑凸最小化問題の解に収束することを示した。提案アルゴリズムは、既存の増分劣勾配法または並列型

劣勾配法の拡張となっている。加えて提案アルゴリズムは直線探索により、大雑把なステップ幅候補さえ与え

れば、後は実行時に適切なステップ幅が自動的に選択されるため、その事前の精密な調整が不要となる。した

がって提案アルゴリズムは、既存手法と比較してより柔軟にかつ効率的に用いることのできるアルゴリズムで

あるといえる。
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