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1 はじめに

ベクトル最適化問題の拡張である集合最適化問題は、1997年に黒岩‐田中 -Ha[10] によって提唱
された。この問題は、集合値写像の像空間の元 (集合) における大小の比較について6種類の順

序を導入し、その順序による最適化問題を考えるというものである。その後、2011年の Jahn‐Ha

よる新たな集合の順序の導入などがあり、近年における集合最適化の研究は、いろんな方面で盛

んになってきている。

本稿は、京都大学数理解析研究所講究録2011 (2016年12月) の続きである。まずいくつかの

集合の順序を導入し、その性質を振り返る。次に、本稿の主題であるベクトル均衡点を拡張した

集合均衡点問題を導入し、その妥当性を検証する。最後に、集合均衡点の存在定理について述べ

る。(所々に荒谷の感想もある 。)

2 準備

2.1 ベクトル最適化からの準備

本稿では、  Y を線形位相空間、  0_{Y} を  Y の原点とする。集合  A\subset Y に対し、  A の位相的内部、

位相的閉包をそれぞれ intA、c1A と表す。また、この論文で、  C\subset Y は閉凸錐を表すものとする。
つまり、以下の条件を満たす。

(a) c1C  =C,

(b)  C+C\subseteq C,

(c)  \lambda C\subseteq C\forall\lambda\in[0, \infty) .
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尚、錐  C\subset Y がsolid とはintC  \neq\emptyset を満たすことであり、pointed であるとは  C\cap(-C)=\{0_{Y}\}
が成立する場合である。凸錐  C\subset Y によって以下のようなベクトル順序  \leq c が導入され、  (Y, \leq c)
は順序ベクトル空間となる。

 \forall y_{1},  y_{2}\in Y,  y_{1}\leq cy_{2}\Leftrightarrow y_{2}-y_{1}def\in C

もし、  C がpointed ならベクトル順序  \leq c は反対称的となる。逆に一般の (実) 順序ベクトル空間
に対して、その順序と一意に対応する凸錐を構成することができ、その凸錐から生成される半順

序が元のベクトル順序と一致することが確かめられる。

2.2 集合最適化からの準備

 \mathcal{V} を  Y の空でない部分集合全体とする。  V_{1},  V_{2}\in \mathcal{V} 、  \alpha\in \mathbb{R}、V  \in \mathcal{V} に対して、2つの集合の

和スカラー積は以下のように定義される。

 V_{1}+V_{2}:=\{v_{1}+v_{2}|v_{1}\in V_{1}, v_{2}\in V_{2}\}, \alpha V:=\{\alpha
v|v\in V\}.

そのとき  \mathcal{V} は、  \{0_{Y}\} を零ベクトルとするベクトル空間であることが確かめられる。

定義2.1 (Kuroiwa‐Tanaka‐Ha [10]).  A,  B\in \mathcal{V} と凸錐  C\subset Y に対して、次を定義する。

(lower)  A\leq^{\iota}c^{B} by  B\subset A+C (upper)  A\leq_{c}^{u}B by  A\subset B-C.

命題2.2.  A,  B,  D\in \mathcal{V} に対して、次が成り立つ。

(i)  A\leq_{c}^{l[u]}B  \Rightarrow  (A+D)\leq_{c}^{l[u1}(B+D) .

(ii)  A\leq_{c}^{l[u]}B  \Rightarrow  \alpha A\leq_{c}^{l[u]}\alpha B(\alpha\geq 0) .

(iii)  \leq^{\iota}c と  \leq_{c}^{u} は、反射律と推移律が成り立つ。

定義2.3 (Kuroiwa‐Tanaka‐Ha [10]).  A,  B\in \mathcal{V} と凸錐  C\subset Y に対して、次を定義する。

(weak)  A\leq_{c}^{w}B by  B-A\subset C.

命題2.4 ([11]).  A,  B\in \mathcal{V} と  y\in Y に対して、次が成り立つ。

(i)  A\leq_{C}^{w}B  \Rightarrow  (A+y)\leq_{c}^{w}(B+y) .

(ii)  A\leq_{c}^{w}B  \Rightarrow  \alpha A\leq_{c}^{w}\alpha B(\alpha\geq 0) .

(iii)  \leq_{c}^{w} は、推移律が成り立つ。

注意1. 上記の順序を新たに 「 と呼ぶこととする。また、  D-D\not\subset C を満たす  D\in \mathcal{V} が

存在するため、任意の  A 、  B\in \mathcal{V} に対して、  A\leq_{c}^{w}B\Rightarrow(A+D)\leq_{c}^{w}(B+D) は言えない。

定義2.5  (Ku\Gamma oiwa-Tanaka-Ha[10]) .  A,  B\in \mathcal{V} と凸錐  C\subset Y に対して、次を定義する。

[strong]  A\leq_{C}^{s}B by  0y\in B-A-C\Leftrightarrow 0y\in A-B+C (A)

 \Leftrightarrow A\cap(B-C)\neq\emptyset\Leftrightarrow(A+C)\cap B\neq\emptyset . (B)
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注意2. 上記の strong の定義について、Kuroiwa‐Tanaka‐Ha は下の行 (B) の形で定義し、その後
荒谷‐齋藤‐木村が上の行 (A) の形と同値であることに気付いた。上記の順序を新たに 「strong」 と
呼ぶこととする。

命題2.6.  A,  B\in \mathcal{V} と  y\in Y に対して、次が成り立つ。

(i)  A\leq^{s}cB  \Rightarrow  (A+y)\leq_{C}^{s}(B+y) .

(ii)  A\leq_{c}^{s}B  \Rightarrow  \alpha A\leq_{c}^{s}\alpha B(\alpha\geq 0) .

(iii)  \leq_{C}^{s} は、反射律が成り立つ。

命題2.7.  A,  B\in \mathcal{V} に対して、次が成り立つ。

(i)  A\leq_{c}^{w}B  \Rightarrow  A\leq^{l}cB  \Rightarrow  A\leq_{c}^{s}B.

(ii)  A\leq_{C}^{w}B  \Rightarrow  A\leq_{c}^{u}B  \Rightarrow  A\leq_{C}^{s}B.

(iii)  \leq^{l}c と  \leq_{c}^{u} は比較できない。

注意3. ベクトル順序と集合順序の関係について、以下のような見方もできる。

[vector]  b-a\in C\Leftrightarrow b\in a+C\Leftrightarrow a\in b-C\Leftrightarrow 0_{y}
\in b-a-C

 \Downarrow  \Downarrow  \Downarrow  \Downarrow

[set]  B-A\subset C  B\subset A+C  A\subset B-C  0_{y}\in B-A-C

(weak) (lower) (upper) (strong)

(荒谷の感想) Kuroiwa‐Tanaka‐Ha [10] では6通りの集合順序を定義したが、重要度に差があ
るのかも知れない。つまり、上記の事実から集合順序は6通りの中で1 3 5 6が特に大切で

ある可能性がある。

3 ベクトル均衡点問題の拡張定式化

3.1 集合均衡点問題の定義

Xを空でない集合とする。まず最初に (実数値の) 均衡点問題を定義する。

(EP) Find  x_{0}\in X satisfying  F(x_{0}, y)\geq 0 for all  y\in X.

ここで、  f :  X\cross Xarrow \mathbb{R} は、実数値の2変数関数である。次に、(実数値の) 均衡点問題の拡張で

あるベクトル均衡点問題を定義する。この問題は、以下の形で [4, 12] によって初めて導入された。

(VEP) Find  x_{0}\in X satisfying  F(x_{0}, y)\not\leq_{intC}\{0_{y}\} for all  y\in X.

ここで、  F:X\cross Xarrow Y は、ベクトル値の2変数関数である。(VEP) の解  x_{0}\in X は、ベクトル
均衡点と呼ばれ、上記の式は以下の形で書き換えられる。

 f(x_{0}, X)\not\in- intC and  f(x_{0}, X)\cap(- intC)  =\emptyset.

ベクトル均衡点の存在性に関する研究は、これまでたくさんの先行研究がある。([1,2,4,7,8,9,12]
やその参考文献を参照のこと 。) ベクトル均衡点問題に関しては、次のような強い順序の問題も考

えることができる。
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(  s‐VEP) Find  x_{0}\in X satisfying  0y\leq c^{F(x_{0},y)} for all  y\in X.

しかし、本稿では弱い順序の問題 (VEP) を主に取り扱う。
その後上記の問題の拡張された形として、さまざまな型のベクトル均衡点問題が研究された。

(a)  \phi(x_{0}, y)\subset C(x_{0})

(b)  \phi(x_{0}, y)\cap C(x_{0})\neq\emptyset

(c)  \phi(x_{0}, y)\cap\{-(C(x_{0})\backslash \{0_{Y}\})\}=\emptyset

(d)  \phi(x_{0}, y)\not\subset-(C(x_{0})\backslash \{0_{Y}\})

(e)  \phi(x_{0}, y)\cap\{-intC(x_{0})\}=\emptyset

(f)  \phi(x_{0}, y)\not\subset-intC(x_{0})

ここで、  \phi :  X\cross Xarrow \mathcal{V} は、集合値の2変数関数、  C :  Xarrow \mathcal{V} は、凸錐の値をとる関数である。

([9] とその参考文献を参照のことo)
ここで、本稿の主題である4つの型の集合均衡点問題を定義する。この問題は、ベクトル均衡

点問題 (VEP) の拡張である。ここで  \star=\{w, 1, u, s\} として、4つの要素 (記号) の中から1つ
を選ぶものとする。

(  \star‐SEP) Find  x_{0}\in X satisfying  F(x_{0}, y)\not\leq_{intC}^{\star}\{0_{y}\} for all  y\in X.

ここで、  F:X\cross Xarrow \mathcal{V} は集合値の2変数関数である。  (w-SEP) [  (l‐SEP)、  (u‐SEP)、  (s‐SEP)]
の解  x_{0}\in X は、  w‐集合均衡点 [  l‐集合均衡点、  u‐集合均衡点、  s‐集合均衡点] と呼ばれる。同じよ
うに、強い順序のベクトル均衡点問題 (  s‐VEP)の拡張である、4つの型の (強い順序による) 集
合均衡点問題を定義する。

(  \star-s‐SEP) Find  x_{0}\in X satisfying  \{0_{y}\}\leq_{C}^{\star}F(x_{0}, y) for all  y\in X.

ここで、上記の分類 (a)、(b)、(c)、(d)、(e)、(f) と上記の集合均衡点問題を比較してみよう。
すると、次の事が分かる。

 \bullet  F(x_{0}, y)\not\leq_{\dot{{\imath}}ntC}^{l}\{0_{y}\}\Leftrightarrow 0_{Y}
\not\in F(x_{0}, y)+ intC

 \Leftrightarrow F(x_{0}, y)\cap(- intC)  =\emptyset(F(x_{0}, y)\not\leq_{intC}^{s}\{0y\}) (e),

 \bullet F(x_{0}, y)\not\leq_{intC}^{u}\{0y\}(F(x_{0}, y)\not\leq_{intC}^{w}\{0_
{Y}\})\Leftrightarrow F(x_{0}, y)\not\subset- intC (f),

 \bullet  \{0_{Y}\}\leq^{l}c^{F(x_{0},y)}(\{0_{Y}\}\leq_{C}^{w}F(x_{0}, y))
\Leftrightarrow F(x_{0}, y)\subset C (a),

 \bullet\{0_{Y}\}\leq_{c}^{u}F(x_{0}, y)\Leftrightarrow 0_{Y}\in F(x_{0}, y)-C

 \Leftrightarrow F(x_{0}, y)\cap C\neq\emptyset(\{0_{Y}\}\leq_{c}^{s}F(x_{0}, y)
) (b).

つまり、下記の関係がある。

 \bullet (  s‐SEP)  = (  l‐SEP)  =(e)\subset (  u‐SEP)  = (  w‐SEP)  =(f)

 \bullet  (w-s-SEP)= (  l-s‐SEP)  =(a)\subset (u‐s‐SEP)  = (s‐s‐SEP)  =(b)
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一般に  l 型と  u 型は比較できないが、集合均衡点問題に限ると、常に1型欧  u 型となることが

分かる。本稿では、順序錐  C\subset Y は  Y の原点を含むと仮定しているので、(c) と (d) は取り扱わ
ない。さらに、本稿では弱い順序の問題 (  l‐SEP) (  u‐SEP)、つまり (e) (f) を主に取り扱う。

(荒谷の感想) 荒谷は近年、集合値写像における Ekeland の変分原理などの研究を行ってきた。
その中で、反射律と推移律は重要であり、そのせいもあって、集合最適化問題において  l 型.  u 型
以外は有用性が低いと考えていた。しかし、どうやらそれは認識の誤りであるようだ。また、他
の多くの研究者も  l 型以外はあまり考える価値がないと思っている節がある。しかし、本稿の研究
でそれは否定され、集合最適化の研究の奥深さを感じている。

3.2 集合均衡点問題と集合最適化問題との関連

ベクトルの場合では、ベクトル均衡点問題 (VEP) をベクトル最適化問題 (VOP) へ次の方法
で落とすことができる。

 (VEP)arrow(VOP)  f(x_{0}, y)=g(y)-g(x_{0})

ここで、  g :  Xarrow Y はベクトル値関数である。私たちは以下のような 「弱い順序」 と「強い順序」
による集合最適化問題を考える。

[weak type]

(  \star‐SOP) Find  x_{0}\in X satisfying  G(y)\not\leq_{\dot{{\imath}}ntC}^{\star}G(x_{0}) for all  y\in X.

[strong type]

(  \star-s‐SOP) Find  x_{0}\in X satisfying  G(x_{0})\leq_{c}^{\star}G(y) for all  y\in X.

ここで、  X は空でないある集合、  G :  Xarrow \mathcal{V} は集合値写像である。

ベクトルの場合と同様に、私たちは集合均衡点問題を集合最適化問題に落とすことを考える。
「集合」 は等式を考える際に移項が自由にできないので、以下の4つの型を考える必要がある。

(I)  F(x_{0}, y)=G(y)-G(x_{0})

(II)  F(x_{0}, y)+G(x_{0})=G(y)

(ⅡI)  F(x_{0}, y)-G(y)=-G(xo)

(IV‐1)  0_{Y}\in F(x_{0}, y)-G(y)+G(x_{0})

(IV‐u)  F(x_{0}, y)-G(y)+G(x_{0})\subset-C

すると、次の事が分かる。

 \bullet (l‐s‐SEP)の場合

(I)  \Rightarrow (weak‐s‐SOP)

(II)  \Rightarrow (lower‐s‐SOP)

(Ⅱ  I)  \Rightarrow (upper‐s‐SOP)

(IV‐1)  \Rightarrow (strong‐s‐SOP)
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 \bullet (  u-s‐SEP)の場合

(I)  \Rightarrow (strong‐s‐SOP)

(II)  \Rightarrow (upper‐s‐SOP)

(ⅡI)  \underline{\vec{},} (lower‐s‐SOP)

(IV‐u)  \Rightarrow  (weak-s-SOP)

このようにして、集合均衡点問題はいくつかの集合最適化問題を含んでいることが分かった。

(弱い順序の方はこのままではうまく行かず、集合値写像  F,  G に何らかの条件を付け加える必要

がある。それらは今後の課題である。) 同様にして、いくつかの集合鞍点問題も含んでいることも

確認できる ([3] を参照) 。よって、本稿の定式化はベクトル均衡点問題の1つの拡張として妥当と
言えると筆者は考えている。他の拡張方法の可能性については、今後の課題である。

(荒谷の感想) 集合均衡点問題は、ベクトル均衡点問題のアナロジーである部分が多いだろう
と予想していたが、実際はもっと複雑でありとても驚いている。今後は、均衡解の構造の研究も

重要な課題になるかも知れない。

4 集合均衡点問題の存在定理 (  u 型)

2016年に Han‐Huang [8] は、一般化ベクトル均衡点問題 (  l 型集合均衡点問題) を、以下の Fan‐
KKM の定理を利用して解の存在定理を発表した。

定義4.1.  K をベクトル空間  X の空でない部分集合とする。集合値写像  F:Karrow 2^{X} がKKM 写

像であるとは、  K の任意の有限部分集合  \{y_{1},  y_{2},  y訂について、以下が成り立つときである。

conv  ( \{y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n}\})\subset\bigcup_{i=1}^{n}F(y_{i}) .

ここで、conv  (\{y_{1}, y2, . . . , y_{n}\}) は、  \{y_{1}, y2, y_{n}\} の凸包である。

定理4.2 (Fan‐KKM Theorem [6]).  K をハウスドルフ線形位相空間 Xの空でない部分集合、
 F:Karrow 2^{X} を閉集合の値をとる KKM写像であるとする。もし、  F(x_{0}) がコンパクトとなるよう

な  x_{0}\in K が存在するなら、   \bigcap_{y\in K}F(y)\neq\emptyset である。

前章で私たちは、  u 型集合均衡点問題は  l 型問題の解の集合を含むことから、  u 型問題の存在性

の研究の重要性を示した。そこで、私たちは Han‐Huang[8] を参考に  u 型の存在定理を得た。

定義4.3 (荒谷‐斎藤‐木村 [3]).  D\subset X をベクトル空間 Xの空でない凸集合とする。集合値写像
 F :  D\cross Darrow \mathcal{V} が、diagonally u‐C‐convexであるとは、任意の {xı, ,  x_{n} }  \subset D と  \lambda_{i}\geq 0,

 i=1,2,  \cdot\cdot\cdot  n_{\ovalbox{\tt\small REJECT}} \sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}=1 について、次が成り立つことである。

 F( \sum_{i={\imath}}^{n}\lambda_{i^{X}i}, \sum_{i=1}^{n}\lambda_{i^{X}i})
\subset\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}F(\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i^{X}i}, x_{i})-C
 [F( \sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}x_{i}, \sum_{i=1}^{n}\lambda_{i^{X}i})\leq_{c}^{u}
\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}F(\sum_{i={\imath}}^{n}\lambda_{i^{X}i}, x_{i})].
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定理4.4 (荒谷‐斎藤‐木村 [3]).Xをノルム空間、  F:X\cross Xarrow \mathcal{V} を集合値写像、  K\subset X を  X の
コンパクトで凸な部分集合とする。次を仮定する。

(i) 任意の  x\in K に対して、  F(x, x)\not\subset- intC [  F(x, x)\not\leq_{intC}^{u}0_{Y}] 、

(ii) 任意の  y\in K に対して、  \{x\in K|F(x, y)\not\subset-intC\} は閉集合、

(iii)  F(\cdot;\cdot)CS diagonally  u-C-convex_{\circ}

そのとき、(  u‐SEP)の解集合は空でない。
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