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概要

Sierpiński gasket は,理想的な自己相似性を持つフラクタル図形の典型例である.
の図形上に白然に定まるエネルギー密度関数の性質について考察を行う.Bell, Ho, and

Strichartz は,2次元 Sierpiński gasket 上においてその関数がいたるところ不連続である
ことを示した.本稿では,高次元Sierpiński gasket の場合について類似の性質を論じる.

(The Sierpiński gasket is one of the most typical self‐similar fractals. We study
some properties of the energy density functions defined on it. In the earlier studies,

Bell, Ho and Strichartz proved that these functions are discontinuous at every point

for the 2‐dimensional Sierpiński gasket. We will discuss the analogue of this property

for higher‐dimensional Sierpiński gaskets.)

1 序論

フラクタル図形上の解析学は,複雑な構造をもつ対象におけるさまざまな現象を解析するた

め,理想化されたモデルにおける解析の理論として研究が進められてきた.現象の例をあげる

と,フラクタル図形上において振動はどのように伝わるか,あるいは,フラクタル図形上におい

て熱はどのように拡散するかといったものである.この理論は物理学や化学および生物学など

の分野において重要性が認識され始め,ここ30年で大きく理論が発展した.

2次元 Sierpiński gasket (以下,2次元 S.G. と表す) は,理想的な自己相似性を持つフラクタ
ル図形の典型例であり,その図形上の解析学はこれまで詳しく研究されてきた.本稿では,2次
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元S.G. を高次元に自然に拡張した  N 次元 S.G. 上で ‘エネルギー密度関数” と呼ばれる関数

の性質について考察する.

エネルギー密度関数を定義するには,いくつかの概念を導入する必要がある.これらは,  \mathbb{R}^{d}

上で定義される概念との類似物として定義される.次節で正確な定義を行う前に,対応表を以

下に掲げておく.

S.G. 上の (相互) エネルギー形式  (\mathcal{E}, \mathcal{F})  \ovalbox{\tt\small REJECT}  \mathcal{E}(f_{9})=  \ovalbox{\tt\small REJECT}^{n^{\frac{1}{2}}}(\nabla f(x), \nabla_{9}(x))dx
エネルギー測度  \nu_{f}  \ovalbox{\tt\small REJECT}   \nu_{f}(dx)=\frac{1}{2}|\nabla f|^{2}dx

調和関数  h  \ovalbox{\tt\small REJECT}  \mathbb{R}^{d} 上の調和関数  h

Kusuoka measure  y  \ovalbox{\tt\small REJECT}  d 次元 Lebesgue 測度

エネルギー密度関数   \frac{d\nu_{h}}{d\nu}  rightarrow   \frac{1}{2}|\nabla f|^{2}

2 設定

本節では,主定理を述べるための数学的な枠組みを文献 [4, 6] に基づいて準備する.

2.1  1N 次元 Sierpiński gasket とグラフ近似

以下では  N を2以上の自然数とする.

定義 2.1.  \mathbb{R}^{N} 内における  N 単体を 1つとり,その頂点を  q_{0},  q_{1} , ,  q_{N} とする.  V_{0}  :=

 \{q0, q_{1} , q_{N}\} とする.さらに,  i\in\{0,1, N\} に対して,  F_{i}:\mathbb{R}^{N}arrow \mathbb{R}^{N} を瓦  (x):=

 (x+q_{i})/2 と定める.このとき,

 K= \bigcup_{i=0}^{N}F_{i}(K)
を満たす唯一の空でないコンパクト集合  K を  N 次元Sierpiński gasket という.

この集合を SG と書き,以下では  N 次元Sierpiński gasket を省略して  N 次元 S.G. と記す.

以後,次元  N は固定して考えるため,記号 SG には  N を明示しない.

 E_{0}  :=V_{0}\cross V_{0} と定める.自然数  m に対して,SG の部分集合㌦と  V_{m} 上の関係  E_{7n} を,

帰納的に以下のように定める.

 V_{m}:= \bigcup_{\iota=0}^{N}F_{i}(V_{?n-1}) (m\in \mathbb{N}_{\geq 1}) ,

 (x, y)\in E_{m}\Leftrightarrow ある  i=0,  N が存在して  x,  y\in F_{i}(K) かつ

 (F_{i}^{-1}(x), F_{i}^{-1}(y))\in E_{m-1}.

この  (V_{m}, E_{m})  (m\in \mathbb{N}) を  N 次元 Sierpiński gasket の近似グラフ (列) と呼ぶ.集合列

 \{V_{rn}\}_{m=0}^{\infty} は単調増大で,それらの和集合の閉包は  N 次元 S.G. と一致することに注意する.こ

の事実より,SG は連結な有限グラフにより近似されていると見なすことができる.
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2.2  N 次元 Sierpi  \acute{n}ski gasket 上のエネルギー

定義2.2.  m\in \mathbb{N} と SG 上の実数値関数  f,  g に対して,

  \mathcal{E}_{m}(f, g):=(\frac{N+3}{N+1})^{\uparrow n}\frac{1}{2}\sum_{x\in 
V_{m}}(y,x)\in E_{m}  \sum (f(y)-f(x))(g(y)-9(x))

と定める.

このとき,任意の  m\in \mathbb{N} と任意の  f:SGarrow \mathbb{R} に対して,  \mathcal{E}_{m}(f, f)\leq \mathcal{E}_{m+1}(f, f) が成り立

つ.この事実をふまえて次の命題を得る.

命題2.3 ([4, Theorem 2.2.6]). SG 上で定義された  \mathbb{R} 値連続関数全体の集合を  C(SG;\mathbb{R}) で
表す.

  \mathcal{F}:=\{f\in C(SG;\mathbb{R})|\mathcal{E}(f, f):= \lim_{marrow\infty}
\mathcal{E}_{m}(f, f)<\infty\}

とすると  \mathcal{F} は  C(SG;\mathbb{R}) の部分  \mathbb{R}‐代数である.さらに,  f,  g\in \mathcal{F} に対して,

  \mathcal{E}(f_{9}):=\frac{1}{2}\{\mathcal{E}(f+9, f+g)-\mathcal{E}(f, f)-
\mathcal{E}(9,9)\}
と定めるとき,  (\mathcal{E}, \mathcal{F}) は非負定値の2次形式となる.

 (\mathcal{E}, \mathcal{F}) を SG 上の (標準) エネルギー形式という.

2.3  N 次元 Sierpiński gasket 上のエネルギー測度

次の命題より,  \mathcal{F} の各元に対応する SG 上の測度が定まる.

命題2.4 ([6, Section 5.3]).  f\in \mathcal{F} に対し,以下を満たす SG 上の測度  \nu_{f} がただ一つ存在
する.

  \int_{SG}\varphi d\nu_{f}=\mathcal{E}(f\varphi, f)-\frac{1}{2}\mathcal{E}
(f^{2}, \varphi) (^{\forall}\varphi\in \mathcal{F}) .

 \nu_{f} を関数  f に対応するエネルギー測度と呼ぶ.

注意2.5. この命題はより一般のディリクレ形式  (\mathcal{E}, \mathcal{F}) において成立する.ここでは  \mathbb{R}^{d} にお

けるエネルギー形式の場合を注意として述べる.  \mathbb{R}^{d} 上の標準エネルギー形式は,適当な定義

域のもとで,

  \mathcal{E}(f, g)=\int_{\mathbb{R}^{d}}(1/2)\cdot(\nabla f(x), \nabla g(x))dx
と表される.このとき,命、題2.4中の数式の右辺は

  \mathcal{E}(\varphi f, f)-\frac{{\imath}}{2}\mathcal{E}(\varphi, f^{2})=\frac{
{\imath}}{2}\int_{R^{d}}(\nabla(\varphi f), \nabla f)_{R^{d}} d  x —   \frac{1}{4}\int_{R^{d}}(\nabla\varphi, \nabla(f^{2}))_{\mathbb{R}^{d}}dx
 = \int_{R^{d}}\varphi\cdot\frac{1}{2}|\nabla f|^{2}dx
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と計算されるので,エネルギー測度の一意性より  f のエネルギー測度は  \nu_{f}(dx)=(1/2) .

 |\nabla f|^{2}dx である.この場合の  \nu_{f} は具体的に記述できるが,S.G. の場合のエネルギー測度は単
純な表示式を持たない.

2.4  N 次元 Sierpiński gasket 上の調和関数

定義2.6.  h^{(0)}:V_{0}arrow \mathbb{R} に対し,次を満たす唯一の  h\in \mathcal{F} を調和関数という.

 h|V_{0}=h^{(0)} かつ  \mathcal{E}(h, h)=\mathcal{E}_{0}(h, h) .

この  h を  \iota(h^{(0)}) で表し,  \mathcal{H}:=\{\iota(h^{(0)})|h^{(0)}:V_{0}arrow \mathbb{R}\} と定める.

 \iota:\{h:V_{0}arrow \mathbb{R}\}arrow \mathcal{H} は全単射な線型写像であることが知られているため,ベクトル空間の
意味で次のような同一視ができる.

 \mathcal{H}\simeq\{h:V_{0}arrow \mathbb{R}\}\simeq \mathbb{R}^{N+1}.

ここで,  |V_{0}|=N+1 に注意する.特に,  \mathcal{H} は  (N+1) 次元  \mathbb{R}‐ ベクトル空間である.

2.5 Kusuoka measure エネルギー密度関数

 \mathcal{H} を  \mathbb{R}^{N+1} とベクトル空間の意味で同一視することにより,  \mathcal{H} には  \mathbb{R}^{N+1} から誘導される
標準基底  h_{0},  h_{1},  h_{N}\in \mathcal{H} が定まる.

定義2.7.   \nu:=\sum_{i=0}^{N}\nu_{h}、を Kusuoka measure という.

Kusuoka measure は次の定理の意味で Lebesgue 測度の対応物と考えることができる.

定理2.8 ([5], [6, Theorem 5.3. 1]). 任意の  f\in \mathcal{F} に対して,  \nu_{f} は  \nu に対し絶対連続である.

これにより,エネルギー密度関数  d\nu_{f}/d\nu が定義される.

3 先行研究と主結果

2次元 S.G. に関するエネルギー密度関数については,以下のような先行研究が知られて

いる.

定理3.1 ([1, Theorem 3.5 Cor.]). 2次元 S.G. 上の定数関数でない調和関数  h に対して,
 d\nu h/d\nu の任意の  \nu‐修正は S.G. 上の全ての点で不連続である.

この定理は,S.G. におけるエネルギー密度関数が  \mathbb{R}^{d} 上のエネルギー密度関数とは大きく異

なる性質を持つことを主張している.実際,  \mathbb{R}^{d} 上の調和関数  h に対応する  \mathbb{R}^{d} 上のエネルギー

密度関数は (1/2) .  |\nabla h|^{2} であり,この関数は連続となるような修正を持つからである.このよ
うな不連続性はフラクタル図形特有の性質であると考えられ,より一般のフラクタル図形に対

しても類似の性質が予想される.本稿では  N 次元 S.G. 上の場合にほぼ同様な主張を得た.

26



27

定理3.  2' ([3, Theorem 2.16]).  h\in \mathcal{H} は定数関数でないと仮定する.このとき,  \nu(SG\backslash A)=0
なる SG の部分集合  A が存在して,  d\nu_{h}/d\nu の任意の  \nu‐修正は  A の各点で不連続となる.

定理3.2は定理3.1に比べ,エネルギー密度関数の不連続性が  \nuー零集合の補集合上でのみ成

立しているという分弱い主張になっている.これは定理を示すために用いる,鍵となる主張が

先行研究の場合と異なることが理由である.定理3.1を示すために使われた定理は以下の通り

である.以下で,SG と相似な SG の部分集合を cell と呼ぶ.

定理3.3 ([1, Theorem 3.5]).  N=2 のとき,定数関数でない任意の  h\in \mathcal{H} と任意の cell  C

に対して次が成り立つ.

  ess\inf_{x\in C}\frac{d\nu h}{d\nu}(x)=0,
  ess\sup_{x\in C}\frac{d\nu_{h}}{d\nu}(x)=\frac{\mathcal{E}(h,h)}{3}(>0) .

ここで,esssup, essinf は  \nu に関するものである.

一方,定理3.2を示すために使われる定理は以下の2つである.

定理3  \cdot 4 ([3, Theorem 2. 15]).  N を2以上の自然数とするとき,定数関数でない任意の  h\in \mathcal{H}

と任意の cell  C に対して次が成り立つ.

  ess\inf_{x\in C}\frac{d\nu_{h}}{d\nu}(x)=0.
ここで,essinf は  \nu に関するものである.

定理3.5 ([2,  T^{1} heorem 5.6]). 定数関数でない任意の調和関数  h_{1},  h_{2} について  \nu_{h_{1}} と  U_{h_{2}} は互
いに絶対連続である.特に定数関数でない任意の  h\in \mathcal{H} に対して,

  \frac{d\nu h}{d\nu}(x)>0 \nu-a.e. x\in SG
が成立する.

定理3.3では,  d\nu_{f}/d\nu のesssup と essinf がcell に依らず一定の値をとることを主張して

いるが,これは2次元であることの特殊性による.このことから,エネルギー密度関数の,す

べての点における不連続性が示される.一方,  d\nu_{f}/d\nu のesssup の値に関する同様な主張が  N

次元 S.G. についても成立するかどうかは不明であり,代わりに用いた定理3.5は  \nu‐零集合を

除く点における主張であることから,現状では定理3.2のような形での不連続性のみが示され
ている.

4 主定理の拡張の可能性

主定理の改良に関して,以下のような問題が考えられる.

(i) 定理3.4において,定理3.3のように  d\nu_{f}/d\nu のesssup を評価できるか.
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(ii) より一般のフラクタル図形で類似の結果が成立するか.

(iii)  N 次元 S.G. における標準的でない2次形式ではどうか.

(i) について,  N=2 のときesssup  d\nu_{f}/d\nu を評価できるの、は,次の主張が鍵となっている.

命題4.1 ([6, Section 5.3]).  \mathcal{H} を定数関数全体の集合で割った空間  \tilde{\mathcal{H}} は  \mathcal{E} を内積とする計量
ベクトル空間となる.  (\overline{\mathcal{H}}, \mathcal{E}) の任意の正規直交基底  \{g_{i}\}_{i=1}^{N} に対して次の等式が成立する.

  \sum_{i=1}^{N}\nu_{g}. =\frac{1}{N+1}\nu.
この命題より,  N=2 のときは  \nu_{g_{1}}+\nu_{g_{2}}=\nu/3 であるから,エネルギー測度と Kusuoka

measure の測度の比を考えることにより  d\nu_{f}/d\nu のessinf の値から  d\nu_{f}/d\nu のesssup の値を

得ることができる.  N>2 のときはこのような論法が適用できず,  d\nu_{f}/d\nu のesssup の値につ

いての良い情報を得るには新たなアイディアが必要である.

(ii) について,essinf  d\nu_{f}/d\nu=0 の証明には,  N 次元 Sierpiński gasket の図形としての対称
性が駆使されている.対称性がどの程度本質的な性質であるかは検討されるべき事項である.

(iii) について,本稿では SG 上に定まる標準エネルギー形式のみを考察したが,摂動を加えた
2次形式も定義可能である.摂動が十分小さい場合には主結果と類似の結果が成り立つだろう

と予想している.
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