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1 背景

パーコレーションとは,ランダムに生じる対象のなすクラスターの形を調べる確率論の一

分野であり,その最も基本的なモデルとして, d 次元正方格子  \mathbb{L}^{d}=(\mathbb{Z}^{d}, \mathbb{E}^{d}) 上のボンドパー
コレーションモデルが挙げられる.これは正方格子の各ボンド  e\in \mathbb{E}^{d} を同確率  p\in[0,1] かつ
独立に開くという確率過程を与えるものである.このとき,頂点集合  \mathbb{Z}^{d} および開いたボンド

からなるランダム部分グラフ  K\subset \mathbb{L}^{d} のクラスター (連結成分) のうち,原点を含むものを

 C(0) と書き,それが格子内において無限グラフとなる浸透確率  \theta^{bond}(p)=P_{p}(|C(0)|=\infty)
が,  p の関数として定義される.各ボンドの開く確率  p がある値を超えると浸透確率  \theta^{bond}(p)
は正の値をとる.この臨界値  p_{c}^{bond}(d)  := \inf\{p\in[0,1] : \theta^{bond}(p)>0\} を臨界確率と呼ぶ.

臨界確率について,任意の空間次元  d\geq 2 に対して  0<p_{c}^{bond}(d)<1 であることが容易に

確かめられる.このモデルの大きな特徴の一つとして,臨界確率前後での相転移現象が観察

されることが挙げられるが,それを述べたのが次の定理である.

定理1.1.  p>p_{c}^{bond}(d) のとき,ある定数  c  :=c(p)>0 が存在し,任意の  x,  y\in \mathbb{Z}^{d} に対し

瑞  (xrightarrow y)bond  \geq c (1)

 p<p_{c}^{bond}(d) のとき,ある定数  \sigma  :=\sigma(p)>0 が存在し,任意の  x,  y\in \mathbb{Z}^{d} に対し

 P_{p}(x^{\underline{bond}}y)\leq e^{-\sigma\Vert x-y\Vert_{1}} (2)

ここで,2頂点  x,  y\in \mathbb{Z}^{d} が開いたボンドの道によって接続される事象を  x\underline{bond}y と書
いた.上の定理はその接続確率の , 2頂点  x,  y の距離に関するふるまいが臨界確率前後で定
性的に異なることを述べている.物理の用語を用いて,  p<p_{c}^{bond} (のおよび  p>p_{c}^{bond}(d)
としたときの正方格子の相をそれぞれ亜臨界相 , 超臨界相と呼ぶ.亜臨界相における指数

減衰 (2) はMenshikov[4] によって得られ,また,超臨界相の評価 (1) はAizenman, Kesten,
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Newman [3] による無限クラスターの一意性から従う.ボンドパーコレーション理論の詳細
については教科書 [1] を参照されたい.

本研究では,従来のパーコレーションモデルの高次元化のための一考察として,ランダム

図形のなす 「ホール」 即ち,空間次元に対する余次元1のホモロジーの生成元のクラスター

を調べるパーコレーションモデルを提案する.このモデルをホールパーコレーションモデ

ルと呼ぶ.この研究の背景として,応用 数学的側面から,次の2点が挙げられる.

1. 高分子の破壊現象 「パーコレーション」 という言葉が「浸透」 と和訳されるように,パー

コレーション理論は多孔石岩への水の浸透現象などといった物理的背景を持つ.近年

パーコレーション理論との関連が注目されている物理現象として,高分子の破壊現象

が挙げられる.論文 [6] では,高分子に張力を加えたときにできる亀裂が,内部に生じ
る微小な空隙の連なりによって生成されることを示しており,このことは亀裂が 「微

小な空隙のパーコレーション」 として記述されうることを示唆している.本研究では,

「空隙の生成」 をパーコレーションの枠組みで記述することに焦点を当て,これをホモ

ロジー生成元として表すことを考えた.

2. ホモロジーに関する高次元 近年のランダムトポロジーに関する研究の一つの流れとし

て,「ランダムグラフ理論の高次元化」 が挙げられる.例えば,論文 [8] で扱われてい
るランダム方体集合とは,正方格子内の各次元のキューブ (点,線,面,立方体) を

確率的に発生させるモデルである.その上で,論文 [8] では,得られるランダム図形
の  d 次ベッチ数 (  d 次元の 「輪っか」 の個数) についての極限定理を得ている.ホモロ

ジー理論の文脈で 「連結成分」 が  0 次のべッチ数と捉えられることを踏まえれば,こ

れはランダムグラフ理論における連結成分の個数についての考察 (e.g. [5]) の,ホモ
ロジーについての高次元版とみることもできるだろう.

上述のボンドパーコレーションモデルは,ボンドの確率的発生による頂点のつながり

をみるモデルであると考えることができる.本研究で提案するホールパーコレーショ

ンモデルは,この 「頂点」 をホモロジーの文脈から  0 次の位相的対象物と捉え,その高

次元版として,余次元1のホモロジー生成元の確率的なつながりをみるモデルである.

次章において,このモデルを定式化する.

2 ホールパーコレーションモデル

2.1 モデルの構成

以下,空間次元を  d\geq 2 とする.本研究ではまず,ボンドの高次元版として 「面」 の確率

的な開閉を考える.ここで,面は余次元1の基本方体として次のように定義される.記法の

詳細については教科書 [7] を参照されたい.
基本区間とは,ある整数  l\in \mathbb{Z} を用いて  I=[l, l+1] または  I=[l, l] と表される閉区間

 I\subset \mathbb{R} のことである.  I=[l, l+1] と書けるとき  I は非退化であるという.  d 次元実空間  \mathbb{R}^{d}

内の基本方体を基本区間の  d 個の直積   Q=I_{1}\cross I_{2}\cross  \cross I_{d}\subset \mathbb{R}^{d} と定め,その次元を

 \dim Q=\# {  1\leq i\leq d :  I_{i} は非退化}
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と定義する.  \mathbb{R}^{d} 内の  k 次元基本方体全体を

 \mathcal{K}_{k}^{d}:= {   Q=I_{1}\cross I_{2}\cross  \cross I_{d} :基本方体,  \dim Q=k }

とかく.  \mathcal{K}_{d-1}^{d} の元を面と呼ぶ.

本研究ではまず,ボンドパーコレーションモデルと同様,面  Q\in \mathcal{K}_{d-1}^{d} をある確率  p\in[0,1]
で独立に発生させる過程を考える.状態空間を  \Omega  :=\{0,1\}^{\mathcal{K}_{d-1}^{d}} と定め,ボンドパーコレー

ションモデルと同様,確率空間  (\Omega, \mathcal{F}, P_{p}) を与える.また,二つの面  Q,  Q'\in \mathcal{K}_{d-1}^{d} の隣

接を辺の共有,即ち  Q\cap Q'\in \mathcal{K}_{d-2}^{d} であることと定める.面集合  \mathcal{K}_{d-1}^{d} の “原点”  Q_{0}  :=

 [0,0]\cross[0,1]\cross  \cross[0,1] に対し,それを含む面のクラスターを  C(Q_{0}) とし,ボンドパーコ

レーションと同様,浸透確率

 \theta^{face}(p)=P_{p}(|C(Q_{0})|=\infty)

および臨界確率

 p_{c}^{face}(d)= \inf\{p\in[0,1] : \theta^{face}(p)>0\}

が定まる.このモデルを面パーコレーションモデルと呼ぶ.

一方,本研究で主とするのは,この面の確率的開閉が定める図形の 「ホール」 の連なりを

調べるモデルである.ホールの連なりの情報を持たせたホールグラフを次で定義する.

面の開閉状態  \omega\in\Omega に対し,枠  A^{n}=[-n, n]^{d} への実現  K^{n}(\omega) を考える.即ち  K^{n}(\omega) は,
 A^{n} 内にある開いた面の和である.  K^{n}(\omega) の(d—1)次体係数ホモロジー群   H_{d-1}(K^{n}(\omega))\simeq
 \mathbb{K}^{\beta^{n}} の生成元は  K^{n}(\omega) が作る 「ホール」 , すなわち  \mathbb{R}^{d}\backslash K^{n}(\omega) の有界連結領域と自然に一

対一対応する.

 \mathbb{R}^{d}\backslash K^{n}(\omega)=D_{0}\sqcup D_{1}\sqcup \sqcup D_{\beta^
{n}}

を非有界連結領域  D_{0} および有界連結領域  D_{1} ,  D_{\beta^{n}} への一意分解とする.グラフ  G^{n}(\omega)
を  D_{1},  D_{\beta^{n}} を頂点とし,隣接関係を

 D_{i}\sim D_{j}\Leftrightarrow^{def} ある面  Q\in \mathcal{K}_{d-1}^{d} があって  Q\subset\partial D_{i}\cap\partial D_{j}

により定めたグラフとする (図1) . このとき  G^{n}(\omega) は  n について単調に増大する.その極

限   G(\omega)=\bigcup_{n\in \mathbb{N}}G^{n}(\omega) を,面の状態  \omega\in\Omega から誘導されるホールグラフと呼び,その各頂

点をホールと呼ぶ.

図1:  d=2 の場合.方体集合 X(太線) とそこから誘導されるホールグラフ (点線)
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ホールグラフ  G の連結成分のうち,  0^{*}=(1/2, \ldots, 1/2) を含むホールを持つものを  G_{0^{\bullet}}

とする (存在しないときは   G_{0}\cdot=\emptyset とする) . ホールパーコレーションモデルに関する浸透

確率および臨界確率をそれぞれ

 \theta^{hole}(p):=P_{p}(|G_{0}\cdot(\omega)|=\infty) ,

  p_{c}^{hole}(d) :=\inf\{p\in[0,1] :\theta^{hole}(p)>0\}

と定める.

2.2 双対格子との関係

ホールパーコレーションモデルでは,グラフの頂点 (ホール) の生成そのものを確率的に

扱う.ホールの生成は,有限領域内の面の開閉状態のみからでは定まらない,大域的な性質

である.ここで,正方格子の双対格子  (\mathbb{L}^{d})^{*}  :=L^{d}+(1/2, \ldots, 1/2) , 即ち元の格子を各成分

1/2だけ平行移動させたものとの関係を用いて,ホールの生成の特徴づけを行う.双対格子
のボンド  e^{*} に対し,その伸びる成分にのみ退化した面  Q_{e^{\bullet}} を,互いに直交するようにとる

ことが出来,またこの対応は一対一である.双対ボンド  e^{*} の開閉状態を,対応する面  Q_{e^{\bullet}}
の状態と逆相関させることにより確率  1-p の (双対) ボンドパーコレーションモデルを誘

導する.ことのき,双対格子  (L^{d})^{*} 内に得られる有限クラスターは,面のなすホールと対応

づけることができる (図2) .

図2:  d=2 の場合.面 (点線) のなるホールと,双対ボンドの有限クラスター (太線)

以上の対応関係を用いて,ホールの形成という問題を,双対格子上のボンドクラスターの

有限無限性の問題に帰着させることができる.この議論は本研究全体を通して中心的な役

割を果たす.

3 主結果

3.1 臨界確率の評価

まず本研究では,上で定義された臨界確率  p_{c}^{hole} に対し,次の上下からの評価を得た.

定理3.1. 任意の  d\geq 2 に対し,

 p_{c}^{face}(d)\leq p_{c}^{hole}(d)\leq 1-p_{c}^{bond}(d) .
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面パーコレーションモデルの臨界確率  p_{c}^{face}(d) については,パーコレーション理論の基本

的な議論から正であることがすぐに従う.よってこの定理からとくに  p_{c}^{hole}(d)\in(0,1) であ

ることが従うが,これはホールパーコレーションモデルにおいても亜臨界相,超臨界相の二

つが存在することを意味している.

上界については,第2.2節で述べた対応関係を用いることですぐに従う.実際,確率  P>

 1 ‐pbcond(のに対しては,  1-p<p_{c}^{bond}(d) より双対格子のボンドによるクラスターは全て
有限であり,空間  \mathbb{R}^{d} 内の任意の点がホールによって囲われている.従ってとくにホールグ

ラフが—つの無限クラスターになることが分かるので,臨界確率  p_{c}^{h1e}o(d) は  1-p_{c}^{bond}(d) を

超えない.

注意 3.2. 2次元の場合,定理3.1から  p_{c}^{hole}(2)=1/2 であることがすぐに従う.実際,

 Kesten[2] による  p_{c}^{bond}(2)=1/2 という結果および,2次元の面がボンドに相当すること

を踏まえ,

 1/2=p_{c}^{face}(2)\leq p_{c}^{hole}(2)\leq 1-p_{c}^{bond}(2)=1/2

を得る.

3.2 無限クラスターの一意性

正方格子上のボンドパーコレーションモデルにおいて,格子内に存在する無限クラスター

の個数は高々一つであることが知られている [3]. 本研究では,この類似として,ホールパー
コレーションモデルにおいても,得られる無限クラスターの個数が高々一つであることを証
明した.

定理3.3.  d\geq 2 とする.確率変数  N^{hole} を,ホールグラフにおける無限クラスターの個数

とする.このとき,  \theta^{hole}(p)>0 ならばほとんど確実に  N^{hole}=1 となる.

ここから,ホールパーコレーションモデルの,超臨界相における接続確率の評価を得るこ

とができる.ここで,双対格子の2頂点  x^{*},  y^{*} が同一のホールクラスターのホールによって

囲われている (即ちホールの道によって接続されている) ことを  x^{*}\underline{hole}y^{*} と書く.

定理3.4.  d\geq 2 とする.  p>p_{c}^{hole}(d) に対し,ある定数  c:=c(p)>0 が存在し,任意の

娩  y^{*}\in(\mathbb{Z}^{d})^{*} に対し

 P_{p}(x^{*}arrow y^{*})
hole

 \geq c

が成立する.

3.3 クラスターの個数に関する極限定理

材料科学などへの応用を考える際,例えば上述の高分子化合物などの調べたい対象に対し,

抽出され得るデータはごく限られた領域に限られることが多い.そのため,得られたデータ

が元の対象の性質を反映させていることを確かめるには,データのスケール極限に対する振

る舞いを調べることが必須である.
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本研究では,そのための一考察として,領域  A^{n}=[-n, n]^{d} に制限されたホールグラフの

クラスターの個数  K_{hole}^{n} に対し,その   narrow\infty での振る舞いとして次の大数の法則が成り

立つことを得た.

定理3.5.  0<p<1-p_{c}^{bond} とする.定数ある  c>0 が存在し,   narrow\infty のとき

  \frac{K_{ho1e}^{n}}{|\tilde{B}(n)|}arrow a.8. c.
ただし,  E_{p} は面の開閉に関する確率空間  (\Omega, \mathcal{F}, P_{p}) における期待値を表す.また,中心

極限定理として次を得た.

定理3.6.  0<p<1-p_{c}^{bond} とする.面の発生確率  p および空間次元  d のみに依存したある

正定数  \sigma^{2}>0 が存在し,   narrow\infty のとき,

  \frac{1}{|\tilde{B}(n)|} Var  (K_{hole}^{n})arrow\sigma^{2}

および

  \frac{1}{|\tilde{B}(n)|^{1/2}}(K_{hole}^{n}-E_{p}(K_{hole}^{n}))arrow 
d\mathcal{N}(0, \sigma^{2})
が成り立つ.ここで  arrow d は法則収束,  \mathcal{N}(0, \sigma^{2}) は平均  0 , 分散  \sigma^{2} の正規分布を表す.

4 今後の展望

まず,ホールパーコレーションモデルに関する直近の研究課題として,次が挙げられる.

. ボンドパーコレーションモデルにおいては,Menshikov[4] により接続確率の亜臨界に
おける指数減衰 (定理1.1 (2)) が示されており,超臨界における評価 (定理1.1  ((1))
と合わせて相転移現象を特徴付けている.本研究で提案するモデルにおいては,亜臨

界相  (p<p_{c}^{hole}) における接続確率の収束  P(x^{*}\underline{hole}y^{*})arrow 0(\Vert x^{*}-y^{*}\Vertarrow\infty) の

速さに関する評価が与えられていない.この評価を与えることが課題の一つである.

. 本研究で与えた臨界確率の評価 (定理3.1) は,  p>1-p_{c}^{bond}(d) の相のみに対し,ホー

ルグラフの無限クラスターの形成を保証する.ただこの確率  p に対しては,第2.2節

の考察から,ホールグラフは  \mathbb{R}^{d} 全体を占める  - つの無限クラスターに限られる.こ

の評価をより厳しく  p_{c}^{hole}(d)<1-p_{c}^{bond}(d) と与え,  p_{c}^{hole}(d)<p<1-p_{c}^{bond}(d) とな

る確率  p の存在を示すことで,  \mathbb{R}^{d} 全体を占めない,「形」 を持った無限クラスターの存

在を確かめたい.

また,本研究で与えたホールパーコレーションモデルは,ホモロジーに着目した高次元化

モデルとしての背景を持つ.ただこのモデルにおいて着目しているのは余次元1のホモロ

ジー生成元のみであり,今後,一般次元のホモロジー生成元に関して同様のモデルが考えら

れることが期待される.ただその難点の一つとして,ホモロジー生成元と幾何学的対象との

自然な一対一対応を取ることが困難であることがある.例えば図3のような,  \mathbb{R}^{3} 内の単位

立方体の1次スケルトンX とその1次ホモロジー (即ち余次元2のホモロジー)  H_{1}(X) を
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考えると,  rankH_{1}(X)=5 であるが,そのその生成元を Xの「輪っか」 という幾何学的対

象と自然に一対一対応させることはできない.

図3: 立方体の1次スケルトン  X.
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