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概要

準線形楕円型方程式  -\triangle u-\kappa\triangle(|u|^{\alpha})|u|^{\alpha-2}u=|u|^{p-1}u-\lambda u in  \mathbb{R}^{N} を考え

る.この方程式の正値解について,存在非存在一意性  \kappaarrow 0 としたときの
漸近挙動に関する既存の結果を紹介し,  p+1 がSobolev の臨界指数であるとき
の漸近挙動について述べる.

1 序

1.1 背景

 N\geq 1 とし,  \alpha>1,  p>1,  \kappa>0 をパラメータとする.そして,準線形 Schrödinger

方程式

 i \frac{\partial z}{\partial t}=-\triangle z-|z|^{p-1}z-
\kappa\triangle(|z|^{\alpha})|z|^{\alpha-2}z (t, x)\in \mathbb{R}\cross 
\mathbb{R}^{N} (1)

を考える.ここで,  z=z(t, x) は複素数値の未知関数である.(1) はプラズマ物理に

現れる準線形 Schrödinger 方程式である.物理的な背景については,[BEPZOI, Kur81]
を参照されたい.
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(1) の解で,  \lambda>0,  z(t, x)=e^{i\lambda t}u(x) と変数分離されているものに注目する.この

ような解は定在波解と呼ばれ,  u は次の準線形楕円型方程式を満たす.

 -\triangle u-\kappa\triangle(|u|^{\alpha})|u|^{\alpha-2}u=|u|^{p-1}u-\lambda u in  \mathbb{R}^{N} . (2)

(2) の正値解について考察し,特に  \kappaarrow 0 とした場合の漸近挙動についての結果を与
えるのが本稿の目的である.

1.2 変分構造

エネルギー汎関数を

 I_{\kappa}(u)  := \frac{1}{2}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha\kappa|u|^{2\alpha-2}
)dx-\int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{|u|^{p+1}}{p+1}-\frac{\lambda|u|^{2}}{2}dx  (u\in X) ,

X:  = \{u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N});\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}|u|^{2\alpha-
2}dx<\infty\}
とお  \langle . ここで,準線形項に対応する項の影響で,  I_{\kappa} は  H^{1}(\mathbb{R}^{N}) 上では定義されない.

なので,  I_{\kappa} が意味を持つように定義域を  X\subset H^{1}(\mathbb{R}^{N}) に制限して考える.そして,(2)
の弱解  u を,

 u\in X,  I_{\kappa}'(u)\phi=0 for  \phi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{N})

を満たすものとして定義する.ここで,   I_{\kappa}'(u)\phi は  I_{\kappa} の  u における  \phi 方向微分

(Gâteaux 微分) であり,

 I_{\kappa}'(u) \phi=\int_{\mathbb{R}^{N}}\nabla u\cdot\nabla\phi+
\kappa\nabla(|u|^{\alpha})\cdot\nabla(|u|^{\alpha-2}u\phi)-|u|^{p-1}u\phi+
\lambda u\phi dx
となっている.楕円型方程式の解の正則性より,  u は古典解になることもわかる.

 m_{\kappa}  := \inf {  I_{\kappa}(u);u は非自明な弱解},
 \mathcal{G}_{\kappa}  := {  u_{\kappa};I_{\kappa}(u_{\kappa})=m_{\kappa},  u は非自明な弱解}

とお  \langle . ここで,  m_{\kappa} は最小エネルギー,  \mathcal{G}_{\kappa} に属する  u を ground state と呼ぶ.各

 u\in \mathcal{G}_{\kappa} について,最小エネルギー性より,ある  \theta\in \mathbb{R} が存在し,  e^{i\theta}u>0 となること

が示せる (cf.  [Caz03 , Theorems 8.1.4−8.1.6]). もちろん  e^{i\theta}u もまた ground state で

ある.従って,ground state として (2) の正値解のみを考えれば良い.さらに,(2) の
正値解は球対称で,最大点を中心に減少してい  \langle こともわかる.平行移動してもやはり

解であるので,原点中心に球対称としてよい.以上より,考える問題は次の常微分方程

式に帰着される.

 \{\begin{array}{l}
-\triangle u-\kappa u^{\alpha-1}\triangle(u^{\alpha})=u^{p}-\lambda u, u>0 on 
(0, \infty) ,
u(0)>0, u'(0)=0, \lim_{rarrow\infty}u(\tau)=0.
\end{array} (3)
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ここで,   \triangle=\frac{d^{2}}{dr^{2}}+\frac{N-1}{r}\frac{d}{dr},  u(r)=u(x)  (r=|x|) である.なお,本稿では,  \mathbb{R}^{N} 上で

定義された球対称関数  u(x) と,  [0, \infty ) 上で定義される 銀  r )  =u(x)(r=|x|) を同一

視し,同じ記号で表す.

1.3 正値解の存在非存在

(2) や,(2) で  \lambda の部分がポテンシャル関数  V(x) となった場合の正値解の存在は,

[PSW02, LW03, LWW03, CJ04, LWW04] などで議論されている.[  CJ04 , LWWO4]
で導入された変数変換を用いると,考えている準線形楕円型方程式を半線形楕円型

方程式に帰着することが出来,そこでの既存の結果を使って (3) の正値解の存在が
分かる.その変数変換と正値解の存在については,第2節で述べるが,結論として,

 1<p<\alpha 2^{*}-1 の時に正値解が存在する.ここで

 2^{*}=\{\begin{array}{ll}
\frac{2N}{N-2}   if N\geq 3,
\infty   if N=1,2
\end{array}
はSobolev の埋め込みの臨界指数である.

一方,(3) の正値解  u があったとすると,  u は遠方で指数減衰することから,Pohozaev
の等式

  \frac{N-2}{2}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha\kappa|u|^{2\alpha-2}
)dx-N\int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{|u|^{p+1}}{p+1}-\frac{\lambda|u|^{2}}{2}dx=0 (4)

を満たす.また,方程式に解  u を掛けて積分すると,

  \int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha^{2}\kappa|u|^{2\alpha-2})dx-\int_
{\mathbb{R}^{N}}|u|^{p+1}-\lambda|u|^{2}dx=0 (5)

である.2つの等式を用いると,  \alpha>1,  p>1,  u\not\equiv 0 であるので,

  \frac{N-2}{2N}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha\kappa|u|^{2\alpha-
2})dx=\int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{|u|^{p+1}}{p+1}-\frac{\lambda|u|^{2}}{2}dx
 < \int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{|u|^{p+1}}{p+1}-\frac{\lambda|u|^{2}}{p+1}dx=\frac
{1}{p+1}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha^{2}\kappa|u|^{2\alpha-2})dx
 < \frac{1}{p+1}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(\alpha+\alpha^{2}
\kappa|u|^{2\alpha-2})dx=\frac{\alpha}{p+1}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1
+\alpha^{2}\kappa|u|^{2\alpha-2})dx

を得る.従って,正値解の存在のためには,   \frac{N-2}{2N}<\frac{\alpha}{p+1} が必要である.これらの結果を

まとめると,正値解の存在非存在については全てわかる.

命題 LL  \alpha>1,  \kappa>0,  \lambda>0 とする.
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(i)  1<p<\alpha 2^{*}-1 ならば,(3) は正値解を持つ.

(ii)  p\geq\alpha 2^{*}-1 ならば,(3) の正値解は存在しない.

 \kappa=0 の場合は,  1<p<2^{*}-1 が正値解の存在する範囲である.つまり,どんな小

さい  \kappa>0 であっても,準線形項の影響により,  2^{*}-1\leq p<\alpha 2^{*}-1 においても正値

解が存在するというのが,この問題の特徴になっている.以後,正値解が存在する場合

のみを考えるので,  1<p<\alpha 2^{*}-1 を仮定する.

1.4 正値解の一意性

(3) の正値解が存在するとき,その一意性について調べるのは,応用上も重要な課題

である.実際,  N=1,  \alpha=2 の場合には,[CJS10] によって一意性が得られている.な

お,[CJS10] では解の安定性などについても議論されている.
 N\geq 2 の場合は,正値解の一意性を得るのはより難しい.しかし,(3) は変数変換に

よって半線形楕円型方程式に帰着されるので,半線形楕円型方程式の正値解の一意性

の結果を適用することができると期待される.実際,表のように,  \kappa を十分大き  \langle とれ

ば正値解が一意であることが示されている.

また,  \kappa>0 が十分小さい場合には,  \kappaarrow 0 とした場合の正値解の漸近挙動を調べる

ことができる.それによって,極限問題の一意性から,  \kappa が十分小さい場合の一意性が

得られる.実際,表のように,十分小さい  \kappa に対してground state となる正値解の一
意性が得られている.

 \kappa :十分大での正値解の一意性  \kappa :十分小での ground state の一意性

なお,表において,  \alpha>1,1<p<\alpha 2^{*}-1 は常に仮定している.

その後の研究の進展により,現在では一般の  \kappa に対して,正値解の一意性を示すこと
が出来ている.

命題1.2 ([ASW17, ASW18]).  N\geq 2,  \kappa>0,  \alpha>1,1<p<\alpha 2^{*}-1 とする.その

とき,(3) は一意正値解を持つ.
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なお,上記の結果では正値解における線形化作用素の非退化性も示されている.証明

の方針については,第2節で述べる.

1.5 漸近挙動

一般に正値解が一意存在することがわかったので,(3) の正値解を  u_{\kappa} とお  \langle.  u_{\kappa} の
 \kappaarrow 0 での漸近挙動は,既に  \kappa が十分小さい場合の一意性を調べる際にかなり理解さ

れているので,その部分について述べる.

方程式 (3) で単に  \kappa=0 とすると,

 \{\begin{array}{l}
-\triangle u=u^{p}-\lambda u, u>0 on (0, \infty) ,
u(0)>0, u'(0)=0, \lim_{rarrow\infty}u(r)=0
\end{array} (6)

を得る.従って,  u_{\kappa} の  \kappaarrow 0 とした極限  u_{0} は (6) の解となることが期待される.し

かし,(6) は  p\geq 2^{*}-1 では解を持たない (先ほどの議論と同様,Pohozaev の等式を
用いて示せる) ので,  p の値によって極限が異なることが予想される,実際,次が分かっ
ている.

命題1.3  ([ASW14a, ASW14b]) .  N\geq 2,1<p<2^{*}-1 とする.

 u_{\kappa}arrow u_{0} in  H^{1}(\mathbb{R}^{N}) as  \kappaarrow 0

が成り立つ.ここで,  u_{0} は (6) の一意解である.

先に述べたように,  p>2^{*}-1 では (6) は正値解を持たないので,適当なスケーリン
グの元で,異なる極限問題が現れると期待される.実際,  \hat{u}_{\kappa}(x)=\kappa^{\frac{1}{2(\alpha-1)}}u_{\kappa}(\kappa^{\frac{p-1}
{4(\alpha-1)}}x)
と置  \langle と,  \hat{u}_{\kappa} は方程式

 \{\begin{array}{l}
-\triangle\hat{u}_{\kappa}-\hat{u}_{\kappa}^{\alpha-1}\triangle(\hat{u}_{\kappa}
^{\alpha})=\hat{u}_{\kappa}^{p}-\lambda\kappa^{\frac{p-1}{2(\alpha-1)}}\hat{u}_{
\kappa},\hat{u}_{\kappa}>0 on (0, \infty) ,
\hat{u}_{\kappa}(0)>0, \hat{u}_{\kappa}'(0)=0, \lim_{rarrow\infty}\hat{u}
_{\kappa}(\tau)=0
\end{array}
を満たしている.ここで  \kappa=0 と置  \langle と次の方程式を得る.

 \{\begin{array}{l}
-\triangle\hat{u}_{0}-\hat{u}_{0}^{\alpha-1}\triangle(\hat{u}_{0}^{\alpha})=\hat
{u}_{0}^{p}, \^{u} 0>0 on (0, \infty) ,
\^{u} 0(0) >0, \hat{u}_{0}'(0)=0, \lim_{rarrow\infty}\hat{u}_{0}(r)=0.
\end{array} (7)

命題1.4  ([ASW14c]) .  N\geq 3,2^{*}-1<p<\alpha 2^{*}-1 とする.このとき,

 \hat{u}_{\kappa}arrow\hat{u}_{0} in  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})\cap C^{2}(\mathbb{R}^{N}) as  \kappaarrow 0

が成立する.ここで,ûo は (7) の一意解,  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})=\overline{C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{N})}
^{\Vert\nabla\cdot\Vert_{L^{2}(\mathbb{R}^{N})}} である.
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以上を踏まえると,「 p=2^{*}-1 の場合の漸近挙動がどうなるのか?」というのは

自然な問いかけである.なお,(7) は  p=2^{*}-1 では正値解を持たないことが,やはり
Pohozaev の等式を用いて示せるので,さらに異なる極限問題が現れると予想される.

1.6 主結果

主結果を述べるために,Talenti 関数

 W(x):=(1+ \frac{|x|^{2}}{N(N-2)})^{-\frac{N-2}{2}}
を思い出してお  \langle.  W は方程式

 \{\begin{array}{l}
-\triangle W=W^{2^{*}-1}, W>0 in \mathbb{R}^{N},
W(0)=1, \lim_{|x|arrow\infty}W(x)=0
\end{array}
の一意正値球対称解である.  S をSobolev の埋め込み定理

 \Vert u\Vert_{L^{2^{*}}(\mathbb{R}^{N})}\leq S\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}(\mathbb
{R}^{N})} for  u\in D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})

の最良定数とすると,  W は不等式の等号を実現している.

定理1.5  ( [Adachi‐S‐Watanabe, preprint  (N\geq 4) , in preparation  (N=3)]) .
 N\geq 3,  \alpha>1,  \kappa>0,  p=2^{*}-1 とする.方程式 (3) の一意に定まる正値解を  u_{\kappa} と
し,  \xi_{\kappa}:=u_{\kappa}(0),  U_{\kappa}(x)  :=\xi_{\kappa}^{-1}u(\xi_{\kappa}^{-\frac{2}{N-2}}x) とお  \langle . このとき,

 \xi_{\kappa}arrow\infty,  U_{\kappa}arrow W in  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})\cap C^{2}(\mathbb{R}^{N}) as  \kappaarrow 0

が成立する.さらに,次のように  \xi_{\kappa} の漸近挙動がわかる.

 \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}arrow C_{N}^{*} if  N\geq 5,

  \frac{\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha}}{\log\xi_{\kappa}}arrow C_{4}^{*} if  N=4,

 \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha}arrow C_{3}^{*} if  N=3 , as  \kappaarrow 0

ここで,  C_{N}^{*}>0 は具体的に定まる定数である.

2 Dual approach

この方程式は,ある変換を用いることで,半線形楕円型方程式に帰着できる.正値解

の存在や一意性を示す時には,この変換が本質的に利用される.また,この変換は変分
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構造を保ち,状況に応じて,元の方程式と変換した方程式と都合の良い方を利用するこ

とができる.そういったことから,この変換による手法はdual approach と呼ばれる.

 f_{\kappa}(s) を次の常微分方程式の一意解とし,  \mathbb{R} 上で奇関数となるように拡張してお  \langle.

 f_{\kappa}'(s)= \frac{1}{\sqrt{1+\alpha\kappa f_{\kappa}(s)^{2\alpha-2}}}  on  (0, \infty),  f_{\kappa}(0)=0.

このようにすると,  s>0 が十分小さいときには  f_{\kappa}(s)\sim s,  s>0 が十分大きい時には

 f_{\kappa}(s)\sim s^{1/\alpha} となっている.

方程式

 -\triangle u-\kappa\triangle(|u|^{\alpha})|u|^{\alpha-2}u=|u|^{p-1}u-\lambda u

の解  u に対して変換  v=f_{\kappa}^{-1}(u) を考えると,  v は半線形楕円型方程式

 -\triangle v=g_{\kappa}(v) :=(|f_{\kappa}(v)|^{p-1}f_{\kappa}(v)-\lambda 
f_{\kappa}(v))f_{\kappa}'(v)

の解となることがわかる.逆も成り立つので,この変換で問題が半線形楕円型方程式に

帰着されることがわかる.さらに,この変換  v=f_{\kappa}^{-1}(u) で,  u\in X と  v\in H^{1}(\mathbb{R}^{N}) は

一対一に対応し,汎関数も

 I_{\kappa}(u)= \hat{I}_{\kappa}(v) :=\frac{1}{2}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla 
v|^{2}dx-\int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{1}{p+1}|f_{\kappa}|^{p+1}-\frac{\lambda}{2}
|f_{\kappa}|^{2}dx
と対応することがわかる.

変換した半線形楕円型方程式に対して [BL83, BGK83] の結果を適用することで,
正値解の存在がわかる.特に,十分小さな  s では  g_{\kappa}(s)\sim-\lambda s , 十分大きな  s では

 g_{\kappa}(s)\sim s^{\frac{p+1}{\alpha}-1} となっていることから,  2<p+1<\alpha 2^{*} での正値解の存在が従う.

次に正値解の一意性について述べる.簡単のために  \lambda=1 とする.すると,非線形項

 g_{\kappa} は  g_{\kappa}<0 on (0,1),  g_{\kappa}>0 on  (1, \infty) となっている.変換をした結果,半線形楕円

型方程式の正値解の一意性に関する結果 [ McL93 , STOO] を用いることができるが,そ
のためには,  ( 1,  \infty) 上で

 K_{g}(s)= \frac{sg_{\kappa}'(s)}{g_{\kappa}(s)}
が単調減少となることを示す必要があり,この部分が難しい.しかし,  \kappa が十分大きい

ときは,  f_{\kappa}(s)\sim s^{1/\alpha} となっていることが示せるので,これを用いて  K_{g} の単調性を示

すことができる.これが,[GS12] や [AW12] で  \kappa が十分大きい場合に正値解の一意性

が得られている理由である.現在は,  K_{g} の単調性を示す部分に技術的な進展があり,

一般の  \kappa について正値解の一意性が得られている.詳し  \langle は [ASW17, ASW18] を参

照されたい.なお,  K_{g} が  ( 1,  \infty) 上で単調となるためには,  p\geq\alpha-1 という条件が必
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要であり,[STOO] を用いるだけでは,  p<\alpha-1 となる場合は扱えない.さらに,正
値解における線形化作用素の非退化性に関する結果を得るためには,  [McL93] の結果

を用いれば良いが,そのためには   \lim_{sarrow\infty}K_{g}(s)\geq 1 となる必要がある.この条件は

 p\geq 2\alpha-1 を意味する.これらの条件をはずすためには,[STOO,  McL93 ] を改良する

必要があり,その改良は [ASW18] で実現されている.

3 定理1.5の証明 :  U_{\kappa} の漸近挙動

本節では,  U_{\kappa} が  W に収束することを示す.定理の仮定より,  N\geq 3,  p=2^{*}-1 で

ある.また,簡単のため,以下では  \lambda=1 とする.解の漸近挙動を調べることは,解の

エネルギーの漸近挙動を調べることに対応しており,定理1.5の証明の際には,エネル

ギー漸近展開の第一項を調べることによって,  u_{\kappa} を正規化した  U_{\kappa} がTalenti 関数に

漸近することを得る.そして,  u_{\kappa}(0)=\Vert u_{\kappa}\Vert_{L^{\infty}} の詳しい漸近挙動を調べることが,エ

ネルギー漸近展開の第二項を調べることに対応している.本節では,エネルギー漸近展
開の第一項を調べてい  \langle.

3.1 エネルギーの特徴づけ

 u_{\kappa} は (3) の一意解であるが,それは ground state でもあるので,  I_{\kappa}(u_{\kappa})=m_{\kappa} であ

る.ground state のエネルギー  m_{\kappa} については様々な特徴づけが出来るが,ここでは,

Pohozaev の等式を用いた特徴づけを用いる.Pohozaev の等式 (4) は,変分構造の観
点からは次のように解釈できる.

  \frac{d}{dt}I_{\kappa}(u(\cdot/t))
 t=1

 = \frac{N-2}{2}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha\kappa|u|^{2\alpha-
2}) dx—N   \int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{|u|^{p+1}}{p+1}-\frac{\lambda|u|^{2}}{2}dx=0
そして,  m_{\kappa} は,Pohozaev の等式を満たすもの全体の上での  I_{\kappa} の最小値としても特徴

づけられる (cf.  [ASW14a , Proposition 2.4]). つまり,

 m. = \inf\{I_{\kappa}(u);u\in X\backslash \{0\}, \frac{d}{dt}I_{\kappa}(u(\cdot
/t))t=1^{=}0\}
となっている.  u\in X\backslash \{0\} に対して,  t\mapsto I_{\kappa}(u(\cdot/t)) は  t>0 で単調増加か,  t>0 で

唯一の最大点を持つことが,  I_{\kappa}(u(\cdot/t)) を計算すればわかる.その最大点㌔において,
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 u(\cdot/t_{u}) はPohozaev の等式を満たすので,

 m_{\kappa}= \inf_{uEX ,u\neq 0}J_{\kappa}(u) , J_{\kappa}(u):=\sup_{t>0}
I_{\kappa}(u(\cdot/t))
を得る.最大値を計算すると,

1  ( \int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}dx+\alpha\kappa\int_{\mathbb{R}^{N}}|u|^{2
\alpha-2}|\nabla u|^{2}dx) ガ

 J_{\kappa}(u)=\overline{N}\overline{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|u|^{2^{*}}dx-
\int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{2^{*}}{2}|u|^{2}dx)^{\frac{N-2}{+^{2}}}}
となることがわかる.ここで,   1/(0)_{+}=\infty とし,  \kappa=0 としたものを  J_{0}(u) とお  \langle.

本稿では,この特徴づけを用いてエネルギーの値を詳し  \langle 評価する.さらに,比較のた
めに次のような量を導入する.

 m_{0}:=u \in H^{1}(\mathbb{R}^{N})\inf_{u\neq 0}\frac{1}{N}\frac{(\int_{\mathbb
{R}^{N}}|\nabla u|^{2}dx)^{\frac{ガ}{2}}}{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|u|^{2^{*}}dx-
\int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{2^{*}}{2}|u|^{2}dx)^{\frac{N-2}{+^{2}}}}=u\in H^{1}
(\mathbb{R}^{N})\inf_{u\neq 0}J_{0}(u) ,

  \hat{m}:=u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})\inf_{u\neq 0}\frac{1}{N}
\frac{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}dx)^{\frac{ガ}{2}}}{(\int_{\mathbb{R}^
{N}}|u|^{2^{*}}dx)^{\frac{N-2}{2}}}=\frac{1}{NS^{N}}.
ここで,  \hat{m} はSobolev の埋め込みに関する Rayleigh 商であるので,その値は Sobolev

の埋め込みの最良定数  S を用いて表すことが出来ることを注意してお  \langle . 右辺の汎関

数の大小関係と,  C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{N}) がXや  H^{1}(\mathbb{R}^{N}) で稠密であることを用いれば,

 \hat{m}\leq m_{0}\leq m_{\kappa} for  \kappa>0 (8)

が成り立つことはすぐにわかる.

3.2 テスト関数とエネルギーの評価

Talenti 関数  W をカットオフすることで,テスト関数  \hat{W}_{r} を作る.  r>1 として,

 \hat{W}_{r}(x)  :=W(x)\chi_{r}(|x|) ,  \chi_{r}(s)=\{\begin{array}{ll}
1   if s\leq 1,
1-\frac{s-1}{r-1}   if 1<s\leq r,
0   if s>r.
\end{array}
とお  \langle . 直接計算することにより,次の評価を得ることが出来る.
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補題3.1.  r\ovalbox{\tt\small REJECT} こ依らない定数  C>0 が存在して,  r>1 に対して

  \int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla\hat{W}_{r}|^{2}dx\leq\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla
W|^{2}dx+C(_{T}^{\underline{1}})^{N-2},
  \int_{\mathbb{R}^{N}}|\hat{W}_{r}|^{2^{*}}dx\geq\int_{\mathbb{R}^{N}}
|W|^{2^{*}}dx-C(\frac{1}{r})^{N},

  \int_{\mathbb{R}^{N}}|\hat{W}_{r}|^{2\alpha-2}|\nabla\hat{W}_{r}|^{2}
dx\leq\int_{\mathbb{R}^{N}}|W|^{2\alpha-2}|\nabla W|^{2}dx+C(\frac{1}{r})
^{(2\alpha-1)(N-2)},

  \int_{\mathbb{R}^{N}}|W_{r}|^{2}dx\leq a(T):=
ム

 \{\begin{array}{ll}
\int_{\mathbb{R}^{N}}W^{2}dx   if N\geq 5,
|\partial B(0,1)|(64\log r+C)   if N=4,
6|\partial B(0,1)|r   if N=3
\end{array}
が成り立つ.

テスト関数  \hat{W}_{r} を用いることにより,次がわかる.

補題3.2.  m_{0}=\hat{m},   \lim_{\kappaarrow 0}m_{\kappa}=\hat{m} が成り立つ.

証明.(8) と定義より,  \tau>1,  t>0 に対して,

 \hat{m}\leq m_{0}\leq m_{\kappa}\leq J_{\kappa}(t\hat{W}_{r})

が成立する.  \kappaarrow 0 とすると,

  \hat{m}\leq m_{0}\leq\lim_{\kappaarrow}\inf_{0}m_{\kappa}
\leq\lim_{\kappaarrow}\sup_{0}m_{\kappa}\leq\lim_{\kappaarrow}\sup_{0}J_{\kappa}
(tW_{r})=J_{0}(tW_{r})
ムム

が任意の  t>0,  r>1 で成立する.   tarrow\infty とすると,

  \hat{m}\leq m_{0}\leq\lim_{\kappaarrow}\inf_{0}m_{\kappa}
\leq\lim_{\kappaarrow}\sup_{0}m_{\kappa}\leq\frac{1}{N}\frac{(\int_{\mathbb{R}
^{N}}|\nabla\hat{W}_{r}|^{2}dx)^{\frac{N}{2}}}{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|\hat{W}
_{r}|^{2^{*}}dx)^{\frac{N-2}{2}}}
を得,さらに   rarrow\infty とすると,Talenti 関数  W が挽を実現する minimizer になって

いることから,補題3.1より

  \hat{m}\leq m_{0}\leq\lim_{\kappaarrow}\inf_{0}m_{\kappa}
\leq\lim_{\kappaarrow}\sup_{0}m_{\kappa}\leq\hat{m}
を得る.これは結論を意味する.□
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3.3  \kappaarrow 0 での解の有界性

正値解は ground state であるから,  I_{\kappa}(u_{\kappa})=m_{\kappa} である.また,Pohozaev の等式

(4) を満たす.従って,

  \frac{1}{N}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha\kappa|u|^{2\alpha-2})
dx=m_{\kappa}=\hat{m}+o(1) as  \kappaarrow 0 (9)

となっており,  \kappaarrow 0 のときに  \Vert\nabla u_{\kappa}\Vert_{L^{2}(R^{N})} が有界となることがわかる.  U_{\kappa} の定義

と直接計算により

  \int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx=\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u_
{\kappa}|^{2}dx
となっているので,  (U_{\kappa}) が  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N}) で有界であることも従う.また,(4) と (5) より,

 ( \frac{1}{2}-\frac{1}{p+1})\int_{\mathbb{R}^{N}}\lambda|u|^{2}dx
 = \frac{1}{2^{*}}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha\kappa|u|^{2\alpha
-2})dx-\frac{1}{p+1}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u|^{2}(1+\alpha^{2}\kappa|u|^{2
\alpha-2})dx

となるが,(9) より右辺は有界であることがわかる.従って,  (u_{\kappa}) が  H^{1}(\mathbb{R}^{N}) で有界と
なる.以上をまとめると次のようになる.

補題3  \cdot 3.  \kappaarrow 0 のとき,  (u_{\kappa}) は  H^{1}(\mathbb{R}^{N}) で有界,  (U_{\kappa}) は  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N}) で有界である.

3.4  \xi_{\kappa}=u_{\kappa}(0) の漸近挙動

本節では,補題3.2で求まった  m_{\kappa} の評価を用いて,  \xi_{\kappa}  :=u_{\kappa}(0) の漸近挙動につい

て調べる.まず,  u_{\kappa} は原点で最大となるので,  \nabla u.(0)=0,  \triangle u_{\kappa}(0)\leq 0 である.方程

式より,  u_{\kappa}^{p}(0)-u_{\kappa}(0)\geq 0 , つまり,  \xi_{\kappa}=u_{\kappa}(0)\geq 1 が成立していることに注意する.

補題3.4.   \lim_{\kappaarrow 0}\xi_{\kappa}=\infty.

証明.背理法で示す.ある定数  C>0 とある部分列について (本稿では部分列もつね

に  \kappa で表す.),
  u_{\kappa}(0)arrow C<\infty as  \kappaarrow 0

となっていると仮定する.

補題3.3より  (u_{\kappa}) は  H^{1}(\mathbb{R}^{N}) で有界であり,さらに,  u_{\kappa} は球対称である.標準的な

議論と楕円型正則性より,ある球対称な  u_{0}\in H^{1}(\mathbb{R}^{N}) が存在し,

 u_{\kappa}arrow u_{0}  in  H^{1}(\mathbb{R}^{N})\cap C_{1oc}^{2}(\mathbb{R}^{N}) (10)
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を得る.  u_{\kappa}(0)\geq 1 であったので,  u_{0}(0)\geq 1 であり,  u_{0}\not\equiv 0 がわかる.さて,汎関数の

大小関係から,
 m_{0}\leq J_{0}(u_{\kappa})\leq J_{\kappa}(u_{\kappa})=m_{\kappa}

であり,極限をとると,補題3.2と (10) より,

  \hat{m}=\lim_{\kappaarrow 0}J_{0}(u_{\kappa})=J_{0}(u_{0})
となっている.ここで,  u_{0}\not\equiv 0 なので,

 J_{0}(u_{0})= \frac{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u_{0}|^{2}dx)^{\frac{N}{2}}}
{N(\int_{\mathbb{R}^{N}}|u_{0}|^{2^{*}}dx-\int_{\mathbb{R}^{N}}\frac{2^{*}}{2}
|u_{0}|^{2}dx)^{\frac{N-2}{+^{2}}}}>\frac{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla u_{0}
|^{2}dx)^{\frac{N}{2}}}{N(\int_{\mathbb{R}^{N}}|u_{0}|^{2^{*}}dx)^{\frac{N-2}{2}
}}\geq\hat{m}
を得る.結局挽  > 挽となり,これは矛盾である.  \square 

さて,  U_{\kappa} は次の方程式を満たす.

 \{\begin{array}{l}
-\triangle U_{\kappa}-\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}U_{\kappa}^{\alpha-1}
\triangle(U_{\kappa}^{\alpha})=U_{\kappa}^{2^{*}-1}-\xi^{\frac{-4}{\kappa^{N-2}}
}U_{\kappa}, U_{\kappa}>0 on (0, \infty) ,
\Vert U_{\kappa}\Vert_{\infty}=U_{\kappa}(0)=1, U_{\kappa}'(0)=0.
\end{array} (11)

補題3.3により  (U_{\kappa}) は  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N}) で有界であり,楕円型正則性により,  U_{\kappa} は任意の
 R>0 に対して  C^{2,\alpha}(B_{R}) で有界となることがわかる.従って,部分列をとれば,

 U_{\kappa}arrow U_{0} in  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})\cap C_{1oc}^{2}(\mathbb{R}^{N}) as  \kappaarrow 0

が成立するような  U_{0}\in D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})\cap C^{2}(\mathbb{R}^{N}) が存在する.さらに  U_{0} は球対称で原点

で最大値をとり,  U_{0}(0)=1 もわかる.

補題3.5.  \kappaarrow 0 のとき,  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2} は有界である.

証明.背理法で示す.  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}arrow\infty となる部分列が存在すると仮定する.補題3.4と

(11) より

‐   \frac{1}{\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}}\triangle U_{\kappa}-U_{\kappa}
^{\alpha-1}\triangle(U_{\kappa}^{\alpha})=\frac{1}{\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-
2}}(U_{\kappa}^{2^{*}-1}+0(1))  in  \mathbb{R}^{N}

となるが,ここで  \kappaarrow 0 とすることで,  U_{0}\in C^{2}(\mathbb{R}^{N}) は方程式

 -U_{0}^{\alpha-1}\triangle(U_{0}^{\alpha})=0 in  \mathbb{R}^{N}

を満たすことがわかる.  U_{0}(0)=1 で  U_{0} は球対称であったので,  U_{0} は定数となること

が分かる.それは  U_{0}\in D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})\ovalbox{\tt\small REJECT}こ矛盾する.  \square 
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補題3.6.   \lim_{\kappaarrow 0}\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}=0 である.

証明.背理法で示す.主張が成立しないと仮定すると,補題3.5より,ある  C\in(0, \infty)

が存在し,ある部分列について   \lim_{\kappaarrow 0}\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}=C となっている.(11) で  \kappaarrow 0 と
すると,  U_{0} は方程式

 -\triangle U_{0}-CU_{0}^{\alpha-1}\triangle(U_{0}^{\alpha})=U_{0}^{2^{*}-1}  in  \mathbb{R}^{N}

の解となっていることが分かる.  U_{0} を掛けて積分すると,

  \int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{0}|^{2}(1+\alpha^{2}CU_{0}^{2\alpha-2})dx=
\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{0}^{2^{*}}dx
を得る.一方,Pohozaev の等式より,

  \int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{0}|^{2}(1+\alpha CU_{0}^{2\alpha-2})dx=
\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{0}^{2^{*}}dx
を得る.差をとると,

  \alpha(\alpha-1)C\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{0}|^{2}U_{0}^{2\alpha-2}dx=0
となるが,これは  U_{0}\not\equiv 0 に矛盾する.  \square 

3.5  U_{\kappa} の漸近挙動

ここまでの議論で,エネルギーの漸近評価を用いて,  \xi_{\kappa} の漸近挙動について調べた.

その結果を用いると,  U_{\kappa} が  W に収束することが分かる.

補題3.7.
 U_{\kappa}arrow W in  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})\cap C^{2}(\mathbb{R}^{N}) as  \kappaarrow 0

が成立する.

証明.補題3.6より,(11) で  \kappaarrow 0 とすると,極限関数  U_{0} は方程式

 -\triangle U_{0}=U_{0}^{2^{*}-1} in  \mathbb{R}^{N}

の解となることがわかる.さらに,  U_{0}\in D^{1,2}(\mathbb{R}^{N}) は球対称で  U_{0}(0)=1 である.こ

こで,常微分方程式の解の一意性を用いると  U_{0}\equiv W であることがわかる.ここまで

の議論では  \kappa について部分列をとっていたが,極限関数が  U_{0}=W と一意に定まるの

で,部分列を取らずに収束することもわかる.楕円型正則性より  C^{2}(\mathbb{R}^{N}) で収束する

こともわかる.□
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4 定理1.5の証明 :  \xi_{\kappa} の詳しい漸近挙動

 \xi_{\kappa} について,より詳しい漸近挙動を得るためには,エネルギー漸近展開の第二項に

ついて調べる必要がある.本節ではその点について議論する.本稿では,  N\geq 5 の場合

の証明を与え,  N=3,4 の場合については,最後に簡潔に述べる.以下,特に述べない

限り,  N\geq 5 を仮定する.

4.1 エネルギーの上からの詳細な評価

得たいのはエネルギー漸近展開の第二項であるが,そのためには,第二項と第三項を

調べる必要がある.実は第二項と第三項がバランスし,それがまとまることによって第

二項が決定される.そのため,次のような形の上からの評価をしてお  \langle.

補題4.1.  M>0 を固定すると,次が成立する.

 m_{\kappa} \leq\hat{m}(1+\frac{NB}{2A}\kappa(M\xi_{\kappa})^{2\alpha-2}(1+o(1))
+\frac{ND}{2A}(M\xi_{\kappa})^{\frac{-4}{N-2}}(1+o(1))) as  \kappaarrow 0.

証明.テスト関数として  M\xi_{\kappa}\hat{W}_{M\xi} . を用いると,

 m_{\kappa}\leq J_{\kappa}(M\xi_{\kappa}\hat{W}_{M\xi_{\kappa}})

を得る.あとは,補題3.1を用いて右辺を評価すれば良い.  \square 

4.2 エネルギーの下からの詳細な評価

エネルギーの下からのより詳細な評価については,  U_{\kappa} が  W に収束することから得

られる.そのために,  U_{\kappa} の積分量を評価してお  \langle.

補題4.2. 次が成立する.

  \lim_{\kappaarrow 0}\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx=
\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla W|^{2}dx=:A,
  \lim_{\kappaarrow 0}\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2^{*}}dx=\int_{\mathbb{R}
^{N}}W^{2^{*}}dx=A,

  \lim_{\kappaarrow}\inf_{0}\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2}
dx\geq\int_{\mathbb{R}^{N}}W^{2}dx=:D,
  \lim_{\kappaarrow}\inf_{0}\alpha\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2\alpha-2}
|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx\geq\alpha\int_{\mathbb{R}^{N}}W^{2\alpha-2}|\nabla W|^
{2}dx=:B.
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証明.  U_{\kappa} が  W に  D^{1,2}(\mathbb{R}^{N})\cap C^{2}(\mathbb{R}^{N}) で収束することと,Fatou の補題を用いれば良

い.   \int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla W|^{2}dx= 塩  NW^{2^{*}}dx となることは,  W の満たす方程式からわかる.  \square 

注意4.1.  N=3,4 では   D=\infty となっている.エネルギーに  L^{2} ノルムに関する項

があるので,このことが  N=3,4 の場合のエネルギー評価を難し  \langle し,  \xi_{\kappa} の漸近挙動

が  N=3,  N=4,  N\geq 5 で異なる要因になっている.

補題4.3.

 m_{\kappa} \geq\hat{m}(1+\frac{NB}{2A}\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}(1+o(1))+
\frac{ND}{2A}\xi^{\frac{-4}{\kappa N-2}}(1+o(1))) as  \kappaarrow 0

が成立する.

証明.  U_{\kappa} の定義と補題4.2を用いると,

1  ( \int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx+\alpha\kappa\xi忽  -2 \int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2\alpha-2}|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx)^{\frac
{ガ}{2}}
 m_{\kappa}=J_{\kappa}(u_{\kappa})=\overline{N}\overline{\frac{N-2}{2}}

 ( \int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2^{*}}-\frac{N}{N-2}\xi_{\kappa}^{-\frac{4}
{N-2}}U_{\kappa}^{2}dx)
 =\underline{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx)^{\frac{N}{2}}(1+
\frac{\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}\alpha\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2-2}|
\nabla U_{\kappa}|^{2}dx}{\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx})
^{\frac{N}{2}}}

  N(\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2^{*}}dx)^{\frac{N-2}{2}}(1-\frac{\frac{N}
{N-2}\xi_{\kappa}^{-\frac{4}{N-2}}\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2}dx}
{\int_{\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2^{*}}dx})^{\frac{N-2}{2}}
 \geq 命   \frac{(1+\frac{\kappa\xi^{2\alpha-2}B}{A}(1+o(1)))^{\frac{N}{2}}}{(1-
\frac{N\xi_{\kappa}^{-\frac{4}{N-2}}D}{(N-2)A}(1+o(1)))^{\frac{N-2}{2}}}

を得る.ここで,最後の部分では挽の定義を用いた.補題3.4と補題3.6より,Taylor

展開を用いて右辺を計算すれば,結論が得られる.  \square 

4.3  \xi_{\kappa} の漸近挙動

エネルギーの上下からの詳細な評価が得られたので,それらを用いることで  \xi_{\kappa} の漸

近挙動を調べることが出来る.

補題4.4.  \kappaarrow 0 のとき,  \xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}} は上下に有界である.つまり,

 0< \lim\dot{{\imath}}nf\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}\kappaarrow 
0\leq\lim_{\kappaarrow}\sup_{0}\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}<  oo
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が成立する.特に,   \beta:=2\alpha-2+\frac{4}{N-2} に対して  \xi_{\kappa}\sim\kappa^{-1/\beta} が成り立つ.

証明.補題4.1と補題4.3の結果より,  \hat{m}-m_{\kappa} が上下から評価できる.  M>0 を固定

し,これを整理すると,

 B\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}(1+o(1))+D(1+o(1))
(12)

  \leq BM^{2\alpha-2}\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}(1+o(1))+
DM\frac{-4}{N-2}(1+o(1)) as  \kappaarrow 0

を得る.  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}arrow 0 となる部分列が存在すると仮定すると,(12) で  \kappaarrow 0 と
して

 D \leq DM\frac{-4}{N-2}

を得る.ここで,  M>0 は任意であったので,十分大きな  M に対して矛盾する.従っ

て,  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}} は下に有界である.

次に,  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}arrow\infty となる部分列が存在すると仮定する.(12) を  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}
で割って  \kappaarrow 0 とすると,

 B\leq BM^{2\alpha-2}

を得る.  M は任意であったので,十分小さな  M に対して矛盾する.結局  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}
は有界となり,結論が従う.  \square 

実は,ここまでの議論ではエネルギー漸近展開で,第二項,第三項の係数の情報は用

いていない.最後に,第二項,第三項の係数が一致していることを用いて,  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}
の極限値が定まることを確かめる.

補題4.5.   \lim_{\kappaarrow 0}\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}=C_{N}^{*} が成立する.ここで  C_{N}^{*}= \frac{2D}{(\alpha-1)(N-2)B}t^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}
ある.

証明.補題4.4より,部分列をとれば,ある  \delta\in(0, \infty) が存在して  \xi_{\kappa}^{2\alpha-2+\frac{4}{N-2}}arrow\delta が

成り立つ.この  \delta が一意に定まることを示せば良い.  M>0 を固定し,(12) で  \kappaarrow 0

とすると,
 B \delta+D\leq BM^{2\alpha-2}\delta+DM\frac{-4}{N-2}

が成立する.ここで,  M は任意であったので,  h(M):=BM^{2\alpha-2} \delta+DM\frac{-4}{N-2} とお

 \langle と,
 h(1)\leq h(M) for  M>0
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が成立することがわかる.これは  h が  M=1 で最小値をとることを意味しているの

で,  h'(1)=0 である.つまり,

 h'(1)=2( \alpha-1)B(\delta-\frac{2D}{(\alpha-1)(N-2)B})=0
である.このことから,

  \delta=C_{N}^{*}:=\frac{2D}{(\alpha-1)(N-2)B}
となることがわかる.極限の一意性から部分列を取らずに良いことがわかり,結論が得
られる.□

以上で,  N\geq 5 の場合に定理1.5が証明された.なお,補題4.1で  M=1 とし,補題

4.3, 補題4.5をあわせると,最終的なエネルギー漸近展開

 m_{\kappa}= \hat{m}(1+\frac{NB}{2A}(1+\frac{(\alpha-1)(N-2)}{2})
\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}+o(\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2})) as  \kappaarrow 0

もわかる.

4.  4  N=4 の場合

先に述べたように,  N=3,4 の場合,   \int_{\mathbb{R}^{N}}W^{2}dx=\infty であるから,エネルギー汎関

数に含まれる項塩  NU_{\kappa}^{2}dx の評価をするときに,より詳しい解析が必要となる.ここ
では,  N=4 の場合の議論の方針を紹介する.上からの評価については,補題4.1と同

様に,テスト関数として  M\xi_{\kappa}\hat{W}_{M\xi}. を用い,補題3.1の結果を使って評価することに
より,  \kappaarrow 0 のとき

 m_{\kappa} \leq\hat{m}(1+\frac{NB}{2A}\kappa(M\xi_{\kappa})^{2\alpha-2}(1+o(1))
+\frac{ND}{2A}(M\xi_{\kappa})^{-2}(\log M\xi_{\kappa})(1+o(1)))
といった評価を得る.ここで,  D=64|\partial B(0,1)| である.一方,下からの評価を得るた

めには,次を示すことが本質的となる.

  \lim_{\kappaarrow}\inf_{0}\frac{1}{\log\xi_{\kappa}}\int_{\mathbb{R}^{N}}
U_{\kappa}^{2}dx\geq D.
ここで,実は,左辺の積分量の一番主要な部分は,  U_{\kappa} の遠方での挙動になっている.  U_{\kappa}

の値を下から評価したいので,  U_{\kappa} より小さな比較できる関数を探す.  U_{\kappa} の満たす方程

式より,

 - \triangle U_{\kappa}=\frac{\alpha(\alpha-1)\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha-2}
U_{\kappa}^{2^{*}-1}-\xi_{\kappa}^{-2}U_{\kappa}}{1+\alpha\kappa\xi_{\kappa}
^{2\alpha-2}U_{\kappa}^{2\alpha-2}}\geq-\xi_{\kappa}^{-2}U_{\kappa} in  \mathbb{R}^{N}
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が成立する.このことは,  U_{\kappa} が方程式

 -\triangle u+\xi_{\kappa}^{-2}U_{\kappa}=0  in  \mathbb{R}^{N} (13)

の優解となっていることを意味する.一方で,(13) は琉  (r)=r^{-4}e^{-\xi_{\kappa}^{-1}r} という解を
持つ.比較定理を用いると,

  \frac{U_{\kappa}(r)}{U_{\kappa}(R)}\geq\frac{V_{\kappa}(r)}{V_{\kappa}(R)} for  r\geq R (14)

が成立することが分かり,(14) と琉を用いることで,目的の評価を得る.あとは,
 N\geq 5 の場合と同様にして,エネルギーの下からの評価

 m_{\kappa} \geq\hat{m}(1+\frac{NB}{2A}\kappa(\xi_{\kappa})^{2\alpha-2}(1+o(1))+
\frac{ND}{2A}(\xi.)^{-2}(\log\xi_{\kappa})(1+o(1))) as  \kappaarrow 0

を得ることが出来,補題4.4や補題4.5と同様の議論を行うことで,結論が従う.

4.  5  N=3 の場合

 N=3 の場合,  N=4 と同様の評価を用いることにより,

挽  (1+C_{1}\kappa(\xi_{\kappa})^{2\alpha-2}(1+o(1))+C_{2}(\xi_{\kappa})^{-2}(1+
0(1)))\leq m_{\kappa}
 \leq\hat{m}(1+C_{3}(M\xi_{\kappa})^{2\alpha-2}(1+o(1))+C_{4}(M\xi_{\kappa})^{-
2}(1+0(1))) as  \kappaarrow 0

といった具合の評価を得ることが出来る.このエネルギー評価を用いることで,補題

4.4の証明の議論を行うことが出来,結果として,

  0< \lim\dot{{\imath}}nf\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha}\kappaarrow 
0\leq\lim_{\kappaarrow}\sup_{0}\kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha}<\infty
までは分かる.しかし,  C_{1}<C_{3},  C_{2}<C_{4} などとなってしまっており,  \kappa\xi_{\kappa}^{2\alpha} の極限値

を決定する議論 (補題4.5の証明) が行えない.この問題点を解決するためには,エネ

ルギーの評価をさらに工夫する必要がある.

エネルギーの上からの評価をさらに精密にするためには,より良い試験関数が必要

で,そのためには,

 \tilde{W}_{b,r}(x)=\{\begin{array}{ll}
W(x)   if |x|\leq R,
W(R)(R/|x|)e^{-b(|x|-R)}   if |x|>R,
\end{array}
といった関数が有用になる.これは,  |x|<R では Talenti 関数,  |x|>R では

 -\triangle u+b^{2}u=0 を満たす関数としてつなげたもので,  R と  b を上手  \langle 選ぶことにより,
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より精密なエネルギー評価が得られる.また,エネルギーの下からの評価でも工夫が必

要である.その原因は,補題4.3の証明で,

  \frac{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx)^{\frac{N}{2}}}{N(\int_{
\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2^{*}}dx)^{\frac{N-2}{2}}}\geq 挽

としていた部分にあり,これが,  N=3 では評価損につながっている.つまり,この部

分をより精密にする必要がある.  N=3 の場合に必要な評価は,

  \frac{(\int_{\mathbb{R}^{N}}|\nabla U_{\kappa}|^{2}dx)^{\frac{N}{2}}}{N(\int_{
\mathbb{R}^{N}}U_{\kappa}^{2^{*}}dx)^{\frac{N-2}{2}}}\geq\hat{m}(1+
\frac{9|\partial B|}{4A}\xi_{\kappa}^{-2}+o(\xi_{\kappa}^{-2}))
といったものになるが,この評価を得るためには,  U_{\kappa} の下からの評価も必要になる.
 N=4 の場合と同様,  U_{\kappa} は

 -\triangle U_{\kappa}+\xi_{\kappa}^{-4}U_{\kappa}\geq 0 in  \mathbb{R}^{N}

を満たし,方程式
 -\triangle u+\xi_{\kappa}^{-4}u=0 in  \mathbb{R}^{N}

の優解となる.そして,十分遠方では,方程式

 -\triangle u+(1-\epsilon)\xi_{\kappa}^{-4}u=0 in  \mathbb{R}^{N}

の劣解となることが示せる.このことから,  U_{\kappa} の下からの評価が得られ,エネルギー

評価で  C_{1}=C_{3},  C_{2}=C_{4} が具体的に求まる.この部分の議論の詳細は,現在準備中で
ある.
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