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ファジイ集合最適化問題について

弘前大学 大学院 理工学研究科 金正道 (Masamichi KON)

Graduate School of Science and Technology, Hirosaki University

概要

ファジイ集合値目的写像をもつ制約付最適化問題をファジイ集合最適化問題とよ

ぶ。本稿では、 m 次元ユークリッド空間上のファジイ集合値目的写像をもつファ

ジイ集合最適化問題およびそれに対応する1次元ユークリッド空間上のファジイ集

合値目的写像をもつファジイ集合最適化問題を考え、それらの問題の弱非劣解の間

の関係を与える。

1 準備

 a,  b\in \mathbb{R}\cup\{-\infty, \infty\} に対して、  [a, b]=\{x\in \mathbb{R}: a\leq x\leq b\},  [a,  b[=\{x\in \mathbb{R} :   a\leq

 x<b\},  ]a,  b]=\{x\in \mathbb{R}:a<x\leq b\} および ]  a,  b[=\{x\in \mathbb{R}:a<x<b\} とする。また
便宜上、  inf\emptyset=\infty および   \sup\emptyset=-\infty とする。

 A\subset \mathbb{R}^{n} に対して、int (A) を  A の内部とする。  C(\mathbb{R}^{n}) を  \mathbb{R}^{n} のすべてのコンパクト

集合の集合とする。  \mathbb{R}_{+}^{n}=\{x\in \mathbb{R}^{n} : x\geq 0\} および  \mathbb{R}^{\underline{n}}=\{x\in \mathbb{R}^{n} :x\leq 0\} とする。
 A,  B\subset \mathbb{R}^{n} に対して、  A+B=\{x+y:x\in A, y\in B\} とする。

次に、集合の順序の概念を導入する。

定義1  A,  B\subset \mathbb{R}^{n} とする。

(i)  B\subset A+\mathbb{R}_{+}^{n} であるとき、  A\leq LB と表す。

(ii)  A\subset B+\mathbb{R}^{\underline{n}} であるとき、  A\leq UB と表す。

(iii)  A\leq LB,  A\leq uB であるとき、  A\leq B と表す。

(iv)  B\subset A+int(\mathbb{R}_{+}^{n}) であるとき、  A<LB と表す。

(v)  A\subset B+int(\mathbb{R}^{\underline{n}}) であるとき、  A<u^{B} と表す。

(vi)  A<LB,  A<UB であるとき、  A<B と表す。

次の補題1は、定義1における順序の基本的な性質を与える。

補題1  A,  B,  C\subset \mathbb{R}^{n} に対して、次が成り立つ。
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(i)  A\leq A

(ii)  A\leq LB,  B\leq LC\Rightarrow A\leq LC

(iii)  A\leq UB,  B\leq UC\Rightarrow A\leq UC

(iv)  A\leq B,  B\leq C\Rightarrow A\leq C

(v)  A<LB\Rightarrow A\leq LB

(vi)  A<UB\Rightarrow A\leq UB

(vii)  A<B\Rightarrow A\leq B

(viii)  A=\emptyset,  B\neq\emptyset\Rightarrow A\not\leq_{L}B,  B\leq LA,  A\leq UB,  B\not\leq_{U}A,  A  t_{L}B,  B<LA,  A<U

 B, Bt_{U}A

(ix)  \emptyset\leq\emptyset,  \emptyset<\emptyset,  \mathbb{R}^{n}\leq \mathbb{R}^{n},  \mathbb{R}^{n}<\mathbb{R}^{n}

 k\in int(\mathbb{R}_{+}^{n}) を固定する。各  A\subset \mathbb{R}^{n} に対して

 s_{L}(A;k)= \inf\{t\in \mathbb{R}:A\leq L \{tk\}\}=\inf\{t\in \mathbb{R}:\{tk\}
\subset A+\mathbb{R}_{+}^{n}\} (1)

 s_{U}(A;k)= \inf\{t\in \mathbb{R}:A\leq U \{tk\}\}=\inf\{t\in \mathbb{R}:
A\subset tk+\mathbb{R}_{-}^{n}\} (2)

 I_{A}=[s_{L}(A;k), s_{U}(A;k)] (3)

とする。(1) および (2) は、[9] およびその参考文献参照。  s_{L}(A;k),  su(A;k) は  -\infty,  \infty

を許す  A のスカラー化を意味し、  I_{A} は  A の1次元の区間化を意味する。また

 s_{L}(A;k)= \inf\{t\in \mathbb{R}:A\cap(tk+\mathbb{R}_{-}^{n})\neq\emptyset\}

となる。   A=\emptyset ならば、  s_{L}(A;k)=  inf\emptyset=\infty,  su(A;k)=  inf\mathbb{R}=-\infty となり、  I_{A}=

 \emptyset となる。   A\neq\emptyset ならば、  s_{L}(A;k)<\infty,   su(A;k)>-\infty となる。

次の補題2−4は、  s_{L} および  s_{U} の性質を与える。

補題2  k\in int(\mathbb{R}_{+}^{n}) とし、  A,  B\subset \mathbb{R}^{n} とする。

(i)  A\neq\emptyset\Leftrightarrow s_{L}(A;k)\leq s_{U}(A;k)

(ii)  A\subset B\Rightarrow s_{L}(A;k)\geq s_{L}(B;k),  s_{U}(A;k)\leq s_{U}(B;k)

補題3 ([9, Theorems 3.2 and 3.3])  k\in int(\mathbb{R}_{+}^{n}) とし、  A,  B\in C(\mathbb{R}^{n}) とする。

(i)  A\leq LB\Rightarrow s_{L}(A;k)\leq s_{L}(B;k)\Leftrightarrow I_{A}\leq LI_{B}

(ii)  A\leq UB\Rightarrow s_{U}(A;k)\leq s_{U}(B;k)\Leftrightarrow I_{A}\leq UI_{B}

(iii)   A=B=\emptyset でないとする。

 A<LB\Rightarrow s_{L}(A;k)<s_{L}(B;k)\Leftrightarrow I_{A}<LI_{B}
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(iv)   A=B=\emptyset でないとする。

 A<UB\Rightarrow s_{U}(A;k)<s_{U}(B;k)\Leftrightarrow I_{A}<I

補題4  k\in int(\mathbb{R}_{+}^{n}) とする。また、  A を任意の添字集合とし、  A_{\lambda}\in C(\mathbb{R}^{n}),  \lambda\in A とす

る。さらに、任意の  \lambda,  \mu\in A に対して、  A_{\lambda}\subset A_{\mu} または  A_{\lambda}\supset A_{\mu} であるとする。

(i)  s_{L}( \bigcap_{\lambda\in\Lambda}A_{\lambda};k)=\sup_{\lambda\in\Lambda}s_{L}
(A_{\lambda};k)
(ii)  s_{U}( \bigcap_{\lambda\in\Lambda}A_{\lambda};k)=\inf_{\lambda\in\Lambda}s_{U}
(A_{\lambda};k)

2 ファジイ集合

 \overline{a} :  \mathbb{R}^{n}arrow[0,1] を  \mathbb{R}^{n} 上のファジイ集合とよぶ。  \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) を  \mathbb{R}^{n} 上のすべてのファジイ

集合の集合とする。

 \overline{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) とする。各  \alpha\in ]  0,1 ] に対して、  [\overline{a}]_{\alpha}=\{x\in \mathbb{R}^{n} : \overline{a}(x)\geq\alpha\} を  \overline{a} の  \alpha-

レベル集合という。  \overline{a} がコンパクトファジイ集合であるとは、任意の  \alpha\in ]  0,1 ] に対して

 [\overline{a}]_{\alpha} がコンパクト集合であるときをいう。  \mathcal{F}C(\mathbb{R}^{n}) を  \mathbb{R}^{n} 上のすべてのコンパクトファ

ジイ集合の集合とする。

 \overline{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) とする。  \overline{a} は

  \overline{a}= \sup\alpha c_{[\overline{a}]_{\alpha}} (4)
 \alpha\in]0,1]

と表せることが分解定理として知られている [1] 。ここで、  A\subset \mathbb{R}^{n} に対して、  c_{A} :  \mathbb{R}^{n}arrow

 \{0,1\} は  A の指示関数であり、各  x\in \mathbb{R}^{n} に対して、  x\in A ならば  c_{A}(x)=1 および

 x\not\in A ならば  c_{A}(x)=0 と定義される。

次に

 \mathcal{S}(\mathbb{R}^{n})=\{\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]} :  S_{\alpha}\subset \mathbb{R}^{n},  \alpha\in]0,1] であり、
(5) \beta,  \gamma\in]0,1],  \beta<\gamma ならば  S_{\beta}\supset S_{\gamma} }

とし、各  \{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in \mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) に対して

 M_{\mathbb{R}} \cdot(\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})= \sup\alpha c_{S_{\alpha}
}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) (6)
 \alpha\in]0,1]

とする。  M_{\mathbb{R}^{n}} を単に  M とも表す。

次の補題5は、(6) において定義されるファジイ集合のレベル集合の性質を与える。
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補題5 ([4, Proposition 4])  \{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in \mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) とし、  \overline{a}=M(\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}) とする。 こ

のとき、任意の  \alpha\in ]  0,1 ] に対して、  [ \overline{a}]_{\alpha}=\bigcap_{\beta\in]0,\alpha[}S_{\beta} となる。

 \overline{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) とし、   k\in int  (\mathbb{R}_{+}^{n}) とする。  \{[\overline{a}]_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in \mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) であるので、補題2 (ii)
より、  \{I_{[\overline{a}]_{\alpha}}\}_{\alpha\in]0,1]}\in \mathcal{S}(\mathbb{R}) となる。このとき

 \overline{a}_{I}=M(\{I_{[\overline{a}]_{\alpha}}\}_{\alpha\in]0,1]})\in 
\mathcal{F}(\mathbb{R}) (7)

とする。

次の定理1は、(7) において定義されるファジイ集合のレベル集合の性質を与える。

定理1  \overline{a}\in \mathcal{F}C(\mathbb{R}^{n}) とし、  k\in int(\mathbb{R}_{+}^{n}) とする。このとき、任意の  \alpha\in ]  0,1 ] に対して、

 [\overline{a}_{I}]_{\alpha}=I_{[\overline{a}]_{\alpha}} となる。

次に、  \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) 上の順序を導入する。

定義2 ([5, Definition 5.1])  \overline{a},\overline{b}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) とする。

(i) 任意の  \alpha\in ]  0,1 ] に対して  [\overline{a}]_{\alpha}\leq\overline{[b}]_{\alpha} であるとき、  6\preceq\overline{b} と表す。

(ii) 任意の  \alpha\in ]  0,1 ] に対して  [\overline{a}]_{\alpha}<\overline{[b}]_{\alpha} であるとき、  \overline{a}\prec\overline{b} と表す。

定義2における  \preceq および  \prec をそれぞれ  \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) 上のファジイマックス順序および狭義

ファジイマックス順序とよぶ。

次の補題6は、(狭義) ファジイマックス順序の基本的な性質を与える。

補題6 ([5, Proposition 5.1])  \overline{a} ,  \overline{b},  \overline{c},\overline{d}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) とする。

(i)  \overline{a}\preceq 行

(ii)  \overline{a}\preceq\overline{b},\overline{b}\preceq\overline{c}
\Rightarrow\overline{a}\preceq\overline{c}
(iii)  \overline{a}\prec\overline{b}\Rightarrow\overline{a}\preceq\overline{b}

3 ファジイ集合最適化

X  \subset \mathbb{R}^{n},  X\neq\emptyset および  \overline{F} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m}) に対して、問題

(FOP)
  \min  \overline{F}(x)
 s.t.  x\in X

をファジイ集合最適化問題とよぶ。
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次に、(FOP) の解概念を導入する。

定義3  x^{*}\in X が問題 (FOP) の弱非劣解であるとは、  \overline{F}(x)\prec\overline{F}(x^{*}) となる  x\in X が
存在しないときをいう。

  k\in int  (\mathbb{R}_{+}^{m}) とする。ファジイ集合最適化問題 (FOP) における  \overline{F} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m}) に
対して、  \overline{G}:\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}) を各  x\in \mathbb{R}^{n} に対して

 \overline{G}(x)=\overline{F}(x)_{I} (8)

と定義する。  \overline{G} は  k に依存することに注意。次のファジイ集合最適化問題

(FOP’)
  \min  \overline{G}(x)
 s.t.  x\in X

を考える。

次の定理2は、(FOP) の弱非劣解 と (FOP’) の弱非劣解の間の関係を与える。

定理2  k\in int(\mathbb{R}_{+}^{7n}) とする。(FOP) において、任意の  x\in X に対して  \overline{F}(x)\in \mathcal{F}C(\mathbb{R}^{m})
であるとする。このとき、  x^{*}\in X が (FOP’) の弱非劣解ならば、  x^{*} は (FOP) の弱非
劣解になる。

4 結論

本稿では、  m 次元ユークリッド空間上のファジイ集合値目的写像をもつファジイ集合最

適化問題 (FOP) が考えられた。まず、集合のスカラー化の性質について調べた。次に、
集合のスカラー化を用いて、  m 次元ユークリッド空間上のファジイ集合値目的写像をも

つファジイ集合最適化問題 (FOP) に対応する1次元ユークリッド空間上のファジイ集合

値目的写像をもつファジイ集合最適化問題 (FOP’) を導いた。そして、それらの問題の弱
非劣解の間の関係を与えた。得られた結果より、1次元ユークリッド空間上のファジイ集

合値目的写像をもつファジイ集合最適化問題 (FOP’) の弱非劣解を求めることによって、
もとの  m 次元ユークリッド空間上のファジイ集合値目的写像をもつファジイ集合最適化

問題 (FOP) の弱非劣解が求められる。
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