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折り紙ユニットによる凸多面体構成問題について
—実現可能な展開図の列挙 —
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1 はじめに

折り紙ユニットによる凸多面体構成問題については,既に ([2]) で扱った.そこでは問題を3段階に分
けており,具体的には 「展開図列挙問題」 「凸多面体を構成可能な辺の接続問題」 「同型判定問題」 から

なるものである.この中で,「展開図列挙問題」 については詳細に扱っていなかったこともあり,ここで

改良型の定式化とともに改めて動的計画法による解法および数値計算の結果を与える.

2 折り紙ユニットによる凸多面体構成問題

折り紙ユニットと呼ばれる部品を複数組み合わせることで各種の多面体を作成することができる.折

り紙ユニットとは,1枚の正方形あるいは長方形の折り紙から作成されるもので,継手や差し込み口を

もつ多角形の形状をしたものである.ユニットの継手が,他のユニットの差し込み口に差し込まれるこ

とでユニット同士がつながっていき,1種類 (場合によっては数種類) のユニットを多数組み合わせる

ことで多様な多面体を作成できる.例えば [5, 6] の中で三村は,正方ユニットおよび3角ユニット, \underline{=}

角正方ユニットと呼ばれるものを用いて,正多面体や準正多面体をはじめ実に様々な多面体の構成方法

を与えている.また,[7, 8, 9, 10] においては一般3角ユニットなるものが考案され,星形正多面体など
も正確に実現されている.本報告 (および[2]) における 「折り紙ユニットによる凸多面体構成問題」 で
は,凸多面体に制限はするが,[5, 6] で用いられた正方ユニットおよび3角ユニットから如何なる多面体
が作成できるかについて考えるものである.実際,一定数のユニットで作成可能な凸多面体すべてを求

める問題として定式化されている.

3 展開図列挙問題

3段階に分けられた問題の一つである 「凸多面体を構成可能な辺の接続問題」 によって,特定の形に

接続したユニット (展開図) に対し,どのようにユニット同士をつなげていけば凸多面体が構成可能で

あるかは解決した.また,「凸多面体を構成可能な辺の接続問題」 から得られる解 (ユニット間の接続情

報  ) は一般に極めて多数にのぼるが,その解に対して 「同型判定問題」 を適用することで,実際に作成

してみることなく,構成される凸多面体が合同か否かが判定できた.

しかし,特定の数のユニットのみを利用した場合でも,その接続の仕方によって展開図に相当する部

分の形が異なり,作成できる凸多面体も一般に異なる.よって,ユニットのあらゆる接続の仕方,すな

わち構成可能なすべての展開図を考慮しなければならないが,ユニット数が増えるにつれ,その種類は

爆発的に増加する.そこで,ユニットの接続法も含めて動的計画問題として定式化し,一定数のユニッ

トを用いてどのような凸多面体が構成可能であるかを考えるのが 「展開図列挙問題」 である.

以下,最初に正方ユニットに対する 「展開図列挙問題」 を定式化し,その後,より複雑となる3角ユ

ニットの場合について考える.
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3.1 正方ユニットの場合

詳細は [2] にゆずるが,正方ユニットによって実現可能な展開図は,一般に複数の合同な正方形をその
1つの辺同士を共有させるように接続することで得られるものとなる.実際,  n 個のユニットについて

考える場合,  n 個の正方形の辺と辺を接続し,実現可能なすべての多角形を列挙することが必要となる.
定式化にあたり,初期状態は正方形 (1個の正方ユニットに対応する展開図) と

し,ステージごとに正方形を1個接続していき,得られた図形を展開図として次
状態と考える.状態としてあらわされた展開図のどの辺に次の正方形を接続すか

が決定である.そして,最終状態として現れる展開図に 「凸多面体を構成可能な

辺の接続問題」 を適用し,その展開図で凸多面体が構成可能か否かを判定する.

まず,状態決定状態推移についての概略を説明する.初期状態は正方形で
あるが,この正方形の頂点に対し反時計回りに  v_{0},  v_{1},  v_{2},  v_{3} とラベルを付け,頂

点  v_{i} と  v_{i+1} の間の辺に向とラベルを付ける (図1参照).そして,頂点  v_{i} の 図1: 初期状態

内角を  \alpha_{i} とする.なお,ここでの頂点とは,接続する正方形の単位で考えたも
のとする.よって,2つの正方形を接続した場合,得られる図形は長方形となり通常の意味での頂点は
4個であるが,正方形単位でみた場合,2つの長辺上に各1個の頂点が存在し,頂点は6個と考える.ま
た,展開図に  p 個の頂点がある場合,  v_{p} は  \upsilon_{0} と同一視するものとする (図2参照).

このとき,状態は各頂点の内角を順に並べた  (\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d}) とあ

らわされる (  d は頂点の数一1). 決定は,状態があらわす展開図に
対し,正方形を接続する辺の番号をあらわすものとする.決定  m を

とった場合,  e_{m} を共有するように新たな正方形が接続される.その
結果,新たな展開図では,頂点  v_{0},v_{1},  v_{m} はその位置が変わらず,
新たに接続された正方形上の頂点にラベル  v_{m+1},  v_{m+2} が与えられ,
直前の展開図における  v_{m+1},  v_{m+2},  v_{d} については,頂点番号が

それぞれ  +2 されることとなる.辺向および内角  \alpha_{i} についても,頂
 v_{8}=

点の変更に合わせて更新する.
図2: 一般の状態以上のことから,状態空間と決定空間,可能決定集合はそれぞれ

状態空間 :  Y=\{(0, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d})|d=3,4, ;\alpha_{i}=90,180, 270,360 (i=
0,1, \ldots, d)\}
決定空間 :  V=\{t|t=0,1, . . \}

可能決定集合 :  V((\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d}))=\{t\in V|t\leq d\}  (\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d})\in Y

となる.初期状態は蜘  =(90,90,90,90) である.また,状態  y=(\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d})\in Y と実行可能な決
定  t\in V(y) に対し,状態推移  f(y, t) を以下のように定める :

 f ((\alpha_{0} \alpha_{d}), t)=(\alpha_{0} \alpha_{d+2}')

ただし

 \alpha_{i}^{I}=

 \alpha_{\dot{*}}  t-d<i<t

 \alpha_{i}+90  i=t

90  i=t+1

90  i=t+2

 \alpha_{i-2}+90  i=(t+3)  mod (d+3)
 \alpha_{i-2}  t+4\leq i\leq d+2.

例3.1 図3の多角形 (展開図) は状態 :

 y_{1}=(90,180,90,90,180,90)

107



108

であらわされる.これに対し決定  t_{1}=2 は,辺  e_{2} へ正方形を接続することを表し,

 y_{2}=(90,180,180,90,90,180,180,90)

へと推移する.口

 V_{5} ?_{4}1 v_{3}

ここで,  \alpha_{i}'=360 なる  i が存在するならば,頂点暁は平面上ですでに
正方形に囲まれた状態である.このとき,その前後の辺に正方形を接続し

ても頂点物の内角が  360^{\circ} を超え,凸多面体を構成することはできない.
 v_{0} v_{1} v_{2}

よって,この冗長な辺を削除するため,  \alpha_{i}'=360 なる  i が存在する場合に
は,次の操作を実行する. 図3: 状態  y_{1}

 \alpha_{j}"=\alpha_{j}'(j=0,1, \ldots,i-2) , \alpha_{i-1}"=\alpha_{i-1}'+
\alpha_{i+1}', \alpha_{j}"=\alpha_{j+2}'(j=i,i+1, \ldots,d)

ただし,  i=0 のときは

 \alpha_{0}"=a_{1}'+\alpha_{d+2}', \alpha_{j}"=\alpha_{j+1}'(j=1,2, \ldots,d)

 i=d のときは

 \alpha_{0}"=\alpha_{0}'+\alpha_{d-1}', \alpha_{j}"=\alpha_{j}'(j=1,2, \ldots, 
d)
とし,  (\alpha_{0}^{\prime l}, \ldots, \alpha_{a^{l}}') を推移後の状態とみなし,これをあらためて  (\alpha_{0}', \ldots, \alpha a_{+2}) とおく (  d を2減じる).
そして,  \alpha_{i}'=360 なる  i が存在しなくなるまでこの操作を繰り返す.

例3.2 図4の左の状態は

(90, 180, 90, 180, 90, 90, 360, 90, 90, 180)

であらわされる.このとき,図4の右の状態 :

(90, 180, 90, 180, 90, 180, 90, 180)

へと変換する.口

以上の推移で得られる状態には,合同な図形 (鏡

像も含む) が別状態として生じている場合がある.  \uparrow.

これらを同一視するため,推移により状態を生成
した際には,必ず以下の変換を行うものとする.

生成された状態を  (\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d}) とするとき,
図4: 砺  =360 の処理

頂点の位置を1つずつ,ずらして得られる内角ペ
クトル :

 (\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha\alpha)

 (a_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha_{d-1}, \alpha_{d}, \alpha_{0})

 (\alpha_{2}, \alpha_{3}, \ldots, \alpha_{d-1}, \alpha_{d}, \alpha_{0}, 
\alpha_{1})

 (\alpha_{d}, \alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots \alpha_{d-2}, \alpha_{d-1})
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および,その逆順 :

 (\alpha_{d}, \alpha_{d-1}, . . . \alpha_{1}, \alpha_{0})

 (\alpha_{0}, \alpha_{d}, \alpha_{d-1}, . . . \alpha_{2}, \alpha_{1})

 (\alpha_{1}, \alpha_{0}, \alpha_{d}, \alpha_{d-1}, . . . \alpha_{3}, \alpha_{2}
)

 (\alpha_{d-1}, \alpha_{d-2}, . . . , \alpha_{1}, \alpha_{0}, \alpha_{d})

を考え,これらの全体を辞書式順序で最小化したベクトルを求める.それをあらためて  (\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d})
とみなし,推移後の状態とする.この操作により,合同な展開図は状態としての一意な表現をもつ.な

お,頂点ラベル  v_{i} および辺ラベル  e_{i} についても,最終的に得られた状態  (\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d}) に合わせて

付け替えて考える.

利得関数  R および終端利得関数  K については

 R((\alpha_{0}, \ldots, \alpha_{d}), t)  =  \{\begin{array}{l}
1 (\exists_{i;\alpha_{i}}>360)
0 （その他）
\end{array}
 K((\alpha_{0}, \ldots, \alpha_{d}))  = (多角形  (\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d}) を与えたときの 「凸多面体を構成可能な辺の

接続問題」  ([2]) の最適値)

と定める.利得関数値は,ある期の展開図において,すでに頂点に集まっている角の大きさが  360^{\circ} を

超えれば1となり,そうでない場合は  0 となる.また,終端利得関数は,終端状態であらわされる展開

図に対して,凸多而体が構成可能であれば  0 を,そうでなければ1をとる.

最後に,期数  N を
 N= (接続する正方ユニットの数)  -1

と定めるとき,初期状態 :  y_{0}= (90,90,90,90) に対する次の決定過程問題の最適値が  0 であれば,  N+1

個のユニットで構成し得る展開図でかつ凸多面体が作成可能なものが存在したことをあらわす.

(P) Minimize  R(y_{0}, t_{0})\vee R(y_{1}, t_{1})\vee\cdots\vee R(y_{N-1}, t_{N-1})\vee 
K(y_{N})

subject to  y_{n+1}=f(y_{n}, v_{n}),  v_{n}\in V(y_{n})  n=0,1,  N-1

ただし,  v は最大演算子をあらわす :

 a \vee b:=\max(a, b) ,  a,   b\in R.

また,問題 (P) の最適政策に従って生じる最終状態によって,必要な展開図すべてが得られる.
問題 (P) に対する部分問題は,

 W^{n}(y_{n})  =   \min_{t_{n},\ldots,t_{N-1}}[R(y_{n}, t_{n})\vee\cdots\vee R(y_{N-1}, t_{N-1})
\vee K(y_{N})],  n=0,1 , N—l

 W^{N}(y_{N}) = K(y_{N})

と定義され,最適値関数  W^{n} に対して,次の再帰式が導かれる.

 W^{n}(y)  =   \min  [R(y, t)\vee W^{n+1}(f(y, t))],  n=0,1 , N—l (1)
 t\in V(y)

 W^{N}(y) = K(y) (2)

このとき,最適決定関数  \pi_{n}^{*} を

  \pi_{n}^{*}(y) = \arg\min_{t\in V(y)}[R(y, t)\vee W^{n+1}(f(y, t))], n=0,1, N-
1 (3)
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と定めることにより,最適政策  \pi^{*}=\{\pi_{0}^{*}, \pi_{1}^{*} . . , \pi_{N-1}^{*}\} を得る.

なお,ここで定式化された問題では,利得関数が決定に依存しないため,

 Q(y)=R(y, t) , y\in X, t\in V(y)

とおくとき,再帰式 (1) は

 W^{n}(y) = t\in V(y)m\dot{{\imath}}n[Q(y)\vee W^{n+1}(f(y, t))]
 = Q(y) \vee\min_{t\in V(y)}W^{n+1}(f(y, t)) , n=0,1, N-1 (4)

となる.

例3.3 ユニット数が3のとき,考えうる展開図を全て求めたい.この場合,  N=2 とし,初期状態 :

 y_{0}=(90,90,90,90) に対し,再帰式 (2), (4) を計算すればよい.なお,本報告では 「凸多面体を構成可能
な辺の接続問題」 に言及していないため,ここでの終端利得はつねに ‘ 凸多面体が構成可能である” こと

をあらわすとし,  K(y)=0 とおく.(実際,ユニット数が3の場合,いずれの終端状態 (展開図) にお
いても凸多面体は構成可能となる.)

具体的には,再帰式:

 W^{0}(y) = Q(y) \vee \min W^{1}(f(y, t))
 t\in\{0,1,2,3\}

  W^{1}(y) = Q(y)\vee \min W^{2}(f(y, t))
 t\in\{0,1,2,3,4,5\}

 W^{2}(y) = K(y) =0

を用いて  W^{0}(y_{0}) を求めればよい.

 W^{0}(y_{0}) = Q(y_{0}) \bigvee_{t\in\{}\min_{0,1,2,3\}}W^{1}(f(y_{0}, t))
 = Q(y_{0}) \vee\min[W^{1}(f(y_{0},0)), W^{1}(f(y_{0},1)), W^{1}(f(y_{0},2)), W^
{1}(f(y_{0},3))]

ここで

 Q(y_{0}) = Q((90,90,90,90)) =0

で

 f(y_{0},0) = f((90,90,90,90), 0) =(180,90,90,180,90,90) .

ここで,(180, 90, 90, 180, 90, 90) の並べ替えを考えて最小元を求め,内角並びの部分を置き換えること
により

 f(y_{0},0)  = (90, 90, 180, 90, 90, 180)

と定まる.これより

 W^{1}(f(y_{0},0))  =  Q((90,90 ,180,90,90, 180)  ) V   \min  W^{2}(f( (90, 90, 180,90,90, 180),  t))
 t\in\{0,1,2,3,4,5\}

最終状態を求めると

 f((90,90,180,90,90,180), 0)  = (180, 90, 90, 180, 180, 90, 90, 180)
 = (90, 90, 180, 180, 90, 90, 180, 180) (最小元で置き換え)
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決定  t=1,2,3,4,5 に対しても同様に求めると

 f((90,90,180,90,90,180), 1)  = (90, 90, 180, 90, 180, 90, 90, 270)

 f((90,90,180,90,90,180), 2)  = (90, 90, 180, 90, 180, 90, 90, 270)

 f((90,90,180,90,90,180), 3)  = (90, 90, 180, 180, 90, 90, 180, 180)

 f((90,90,180,90,90,180), 4)  = (90, 90, 180, 90, 180, 90, 90, 270)

 f((90,90,180,90,90,180), 5)  = (90, 90, 180, 90, 180, 90, 90, 270)

となる.したがって.最終状態は次の2種類となる :

(90, 90, 180, 180, 90, 90, 180, 180), (90, 90, 180, 90, 180, 90, 90, 270)

これに対し

 W^{2}((90,90,180,180,90,90,180,180)) = K((90,90,180,180,90,90,180,180) =0
 W^{2}((90,90,180,90,180,90,90,270)) = K((90,90,180,90,180,90,90,270)) =0

より

 W^{1}(f(y_{0},0)) = W^{1}((90,90,180,90,90,180)) =0 \vee\min(0,0,0,0,0,0) =0

 \pi_{1}^{*}((90,90,180,90,90,180)) = 0,1,2,3,4,5

を得る.

さらに  W^{1}(f(y_{0},1)),  W^{1}(f(y_{0},2)) ,  W^{1}(f(y_{0},3)) を求めなければならないが

 f(y_{0},1) = f((90,90,90,90), 1) =(90,180,90,90, 180,90)
 f(y_{0},2) = f((90,90,90,90), 2) = (90,90,180,90,90, 180)
 f(y_{0},3) = f((90,90,90,90), 3) = (180,90,90,180,90,90)

より,最小元に置き換えると,いずれも (90, 90, 180, 90, 90, 180) となり,  f(y_{0},0) に一致する.したがって

 W^{0}(y_{0}) = Q(y_{0}) \vee\min[W^{1}(f(y_{0},0)), W^{1}(f(y_{0},1)), W^{1}
(f(y_{0},2)), W^{1}(f(y_{0},3))]
 = 0 \vee\min[0,0,0,0] =0

 \pi_{0}^{*}(y_{0}) = 0,1,2,3

よって,どの決定をとっても (どの接続の仕方でも) 最適 (凸多面体が構成可能) となり,3つのユニッ
トに基づく展開図は,最終状態として得られた次の2通りとなる :

(90, 90, 180, 180, 90, 90, 180, 180), (90, 90, 180, 90, 180, 90, 90, 270).

口
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3.2 3角ユニットの場合

状態は正方ユニットの場合と同様で,展開図の

各頂点に対応する角の大きさとする.なお,ここ  arrow
でいう頂点も,3角ユニット 1個に対応するひし形

の頂点で,接続することで重なるものを同一視し
たものである.ただし,正方形に代わり,正3角形 図5: 3角ユニットの接続 (右手系  arrow 右手系)
2個が連なるひし形が基本形であるので,展開図の
頂点数を  d とするとき,

状態空間 :  Y=\{(\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d})|d=3,4, ;\alpha_{i}=60,120,180,
240,300,360(i=0,1, \ldots, d)\}

となる.

決定はユニットの種類  H とユニットを接続する

辺番号  t からなる  (H, t) であらわす.正方ユニッ

トの場合は,ユニットの種類を考える必要はな  \vartheta\searrow つ
たが,3角ユニットでは右手系ユニットと (その鏡

像である) 左手系ユニットを組み合わせることで,
 U_{1}

同じユニット数でも異なる凸多面体を構成できる
図6: 3角ユニットの接続 (右手系  arrow 左手系)

ため,ユニットの種類を決定として与える必要が
生じるのである.実際,図5における多角形は正4

面体の展開図になりえないが,図6の方は正4面体の展開図となる.すなわち,ユニットの種類  H と
は,その期に接続する3角ユニットの種類をあらわすものであり,  H=R のときは右手系ユニットを,
 H=L のときは左手系ユニットを接続するものとする.例えば,決定  (R, 3) は右手系ユニットを辺  e_{3}

に接続することをあらわす.以上のことから,決定空間,可能決定集合はそれぞれ

決定空間 :  V=\{(H, t)1H=R,L, t=0,1, . . \}
可能決定集合 :  V((\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d}))=\{(H,t)\in V|t\leq d\}  (\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d})\in Y

となる.なお,初期状態は右手系と左手系のどちらを選択しても,作成可能な展開図の形は本質的に変わら

ないので,右手系としての蜘  =(60,120,60,120) とする.また,一般に現状態  y=(\alpha_{0}, \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d})\in Y
と決定  v=(H, t\rangle\in V(y) に対する状態推移法則

 f((\alpha_{1}, .., , \alpha_{d}), (H, t))=(\alpha_{0}^{l}, \alpha_{d+2}^{I})

は,以下のように定める.
まず

 \beta_{1}^{1}=60, \beta_{2}^{1}=120, \beta_{\vartheta}^{1}=60, \beta_{4}^{1}=
120

 \beta_{1}^{2}=120, \beta_{2}^{2}=60, \beta_{3}^{2}=120, \beta_{4}^{2}=60

とおき,「 H=R,  t :偶数」 または 「 H=L,  t:奇数」 のとき  \tau=1, 「 H=L,  t:偶数」 または 「 H=R,  t :

奇数」 のとき  \tau=2 とする.このとき,

 \alphaí  =  \{\begin{array}{ll}
\alpha_{i}   m-d+1<i<m
\alpha_{i}+\beta_{1}^{\tau}   i=m
\beta_{2}^{\tau}   i=m+1
\beta_{3}^{\tau}   i=m+2
\alpha_{i-2}+\beta_{4}^{\tau}   i=(m+3) mod (d+2)
\alpha_{i-2}   m+4\leq i\leq d
\end{array}

112



113

とおく.この後の処理 —冗長な辺の削除等 — については,正方ユニットの場合と同様とする.

利得関数  R および終端利得関数  K についても同様に

 R((\alpha_{0}, \ldots, \alpha_{d}), (H, t))  =  \{\begin{array}{l}
1 (\exists_{i;\alpha_{i}}>360)
0 （その他）
\end{array}
 K((\alpha_{0}, \ldots, \alpha_{d}))  = (多角形  (\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d}) を与えたときの 「凸多面体を構成可能な辺の

接続問題」  ([2]) の最適値)

と定める.

以上の置き換えにより,正方ユニットと同様の再帰式 (2), (4) を用いることで,凸多面体が構成可能な
すべての展開図が得られる.

4 おわりに

ここで得られた再帰式を用いて,計算機 (Core i7‐8700, メモリ  32G ) により数値計算を実行した.結
果を表1に示す.これは,ユニット数ごとの ‘凸多面体が構成可能な展開図数” である.なお,カッコ内

の数は,凸多面体が構成可能ではない展開図も含めての展開図総数である.ユニット数が18以上の正

方ユニットおよびユニット数が12以上の3角ユニットについては,メモリ不足のため結果が得られな
かった.

参考までに,[2] の結果も利用して,実際に構成される凸多面体数を求め,得られた値を表2に示す
(空欄は,現状で求めることができていないもの) . ここでの凸多面体とは2面体 (表と裏のみ) も含む

もので,“凸多面体数” 列のカッコ内の数は,左が2面体の数,右が真の (体積が正の) 凸多面体の数で

ある.また,“辺の組合せ数” 列の数は,展開図において凸多面体が構成可能となる辺の組合せの数を表

している.一般に,一つの展開図に対して複数の凸多面体が構成可能で,しかも異なる辺の組合せから

合同な凸多面体が構成される場合も多数あり,この列の数は,展開図数よりも相当に大きな数となって

いる.この膨大な “辺の組合せ数” から,“凸多面体数” を求めるのが,[2] における 「同型判定問題」 で
ある.
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