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1 はじめに

信頼性工学におけるシステムは,故障状態に陥った場合に修理が可能か否かという観点から見れば,非修

理系システム及び修理系システムに大別することが出来る.非修理系システムとは,故障発生時に修理を

施して正常状態に戻すことが難しく,一般的にシステムやコンポーネントを新品に取替えることによって復

旧が為されるシステムを指す.取替え時間がシステムの稼働時間と比較して無視できるほど小さいと仮定

すれば,非修理系システムにおける累積故障発生数のふるまいは,故障時間間隔が独立で同一に分布する

(i.i.d.) 再生過程 (RP) によって記述出来る [7]. 本稿では,再生過程の時間間隔が従う分布を再生分布と呼
ぶ.一方の修理系システムは,各故障が発生した場合に,修理を行うことによりコンポーネントを正常状態

に戻すことが可能なシステムを指す.故障に対する修理がコンポーネントを新品同様へ戻す効果を持つとす

ると,そのような修理行動は大修理 (major repair) と呼ばれ,大修理を実施した際の累積故障発生数のふる
まいは非修理系システムと同様に再生過程で記述出来る.これに対して,故障したコンポーネントを故障直

前の状態に復旧する修理を小修理(minimal repair) と呼び,小修理を実施した際の累積故障過程は非同次ボ
アソン過程 (NHPP) で表すことが出来る [2]. このように,システムの故障発生事象は故障に対する保全行
動により分類され,一般的に確率点過程を用いてモデル化することが出来る [1, 2].

しかしながら,実世界におけるシステムへの修理行動は複雑であり,効果も様々であると考えられること

から,大修理や小修理のような単純なケースだけで全ての修理行動が記述出来るとは限らない.Brown and

Proschan [6] は,ある一定の確率に従って大修理若しくは小修理の効果が発生する不完全修理を行う場合,
累積故障発生数は結果として NHPP で表されることを示した.Block ら [5] は,文献 [6] で一定とされた確
率をコンポーネントの年齢に依存するよう拡張したモデルを提案し,コンポーネントの年齢 y によって定

まる確率  p(y) で大修理が実施され,確率1‐p(ので小修理が実施される問題を考えた.一方,Kijima [12]
は,これら不完全修理モデルの概念を大きく拡張した一般修理 (general repair) モデルを提案し,その確率
論的性質について調べている.

一般修理モデルは,大修理や小修理といった2つの代表的な修理形態を特別な場合として含む一般的な

修理行動を表現することが出来,新品同様の状態と故障直前の状態との間に存在するはずの中間的な状態

に復旧する修理行動を表すことが出来る.この場合の累積故障発生数のふるまいを記述する確率過程は一

般化再生過程と呼ばれる.具体的には,仮想年齢と呼ばれる概念が導入され,コンポーネントの修理により

仮想年齢が若返ると仮定した上で,仮想年齢を用いて次の故障時間間隔が従う確率分布の変化を記述して

いる.また,  K単ma ら [11] は一般修理の下での周期的取替え問題を定式化し,一般化再生関数を近似的に
求めることで最適周期的取替え間隔を導出した.このように解析的に関数が求められない場合,近似手法が

有効となる場合は多く,一般的な通常の再生関数に関しても多くの近似手法が提案されている.また,一般

修理モデルの提案後,その拡張は多くの文献において議論されることとなった [15]. 例えば,Fuqing and
Kumar [9] では文献 [12] において一定とされた修理による仮想年齢の減少割合を時間に依存する関数へと
拡張し,仮想年齢の変化が時間に依存するモデルを提案している.

一方,Lindqvist ら [13] によって提案されたトレンド再生過程 (TRP) もまた,RP やNHPP を包括的に
取り扱うことが出来る一般的な確率点過程として知られている.TRP はNHPP と RP の要素を併せ持つこ
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とから,従前までに提案されてきた一般修理モデルと同様に,一般修理下における故障発生事象を記述する
ことが出来る.本稿では,TRP を用いて故障発生事象をモデル化した上で,一般修理の下でのシステムに

対する最適な周期的取替え方策を導出するための周期的取替え問題を定式化する.TRP に基づく累積故障

発生数の期待値の性質についてはあまり知られておらず,RP と同様に再生関数を用いて表現することが出

来る.したがって以下では,周期的取替え問題を解く上で必要なトレンド再生過程の期待値と定常状態に

おける単位時間当たりの期待費用を求めた上で,最適な周期的取替え間隔を解析的に導出する.しかしな

がら不運にも,一般的な再生分布に対して常に再生関数が陽関数として求められるとは限らない.本稿で

はKıjima ら [11] が用いたものも含む均衡分布に基づく再生関数の近似手法を導入する.最終的に,シミュ
レーション実験を通じて,再生関数の近似手法に基づく近似解と真の再生関数に基づく最適解を比較する

ことで,近似手法の適用可能性について考察する.

2 トレンド再生過程モデル

時亥  1」  t=0 から稼働開始した修理系システムに対して,  n 個の故障時刻データ  t_{i}  (t_{1}<t_{2}< <t_{n}) が

観測されているとする.  i — 1番目と  i 番目の故障の間の時間間隔を  x_{i}  (i=1,2, \cdots , n) で表すとすると,

 x_{i}=t_{i}-t_{i-1} となる.ここで,  t_{0=}0 かつ  t_{1}=x_{1} とする.システムに故障が発生する度に,システムを

正常状態へ復旧するための修理行動が行われるが,各修理に掛かる時間はシステムの稼働時間と比べて無

視出来るほど小さいと仮定する.

今,時刻  t までに発生した累積故障発生数を  \{N(t), t\geq 0\} とおき,  \lambda(t) 及び   A(t)=\int_{0}^{t}\lambda(u)du をそれぞ

れ確率点過程の強度関数及び累積強度関数と定義する.累積強度関数を用いて時間スケール変換した時刻列

 A(t_{1}),  A(t_{2}) , ,  A(t_{n}) が任意の故障時間間隔分布  F(x) を持つ再生過程,  RP(F(x)) , に従う場合,元の確率

点過程  \{N(t), t\geq 0\} をトレンド再生過程,TRP  (F(x), \lambda(t)) , と呼ぶ.本稿では,確率分布関数  F(x) をTRP
の再生分布と呼び,  \lambda(t) をトレンド関数と呼ぶ.この場合,  TRP(1-\exp\{-x\}, \lambda(t)) 及び  TRP(F(x), 1)
はそれぞれ非同次ボアソン過程 NHPP  (\lambda(t)) 及び再生過程  RP(F(x)) を表すことから,TRP はNHPP

及び RP の一般化となっていることが分かる.更に,  TRP(F(x), \lambda(t)) の表記方法は一意ではなく,任意の

定数  c>0 に対して,  TRP(F(x), \lambda(t)) と  TRP(F@),  \lambda(t)/c) は同じトレンド再生過程を表す [13].
任意の確率点過程に対する条件付き強度関数は

  \zeta(t|H_{t-})=\lim_{\triangle tarrow 0}\underline{P(failure}ı.  n  [t, t+\triangle t)|\triangle tH_{t-}) (1)
で定義される [1]. ここで,  H_{t-} は時刻  t より以前の確率点過程  \{N(t), t\geq 0\} の履歴を表し,一般的に,条件
付き強度関数は過去の履歴に依存する.例えば,  RP(F(x)) の条件付き強度関数は  \zeta(t|H_{t-})=z(t-T_{N(t-)})
によって与えられる.ここで,  z(x) は再生分布  F(x) に対応する故障率関数を表し,  z(x)=(dF(x)/dx)/(1-

 F(x))=f(x)/(1-F(x)) によって定義される.一方,NHPP  (\lambda(t)) の場合,条件付き強度関数は確率的

ではなく,  \zeta(t|H_{t-})=\lambda(t) で表される.これに対して,  TRP(F(x), \lambda(t)) の条件付き強度関数は

 \zeta(t|H_{t-})=z(A(t)-A(T_{N(t-)}))\lambda(t) (2)

で与えられる [13]. 条件付き強度関数  \zeta(t|H_{t-}) を持つ確率点過程  \{N(t), t\geq 0\} において,対数尤度関数
は次のように与えられる.

 LLF= \sum_{i=1}^{れ}\{\log(z(\Lambda(t_{i})-\Lambda(t_{i-1})))+
\log(\lambda(t_{i}))
 - \int_{0}^{\Lambda(t_{i})-\Lambda(t_{i-1})}z(v)dv\} . (3)
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3 周期的取替え問題

2節で述べたトレンド再生過程に従って故障が発生する修理系システムに対して,ある周期的時刻  K\tau(K=
 1,2,  \cdots) 毎に取り替えを実施する予防的な修理方策を考える.上述したように,周期的な取替え間隔の合

間に故障が発生した場合,修理を施すことによりシステムを正常状態へ復旧出来るものとする.今,修理に

掛かる費用を  c_{1} , 周期的な取り替えに掛かる費用を  c_{2} とすると,定常状態における単位時間あたりの総期

待費用は

 C(t)= \lim_{\tauarrow\infty}\frac{E[totalcoston[0,\tau)]}{\tau}
 = \frac{c_{1}E[N(t)]+c_{2}}{t} (4)

で与えられる.ここで,  N(t) は時刻  t までに発生する累積故障数を表し,  E[N(t)] はその期待値を意味す

る.本研究ではこれを最小にする最適な周期的取り替え間隔  t=\tau^{*} および対応する最小総期待費用  C(\tau^{*})
を導出することを目的とするが,この問題を解くには,2節で述べたトレンド再生過程における期待値が必

要となる.非同次ボアソン過程 (NHPP) においては,条件付き強度関数を時刻  0 から  t まで積分することに
より期待値を求めることが出来,再生過程 (RP) においては再生分布の畳み込みの無限級数和 (再生関数)
を求めればよい.ここでは時間スケール変換後の故障時刻列が再生過程に従うという性質を用いて,トレ

ンド再生過程の期待値を導出する.図1はTRP における故障時刻列及び累積故障数と,時間スケール変換

後の RP における故障時刻列及び累積故障数の関係を表したものである.それぞれの時間軸において,時

刻  t までに発生する累積故障発生数を  N_{TRP}(t) 及び  N_{RP}(t) で表す.図から明らかなように,TRP の時刻

 t における累積故障発生数と,RP の時刻  A(t) における累積故障発生数は必ず一致する.一方,RP の期待

値に関しては,再生関数  (M(\cdot)) によって表されることから,最終的に

  E[N_{TRP}(t)]=E[N_{RP}(\Lambda(t))]=M(\Lambda(t))=\sum_{i=1}F^{(i)}
\infty(\Lambda(t)) (5)

が成り立つ.ここで,  F^{(i)}(x) は再生分布の  i 重畳み込みを表す.したがって,本研究で提案する TRP に基

づく周期的取替え問題は

 \tau^{*}= argtmin  C(t)= argtmin   \frac{c_{1}M(\Lambda(t))+c_{2}}{t} (6)
及び対応する最小総期待費用  C(\tau^{*}) を求める問題であると言える.

単位時間当たりの総期待費用  C(t) を  t に関して微分し,分子を  h(t) とおけば

 h(t)=c_{1}\{t\lambda(t)m(\Lambda(t))-M(\Lambda(t))\}-c_{2} (7)

となる.ここで,  m(t) は時間スケール変換後の RP の再生密度  m(t)=dM(t)/dt を表す.したがって,TRP

に基づく周期的取替え問題において,  \lambda(t) 及び  m(t) が単調増加関数であり,かつ  h(\infty)>0 である場合,

 t\in(0, \infty) において  h(t)=0 を満たす解が唯一つ存在する.

故障
時間

故累積数   \frac{\wedge\wedge-t_{1}t_{2}t}{\check{1}\check{2}N_{TRP}(t)-}TRP
故障
時間  A(t_{1})  A(t_{2})  A(t)

故障数  N_{RP}(A(t))^{-}累積  \wedge\overline{v_{1^{\vee}}}  \wedge\overline{v_{\check{2}}}  -RP

図1: トレンド関数過程及び再生過程.
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一般修理下における故障発生事象においては,時間の経過と共に故障は起こりやすくなるものと考えら

れる.この場合,条件付き強度関数は時間に対して増加傾向を持ち , これを確保するため,トレンド関数及

び故障率関数については単調増加であることが望ましい.本研究では具体的に,単調増加となるトレンド

関数として以下の式で定義されるベキ法則トレンド関数及び Cox‐Levis トレンド関数を用いる.

 \lambda_{PL}(t)=\alpha\beta t^{\beta-1} , (8)

 \lambda_{CL}(t)=\exp(\alpha t+\beta) . (9)

また再生関数として,以下の確率分布関数を持つガンマ分布及び超指数分布を仮定する.

 F_{G}(x)= \int_{0}^{X}\frac{a^{b}t^{b-1}\exp(-at)}{\Gamma(b)}dt , (10)

 F_{H}(x)=p_{1}(1-\exp(a_{1}x))+p_{2}(1-\exp(a_{2}x)) . (11)

ここで,TRP の非唯一性よりガンマ分布の尺度パラメータ  a は常に1と考えることが出来る.一方,超指

数分布についても同様に  a_{1}=1 と考えることが出来る.

2つの再生分布に対する再生関数を求める.ガンマ分布の  i 重畳み込みは,それ自体もガンマ分布となる

ことが知られており,

 F^{(i)}(x)= \int_{0}^{x}\frac{a^{\dot{i}}b't^{l}b-1\exp(-at)}{\Gamma(ib)}dt (12)

によって与えらえる [3]. したがって,ガンマ分布に対しては形状パラメータ  b が整数の場合,再生関数
 M(x)= \sum_{i=1}^{\infty}F^{(i)}(x) が以下の式で求められる.

 M(t)= \frac{at}{b}+\frac{1}{b}\sum_{i=1}^{b-1}\frac{\epsilon_{r}}{1-
\epsilon_{r}}[1-\exp(-at(1-\epsilon_{r}))] . (13)

ここで,  \epsilon_{\bullet}=\exp(2\pi ri/b)(r=0,1, \cdots , b-1) は  s^{b}=1 の異なる根を表す.一方,超指数分布に対する再

生関数は,

 M(t)= \frac{t}{\mu}+\frac{1}{2}(\frac{\sigma^{2}}{\mu^{2}}-1)[1-\exp(-(p_{1}
a_{2}+p_{2}a_{1})t)] (14)

で与えられる.また,超指数分布の期待値  \mu 及び分散  \sigma^{2} はそれぞれ

  \mu=(\frac{p_{1}}{a_{1}}+\frac{p_{2}}{a_{2}}) , (15)

  \sigma^{2}=(\frac{p_{1}}{a_{1}^{2}}+\frac{p_{2}}{a_{2}^{2}})-(\frac{p_{1}}
{a_{1}}+\frac{p_{2}}{a_{2}})^{2} (16)

で求められる.式(8) 若しくは式 (9) 及び式 (13) 若しくは式 (14) を式 (6) に代入することで最適解を求め
ることが出来る.

4 再生関数の近似手法

再生分布が任意の一般分布である場合,上述したガンマ分布や超指数分布の場合と異なり,容易に再生関

数が得られるとは限らない.この場合,周期的取替え問題の最適解を導出するための最も単純な方法とし

て,近似的に再生関数を求めることが挙げられる.本稿では特に,均衡分布を用いた3つの近似再生関数
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を導入する.均衡分布は,再生分布  F(t) に従い故障が発生する状況において,任意の時刻における次の故

障が発生するまでの時間が従う確率分布して知られており,

 F_{e}(t)= \frac{1}{E[T]}\int_{0}^{t}\overline{F}(t)dt (17)

で表される.ここで,  E[T] は元の再生分布  F(t) の期待値を表す.再生密度に関する積分方程式から

 m(t)=f(t)+ F(t)\frac{\int_{0}^{t}m(t-\tau)dF(\tau)}{\int_{0}^{t}m(t-\tau)
\overline{F}(\tau)d\tau} (18)

が与えられることから,右辺第二項の分数部分を   \int_{0}^{t}dF(t)/\int_{0}^{t}\overline{F}(t)dt で置き換え,両辺を積分することに

よって,

 M(t)=F(t)+ \frac{1}{E[T]}\int_{0}^{t}\frac{F^{2}(t)}{F_{e}(t)}dt (19)

が得られる [4]. 本稿ではこれを近似手法1と呼ぶ.
一方,再生関数に関しては,

 M(t)= \frac{t}{E[T]}-F_{e}(t)+\int_{0}^{t}\overline{F}_{e}(t-\tau)dM(\tau) (20)

が成り立つことも知られている [10]. 今,  dM(t)=dt/E[t] であると仮定して整理すれば,

  M(t)= \frac{t}{E[T]}-F_{e}(t)+\frac{1}{E[T]}\int_{0}^{t}\overline{F}_{e}(t-
\tau)d\tau (21)

が得られ,これを近似手法2と呼ぶ [14].
また,式(20) に対して,式(18) を代入し整理する.その上で,式(18) の分数部分を   \int_{0}^{t}dF(t)/\int_{0}^{t}\overline{F}(t)dt

で置き換えられると仮定すれば,

  M(t)= \frac{t}{E[T]}-F_{e}(t)+\int_{0}^{t}\overline{F}_{e}(t-\tau)\{f(t)+\frac
{F^{2}(\tau)}{E[X]F_{e}(\tau)}\}d\tau (22)

と表せ,近似手法3を得る [8].

5 シミュレーション実験

本節では,3つの近似手法を用いた場合の最適予防保全間隔及び最小総期待費用の精度を検証する.具体

的には,上述したべキ法則トレンド関数及び Cox‐Levis トレンド関数とガンマ再生分布及び超指数再生分布

を組み合わせた4つのトレンド再生過程モデルに対しての周期的取替え問題を考える.トレンド関数が持つ

モデルパラメータについては  (\alpha, \beta)=(1,2),  (1,3),  (2,2),  (2,3) の4つの組み合わせを仮定する.一方で,ガ

ンマ分布の形状パラメータについては  b=2 とし,超指数分布の各パラメータは  p_{1}=0.3,  p_{2}=0.7,  a_{2}=2

とする.故障発生時の費用を  c_{1}=1 で固定した上で,予防保全時の費用  c_{2} を様々に変化させ,真の最適予

防保全間隔  \tau^{*} と近似手法  i(=1,2,3) を用いた場合の最適予防保全間隔  \tau_{app_{i}}^{*} との相対誤差を以下の式で求

める.

 RE  ( \%)=\frac{\tau_{app_{i}}^{*}-\tau^{*}}{\tau}*\cross 100 . (23)

図2及び図3は,モデルパラメータ  (\alpha, \beta)=(1,3) を持つベキ法則トレンド関数及び超指数再生分布を仮

定した上で,費用係数をそれぞれ  c_{2}=5 及び  c_{2}=100 とした場合の費用関数の変化を示している.いずれ
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 C(t)

図2: 近似手法の変化による費用関数の変化 (c2  =5 ).

47.
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図3: 近似手法の変化による費用関数の変化  (c_{2}=100) .

の図も横軸が周期的取替え間隔  t を,縦軸が単位時間あたりの総期待費用  C(t) を表す.これらの図を比較

してみれば,費用係数が小さい場合については近似手法によっては多少の差が確認できるが,費用関数が大

きい場合についてはほとんど差が見られないことが分かる.図2については近似手法1が最も真の最適解

に近く,近似手法3及び近似手法2の順で最適解が左下にずれていく様子が見て取れる.

表1から表4はそれぞれ4つのトレンド再生過程モデルに対して費用係数  c_{2} を10から50まで設定した

上で,3つの近似手法を適用した場合の最適周期的取替え間隔  \tau^{*} の精度を比較した結果を表す.それぞれ

の値は最適周期的取替え間隔を表し,括弧内の数値は相対誤差  (RE) を表している.これらの結果から,単

純に真の最適周期的取替え間隔のみに着目すれば,費用係数  c_{2} が大きくなるにつれて最適予防保全間隔が

長くなっていることが確認できる.これは,予防保全の費用  c_{2} が増加した場合,費用の高い予防保全を出

来る限り避ける傾向が表れることを意味する.一方でトレンド関数のパラメータに着目すれば,  \alpha と  \beta の

増加はトレンド関数の増加傾向に影響を与える.それぞれの結果から,トレンド関数の増加傾向が大きく

なるパラメータ設定 (  \alpha 若しくは  \beta が大きい) ほど,より最適周期的取替え間隔が短くなる傾向にあること
が読み取れる.これは,トレンド関数の増加傾向の大小はそのまま故障数の増減に直結することから,増加

傾向が大きいことが故障数の増加を招き,結果として早めの周期的取替えを促す結果に繋がったものと考

えられる.

続いて,3つの近似手法を用いた場合の精度に関して考察する.表1と表2若しくは表3と表4に着目す

れば,近似手法1に関しては,超指数再生分布を仮定した場合がガンマ再生分布を仮定した場合と比較し

て,精度が良くなっていることが見て取れる.一方で近似手法2及び3の結果を見れば,基本的には2つ

の再生分布を仮定したことでの大きな差は見られないが,ベキ法則トレンド関数かつ費用係数  c_{2} が小さな

一部の場合において,超指数分布の精度が悪くなる結果が得られた.精度の観点から言えば,4つの中でも

特に Cox‐Levis トレンド関数及び超指数再生分布を持つトレンド再生過程モデルに対する最適周期的取替

え間隔の精度が非常に良いことが確認でき,その相対誤差は最大でも0.02% となっている.またいずれの

6
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表2: ベキ法則トレンド関数及び超指数再生分布の精度比較 (最適取替え間隔)
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表4: Cox‐Levis トレンド関数及び超指数再生分布の精度比較 (最適取替え間隔) .
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場合についても,費用係数  c_{2} が大きくなるほど最適周期的取替え間隔の相対誤差は  0 に近づく傾向にある

ことが分かる.このことから  c_{2} がある程度の大きさである場合には,3つの近似手法はいずれも周期的取

替え問題に対して実用上問題ないほどの精度を有していることが確認できる.

一方,最小総期待費用に関しては,紙面の関係上表5の結果のみ表示するが,概ね最適周期的取替え間

隔と同様の傾向が得られている.精度に関しては,最適周期的取替え間隔と比較して,最小総期待費用の方

が若干悪くなることもあったが,その差は小さいものであった.これらの結果から最も精度の悪い場合でも

0.5% 程度の相対誤差しかなく,トレンド再生過程に基づく周期的取替え問題において,提案手法を適用す

ることは実用上問題ないと考えられる.したがって,ガンマ分布や超指数分布とは異なり再生関数が陽関数

として求められない再生分布に対しても,本稿で提案した3つの近似手法を用いた解法は有益であると言

える.

表5: ベキ法則トレンド関数及びガンマ再生分布の精度比較 (最小総期待費用) .

6 まとめと今後の課題

本稿では,トレンド再生過程に基づく周期的取替え問題を考察することで,ある種の一般修理下における

最適周期的取替え間隔を導出した.トレンド再生過程が持つ再生分布の中で,ガンマ分布や超指数分布の

ように再生関数が陽関数として求められる分布については,定常状態における単位時間当たりの総期待費

用を最小化する最適な周期的取替え間隔を解析的に導出できることを示した.一方で再生関数が陽に求め

られない他の分布に関しては,均衡分布を用いた3つの近似手法を提案し,その精度についてシミュレー

ション実験を通じて検証した.精度検証の結果から,特に近似手法2及び3の精度が非常に高いことを確

認し,また,費用係数  c_{1} 及び  c_{2} の差が大きい場合には,近似手法1であっても実用上十分な精度を有する

ことを明らかにした.

今後の課題としては,費用の分散を考慮した周期的取替え問題を考察することや条件付き強度関数に依

存する費用構造を導入することが挙げられる.特に後者のモデルにおいては損傷の蓄積程度による一般修
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理の難易度を表現することが可能となり,より現実的な修理行動下における予防保全を費用の観点から考察

可能となることが期待出来る.
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