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要旨

リーマンゼータ関数 ζ(s) の非自明な零点は全て臨界領域 0 < Re(s) < 1 にあるが、実際

は全て臨界線 Re(s) = 1/2 上にあると予想されている（リーマン予想と通称）。ζ(s) は臨界領

域の右半分 1/2 < Re(s) < 1 において普遍性を持ち、その値分布は複素平面内で稠密である。

普遍性は臨界線の反対側では成立しないが、値分布の稠密さはそうであると限らない。リー

マン予想が成り立てば、ζ(s) が 0 < Re(s) < 1/2 において稠密でないことは示された。この

問題を少し具体化し、ζ(s) の縦の等差数列上の値が C 上任意の集合に含まれるかどうかに弱
めれば、無条件に成り立つ答えが得れる。等差数列は最もシンプルな規則正しい数列である

ことから、ζ(s) は臨界領域内における激しい振る舞いを改めて解釈したい。また、ζ(s) の縦

の等差数列における単射性も調べたい。

1 リーマンゼータ関数の臨界領域の右半分上の等差数列上の値

C. R. Putnam [Put54a, Put54b] はリーマンゼータ関数 ζ(s) の臨界線 Re(s) = 1/2 上

における零点の列が無限に続く等差数列を含まないことを示した。具体的に述べる

と、Putnam [Put54a, Put54b] は全ての n ∈ N に対して、
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が成り立つ、となる a > 0 と h > 0 が存在しないことを示した。ここで、N は
正の整数全体を表す。フラクタルゼータ関数を用いて、M. L. Lapidus と M. van

Frankenhuijsen [LF13, Chapter 11] が以上の Putnam の結果に対して別証明を与え

て、他のゼータ関数及びL関数へ拡張した。我々はこの結果に興味を持ち、ζ(s) の

零点だけではなく、他の値の列、更により一般に ζ(s) の値からなる任意の集合に

拡張して調べたいことが、この問題に取り組む最初の動機であった。また、臨界線

Re(s) = 1/2 に限らず、臨界領域 0 < Re(s) < 1 内に調べることも目指していた。し

かし、Re(s) = 1/2 に対してうまくいくような方法がなかなか見つからず、以上で述

べた Putnam の結果を拡張することができなかった。

臨界線を除いた臨界領域内の縦の直線においては、Putnam の結果に類似した、

より一般の設定の下での結果が得られた。我々が得た結果を少し簡約に述べるため

に、Ĉ := C ∪ {∞} とおく。

定理 1. h > 0 、 ` ∈ N と M ⊂ Ĉ とし、M が内点を持つとする。 s ∈ C が
1/2 < Re(s) < 1 を満たすとき、ある可算集合 N ⊂ N が存在して、

ζ(s+ ih(n+ k − 1)) ∈M

が全ての n ∈ N と k ∈ {1, 2, · · · , `} に対して成り立つ。

上記の定理を次のように書き換えられる： h > 0、` ∈ N とM′ ⊂ Ĉ、Ĉ \M′ が

内点を持つとする。s ∈ C が 1/2 < Re(s) < 1 を満たすとき、ある可算集合 N ⊂ N が
存在して、

ζ(s+ ih(n+ k − 1)) /∈M′

が全ての n ∈ N と k ∈ {1, 2, · · · , `} に対して成り立つ。即ち、定理 1 の M に対し

て、M′ = Ĉ \M とおけば良い。

補足. Putnam [Put54a, Put54b] の結果は、以上の言い換えにおいて、` = 1、M′ =

{0}、s = 1/2 + ia と N ∈ N に対して、N = {N,N + 1, N + 2, . . .} を用いて書き換え
られる。しかし、注意点として、我々が示した定理 1において、sが 1/2 < Re(s) < 1

を満たさなくてはいけないため、Putnam の結果を含まない。

定理 1 により臨界線の反対側 0 < Re(s) < 1/2 における結果を導くこともできる。

但し、これは集合M が ∞ を内点として含む場合に限る。

系. h > 0 、` ∈ N と M ⊂ Ĉ とし、M が ∞ を内点として含むとする。s ∈ C が
0 < Re(s) < 1/2 を満たすとき、ある可算集合 N ⊂ N が存在して、

ζ(s+ ih(n+ k − 1)) ∈M

が全ての n ∈ N と k ∈ {1, 2, · · · , `} に対して成り立つ。
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上記の系を見るには、まず、ζ(s) の関数等式

ζ(s) = 2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s) (1.1)

に対して、0 < Re(s) < 1/2 のとき、任意の c > 0 に対して、Im(s) が十分に大きけれ

ば、 ∣∣∣2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1− s)

∣∣∣ ≥ c

が成り立つことに注意する。一般性を失わず、∞ を内点として含むM として、適

切な r > 0 に対し、M = Ĉ \ {z ∈ Ĉ | |z| < r} と考えて良い。任意の c > 0 を取って

固定し、それ及び上記の r > 0 に対して、定理 1 を Ĉ \ {z ∈ C | |z| < 2r/c} に適用す
れば、

ζ(1− s− ih(n+ k − 1)) ∈ Ĉ \ {z ∈ C | |z| < 2r/c}

となることがわかる。即ち、

|ζ(1− s− ih(n+ k − 1))| ≥ 2r

c

である。関数等式 (1.1) に現れる ζ(s) 以外の部分

2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1− s)

を簡約に F (s) と書けば、

|ζ(s+ ih(n+ k − 1))| = |F (s+ ih(n+ k − 1))| · |ζ(1− s− ih(n+ k − 1))|

≥ c · 2r

c
> r

となる。従って、

ζ(s+ ih(n+ k − 1)) ∈M.

定理 1 の証明に必要なのはある一種の「離散的極限定理」である。少しだけその

概略を述べる。詳細は、原論文 [LSSS] を参照。

1. 素数 p に対して、ハール測度MH で定義される無限次元トーラス Ω 上確率空

間への射影写像 ω(p) に対して、確率要素 ζ(z, ω) を

ζ(z, ω) =
∏
p

(
1− ω(p)

pz

)−1
と定義する。ζ(z, ω)の確率分布 Pは {s ∈ C | 1/2 < Re(s) < 1}上の開集合 Aに

対して、

P(A) =MH({ω ∈ Ω | ζ(z, ω) ∈ A})

と定まる。
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2. 確率 PN を {s ∈ C | 1/2 < Re(s) < 1} 上の開集合 A に対して、

PN(A) =
1

N
#{n ∈ {1, 2, · · · , N} | ζ(z + ihn) ∈ A}

とおく。

3. A は定理 1 の条件にあるM の内点の近傍であるとき、PN(A) が P(A) に弱収

束する。

補足. 2 および 3 で述べたものは、主に [Bag81, Proposition 4.4.1] 及び [Ste07, Lemma

5.12] によるものである。

2 リーマンゼータ関数の値の共有

我々は臨界領域内の等差数列上で考えているが、等差数列がどの程度で ζ(s) の値の

分布を特徴付けているかの問題に迫る。A. Reich [Rei82] は通常ディリクレ級数

F (s) =
∞∑
n=1

a(n)

ns

は、絶対収束範囲内にある Re(s) = x に対して、{x + it}t∈R における値全体の閉包
が、等差数列 {x+ ihn}n∈N（h ∈ R \ {0}）上での値全体の閉包と等しくなる場合を調
べた。言い換えれば、絶対収束軸 α に対し、x > α と h 6= 0 に対して、

{F (x+ it) | t ∈ R} = {F (x+ ihn) | n ∈ N} (2.1)

となる場合を考える。Reich [Rei82] が示したのは、(2.1) が成り立つ必要十分条件は、

素数全体を 2 = p1 < p2 < p3 < p4 < . . . と書き並べて、任意の n ∈ N に対して、

1,
h

2π
log 2,

h

2π
log 3,

h

2π
log 5,

h

2π
log 7,

h

2π
log 11, . . . ,

h

2π
log pn

が Z 上一次独立となることである。よって、ζ(s) の場合に対しても、縦線 x + it、

t ∈ R 上の値全体は、閉包の意味で、適切な h 6= 0 に対して、その線 Re(s) = x 上の

等差数列 {x+ ihn}n∈N における値に特徴付けられる。
さて、一直線一直線上において、ζ(s) の等差数列における値は重複しないかとい

う疑問が自然に思い浮かぶ。即ち、ζ(s)は等差数列上で共有する値を持たないか。こ

れは (2.1) と同様に、閉包を取らない限り一般的には成り立たないと期待するが、絶

対収束軸 Re(s) = 1 から“十分”に離れていれば成立できることが次の定理により明ら

かになった。

定理 2. Re(s) > 1、t1, t2 ∈ R、h1, h2 > 0 とする。このとき、全単射 σ : N→ N に対
して、

全ての n ∈ N に対して、 ζ(s+ i(t1 + h1n)) = ζ(s+ i(t2 + h2σ(n))) (2.2)

が成り立つとする。このとき、次の (i) と (ii) のうち、どれか一つが成り立つ。
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(i) t1 = t2、h1 = h2、σ = id である。

(ii) 具体的に求められる定数 b = b(t1, t2, h1, h2;σ) に対して、1 < Re(s) ≤ b である。

上記の定理を次のように書き換えられる：Re(s) が十分に大きいとき、

ζ(s+ i(t1 + h1n)) = ζ(s+ i(t2 + h2σ(n))), ∀n ∈ N ⇒ t1 = t2, h1 = h2, σ = id

が成り立つ。

補足. 定理 2 はより一般に、通常ディリクレ級数 F (s) =
∑

n≥1 a(n)n−s に対して拡張

できる。原論文 [LSSS, Theorem 6] を参照。

定理 2 の仮定 (2.2) が成り立つが、(i) が成り立たない場合を考える。(ii) を示す

には、ディリクレ級数表記を用いて、(2.2) の両辺の差を見る：

Φn(s) := ζ(s+ i(t1 + h1n))− ζ(s+ i(t2 + h2σ(n)) =
∞∑
m=1

φn(m)

ms

=
∞∑
m=1

m−i(t1+h1n) −m−i(t2+h2σ(n))

ms

Re(s) > 1 に対して、Φn(s) 6= 0 になることがあれば、

µn := min{m ∈ N | φn(m) 6= 0}

が存在する。よって、それに対して、

|Φn(s)| ≥ |φn(µn)|µ−Re(s)
n − 2µ

1−Re(s)
n

Re(s)− 1

である。従って、

Re(s) > 1 +
2µn
|φn(µn)|

のとき、

ζ(s+ i(t1 + h1n))− ζ(s+ i(t2 + h2σ(n))) 6= 0.

そこで、

b := inf
n

{
1 +

2µn
|φn(µn)|

| φn(m) 6= 0

}
とおけば、Re(s) > b のとき、

ζ(s+ i(t1 + h1n)) 6= ζ(s+ i(t2 + h2σ(n)))

となる n ∈ N が存在する。よって、(2.2) が成り立てば、(i) と (ii) のいずれ一つが成

り立たなければならない。
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定理 2 を得るには ζ(s) のディリクレ級数を用いるため、絶対収束軸 Re(s) = 1 を

超えて、臨界領域内に拡張することができない。一方、我々は ζ(s) の普遍性を用い

て、特殊な離散的数列に対して、ζ(s) が値を共有しないことを明らかにした。ここ

で考えたい数列は、ビーティ数列 Bα である。
α ∈ R に対して、ビーティ数列を Bα := {bnαc}n∈N と定める。ここで、b·c を通常

の意味での床関数（ガウス記号とも通称）を表す。即ち、bxc を x 以下最大の整数を

表す。特に、無理数 α > 1 に対して、α′ を

1

α
+

1

α′
= 1

と定めれば、

Bα ∩ Bα′ = ∅ かつ Bα ∪ Bα′ = N (2.3)

が成り立つ。

(2.3) を用いて、正の整数全体より次のように置換を定める：無理数 α > 1 に対し

て、全単射 σα : N→ N を

n 7→ σα(n) =

{
bmα′c, ∃m ∈ N s.t. n = bmαc,
bmαc, ∃m ∈ N s.t. n = bmα′c

(2.4)

と定める。次に、h1, h2 > 0 に対して、集合 Ah1 と Ah2 を

Ahj :=

{
hj

log q

2π
: q ∈ Q>0

}
, j = 1, 2

とおき、A := Ah1 ×Ah2 \ {(0, 0)} に対して、

L(h1, h2) :=
{
α ∈ R | ∀(θ1, θ2) ∈ A に対して、1, α, α′, αθ1 + α′θ2 は Q 上一次独立

}
とおく。

定理 3. t1, t2 ∈ R、h1, h2 > 0、α ∈ L(h1, h2) ∩ (1,+∞) とする。また、K を連結な補
集合を持つ {s ∈ C | 1/2 < Re(s) < 1} 上コンパクトな部分集合とし、f, g を K の内
点において解析的な K 上非零的連続関数とする。このとき、任意 ε > 0 に対して、

lim inf
N→∞

1

N
#

1 ≤ n ≤ N |
max
s∈K
|ζ(s+ i(t1 + h1bnαc))− f(s)| < ε

max
s∈K
|ζ(s+ i(t2 + h2bnα′c))− g(s)| < ε

 > 0 (2.5)

が成り立つ。

定理 3 はビーティ数列 Bα が生成する (2.3) による N の分割をシフトとする離散
的同時普遍性の定理と見なせる。実際、(2.4) で定まった σα を用いれば (2.5) は

lim inf
N→∞

1

N
#

1 ≤ n ≤ N |
max
s∈K
|ζ(s+ i(t1 + h1n))− f(s)| < ε

max
s∈K
|ζ(s+ i(t2 + h2σα(n)))− g(s)| < ε

 > 0

に書き換えられる。故に、次の結果が直ちに導ける。
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系. 1/2 < Re(s) < 1、α ∈ L(1, 1) ∩ (1,+∞) に対して、

ζ(s+ in) 6= ζ(s+ iσα(n)), ∀n ∈ N

が成り立つ。

補足. 上記の定理 3 とその系を、定理 2 のように、任意の等差数列に対して拡張する

ことが可能であるが、差 hj に対してたくさんの場合分けを考慮する必要がある。

3 リーマンゼータ関数の臨界領域の右半分における普遍性及び値の

共有

定理 3 のように、K を連結な補集合を持つ {s ∈ C | 1/2 < Re(s) < 1} 上コンパクト
な部分集合であり、f, g を K の内点において解析的であるような K 上非零的連続関
数とする。

定理 3 の証明においては、素数全体を 2 = p1 < p2 < p3 < p4 < . . . と書き並べて、

m ∈ N と Re(s) > 0 に対して、有限オイラー積

ζm(s) =
m∏
i=1

(1− p−si )−1

を用いる。これが ζ(s) を

lim
m→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

|ζ(s+ iτ)− ζm(s+ iτ)|2 dτ = 0

（cf. [BM09, Section 11.3]）のように近似する。詳細を省略するが、これ及び [DS04,

Theorem 1] を用いれば、xn ≥ 0、xn = O(n)、xn+1 − xn = Ω(1) を満たす増加する実

数列 {xn}n∈N と任意の ε > 0 に対して、

lim inf
N→∞

1

N
#

{
1 ≤ n ≤ N | max

s∈K
|ζ(s+ ixn)− ζm(s+ ixn)| < ε

}
> 1− ε (3.1)

が全ての m ≥ M に対して成り立つような M ∈ N が存在する。即ち、ζm(s+ ixn) が

1/2 < Re(s) < 1 の上で、ζ(s+ ixn) を近似できる。

次に、α ∈ L(h1, h2) ∩ (1,+∞) 及び素数からなる有限集合 P1 と P2 に対して、

(#P1 + #P2) 次ベクトルの列{((
(t1 + bnαch1)

log p

2π

)
p∈P1

,

(
(t2 + bnα′ch2)

log q

2π

)
q∈P2

)}
n∈N

が mod 1 で一様分布することを確かめる。一様分布 mod 1 に関しては、 [Wey16] を

参照。
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最後に、以上の一様分布性により、 [Pań18, Lemma 4] を用いれば、任意の ε > 0

に対して、ある M ∈ N と M に依らない定数 c > 0 が存在して、

lim inf
N→∞

1

N
#

1 ≤ n ≤ N |
max
s∈K
|ζm(s+ i(t1 + h1bnαc))− f(s)| < ε

max
s∈K
|ζm(s+ i(t2 + h2bnα′c))− g(s)| < ε

 > c

が全ての m ≥M に対して成り立つことがわかる。実際、[Pań18, Lemma 4] より簡単

なもので十分である [LSSS, Lemma 8]。これ及び (3.1) を用いれば、定理 3 が直ちに

得られる。

補足.

lim inf
N→∞

1

N
#

{
1 ≤ n ≤ N | max

s∈K
|ζ(s+ iτn)− f(s)| < ε

}
> 0

が（離散集合 {τn} における）ζ(s) の（離散的）普遍性を意味する。ζ(s) の普遍性は

S. M. Voronin [Vor75] により初めて証明され、普遍性を持つ関数の初めての非自明な

具体例である。その後、たくさんのゼータ関数や L 関数が普遍性を持つことが明ら

かになり、より強い普遍性質も調べられてきた。ゼータ関数及び L 関数の普遍性に

関する詳しいことは [Mat06, Mat15] にまとめてある。
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