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平面上の連立一階微分方程式の平衡点の安定性は線形化行列に対する固有値の実部の符
号の正・負から判定できる．すなわち平衡点に非線形摂動が加わっても線形化方程式で現
れる沈点，湧点，結節点、鞍点，渦状点といった構造は局所的には保たれる．一方で固有
値の実部がゼロのときや退化しているときは線形化行列だけでは安定性が判定できない．
解曲線の挙動を知るには非線形項の効果を詳細に解析する必要がある．このようなケース
ではポワンカレ写像を計算するか，平衡点周りで第一積やリャプノフ関数分を構成する．
多項式ベクトル場の第一積分を陽に書き下すのに有効なのがダルブーの代数的可積分理
論であり，一般のベクトル場に関してはリーの理論がある．
本講究録の構成は以下のようになっている． 1 章ではダルブーの可積分理論について

解説する． 2 章ではリー群の対称性に基づく微分方程式の求積法を説明する．3 章には
反応拡散方程式への応用について概説した．4 章では渦心点をもつ 2 次の多項式ベクト
ル場を分類し, リー括弧積についての基礎事項を説明するとともに渦心点が等時性をもつ
多項式ベクトル場の分類結果について紹介した．
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1. ダルブーの可積分理論

1.1. 第一積分と積分因子. 連立常微分方程式

(1.1)


dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y)

を考える．記号を短くするため X = (P,Q) と書く．また F = R,C とする．

定義 1.1. U ⊂ F2 は開集合とする．定数でない関数Φ : U → F があって (1.1) の任意の
解 (x(t), y(t)) とに対してΦ(x(t), y(t)) が t ∈ R に依らない定数のときつまり

X · ∇Φ = PΦx +QΦy ≡ 0

が成り立つとき Φ を方程式 (1.1) の U 上の 第一積分 という．第一積分が存在するとき
システム (1.1) は U で可積分という．

(1.1) から以下の全微分方程式を得る

Qdx− Pdy = 0.

全微分方程式を解くとは適当な関数 R を探して微分式 R(Qdx − Pdy) を完全微分形式
dΦ = Φxdx+ Φydy にすることである．ここで関数 R を積分因子という．すなわち

(1.2) RQdx−RPdy = Φxdx+ Φydy.

各成分を比較して 2 階偏微分の可換性を用いると

(1.3) (RQ)y = (Φx)y = (Φy)x = (−RP )x ⇐⇒ div(RP,RQ) = 0

が成り立つ．偏微分を積の微分で展開して書きかえると

(1.4) X · ∇R = (P∂x +Q∂y)R = −Rdiv(P,Q).
(1.3) はベクトル場 (−RQ,RP ) の回転が 0 になることであると言い換えられる．ポワン
カレの補題によると

ベクトル場が勾配場であることと,そのベクトル場の線積分に経路依存性
がないこととは同値．また領域が単連結ならばベクトル場の回転がゼロに
なることも同値．

すなわち (1.4) を解いて積分因子が求まれば線積分

Φ(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

−RQdx+RP dy

により保存量 Φ(x, y) が構成できる．なぜならば (−RQ,RP ) ⊥ (P,Q) なので任意の (1.1)
の解曲線がΦ(x, y) の等高線上にあるからである．

1.2. 代数的不変曲線. f ∈ F[x, y] の零点集合が (1.1) の積分曲線とする．このとき，その
積分曲線をパラメーター表示した曲線を c(t) が存在して f(c(t)) = 0 なので

0 =
d

dt
f(c(t)) = ∇f(c(t)) · d

dt
c(t) = ∇f(c(t)) ·X(c(t)).

したがって f(x, y) = 0 が (1.1) の積分曲線のひとつならば X(x, y) · ∇f(x, y) = 0．言い
換えると

(1.5) {(x, y) ∈ C2 | f(x, y) = 0} ⊂ {(x, y) ∈ C2 | X(x, y) · ∇f(x, y) = 0}
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以下本節ではベクトル場 X は多項式を成分にもつベクトル場とする．一般に，多項式
環 C[x, y] の部分集合 S に対する代数的集合を以下で定義する．

V (S) = {(x, y) ∈ C2 | h(x, y) = 0 for all h ∈ S}.
イデアル I ⊂ C[x, y] に対して V (I) ⊂ C2 で，I に含まれる多項式の共通零点を表す．代
数幾何の基本的な事実から S が生成する C[x, y]のイデアル ⟨S⟩に対して V (S) = V (⟨S⟩)
となる．逆に，V (I) 上で零になる多項式全体で生成するイデアルを I(V (I)) で表す．簡
単な考察からイデアル I1 ⊂ I2 に対して V (I2) ⊂ V (I1) および代数的集合 W1 ⊂ W2 に対
して I(W2) ⊂ I(W1) が成り立つ．また S ⊂ I(V (S)) も自明である．

√
I をイデアル I の

根基イデアルとする，すなわち h ∈
√
I とはある n > 0 に対して，hn ∈ I であることを

意味する．このとき，等式 I(V (I)) =
√
I をヒルベルトの零点定理という ([13])．

さてもしも積分曲線を零点集合で与える多項式 f とベクトル場 X の成分がすべて多項
式ならばX · ∇f も多項式である．ゆえに (1.5) は包含関係

V (⟨f⟩) = V (f) ⊂ V (X · ∇f)
を意味する．両辺のイデアルと考えると

(1.6)
√

⟨f⟩ = I(V (⟨f⟩)) ⊃ I(V (X · ∇f)) ∋ X · ∇f.
代数的集合を多項式で記述するには図形的な重複度を与える 2 次以上の因子は最初か

ら除いてしまって良い．それがヒルベルトの零点定理で根基イデアルを導入する理由であ
る．もし f(x, y)が 2 次因子を持たない多項式のときは以下の補題が成り立つ．

補題 1.1. f(x, y) = 0が (1.1) の積分曲線とする．さらに f(x, y)が 2 次因子を持たない
多項式のとき

(1.7) P (x, y)
∂f

∂x
(x, y) +Q(x, y)

∂f

∂y
(x, y) = g(x, y)f(x, y)

を満たす多項式 g(x, y)が存在する．

補題 1.1 の証明. 仮定より f は 2 次因子を持たないので
√

⟨f⟩ = ⟨f⟩．これと (1.6) より

f | P ∂f
∂x

+Q
∂f

∂y
.

したがって (1.7) を満たす多項式 g(x, y) が存在する． □
補題 1.1では積分曲線を与える多項式が 2次因子をもたないことを仮定していたが，こ

の仮定を取り払って以下のように代数的な不変因子と余因子を定義する．

定義 1.2. X(x, y) は多項式ベクトル場とする．ある多項式 f(x, y), g(x, y) が

X(x, y) · ∇f(x, y) = g(x, y)f(x, y)

を満たすとする．このとき f(x, y)を 不変因子, g(x, y) を 余因子という．また f(x, y) = 0
を (1.1) に対する代数的不変曲線 という．

不変因子と余因子は次数が高いものがいくらでも生成できる．たとえば二つの不変因
子の積は不変因子であり，対応する余因子は各々の余因子の和となる．より詳しく述べる
と (1.1) に対する不変因子をそれぞれ f1(x, y), f2(x, y)とし,またそれに対応する余因子を
それぞれ g1(x, y), g2(x, y)とする．つまり

X(x, y) · ∇f1(x, y) = g1(x, y) · f1(x, y), X(x, y) · ∇f2(x, y) = g2(x, y) · f2(x, y)
とする．このとき

(1.8) X · ∇(f1f2) = X · (f2∇f1) +X · (f1∇f2) = (g1 + g2)f1f2
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同様の計算から不変因子の冪乗に対して，余因子はスカラー倍される．

(1.9) X · ∇(fa) = afa−1X · ∇(f) = afa
X · ∇(f)

f
= a g fa, a ∈ C.

このことから，もし不変因子を多項式として因数分解して次数が小さい不変因子が再び得
られるならば，その小さい次数の不変因子の方がより根源的な対象であることがわかる．
代数的集合W ⊂ C2が可約とはW の真の代数的部分集合W1,W2があってW = W1∪W2

が成り立つことである．代数的集合が可約でないときは既約という．たとえば代数的集合
V (xy) は V (x) と V (y) の和集合なので可約である．多項式 f ∈ C[x, y] \ C が既約とは
定数でない多項式 g, h により f = gh とは表せないことをいう．たとえば多項式 x − y,
x2 − y, x3 − y2 は既約だが，多項式 xy は既約ではない．多項式 f が既約なとき対応す
る V (f) は既約な代数的集合となる．
ダルブーのアイデアは多項式ベクトル場に対して，本質的に異なるたくさんの代数的

不変因子を求めれば第一積分が構成できるというものである．

定理 1.1. 多項式ベクトル場に対する微分方程式 (1.1) の不変因子 {fi}1≤i≤k は C2 上で
既約多項式であり，i ̸= jのとき対応する代数的不変曲線 V (fi) と V (fj) は互いに異なる
と仮定する．

deg(X)(deg(X) + 1)

2
+ 1 ≤ k

ならば第一積分が存在する．ただし， deg(X) := max{degP, degQ}．

定理 1.1の証明 . 関係式 P
∂f

∂x
+Q

∂f

∂y
= gf に対し両辺の次数を計算すると

deg(gf) = deg
{
P
∂f

∂x
+Q

∂f

∂y

}
≤ max

{
deg

(
P
∂f

∂x

)
, deg

(
Q
∂f

∂y

)}
= max

{
deg(P ) + deg

(∂f
∂x

)
, deg(Q) + deg

(∂f
∂y

)}
= max{deg(P ) + deg(f)− 1, deg(Q) + deg(f)− 1}.

したがって
deg(g) + deg(f) ≤ max{deg(P ), deg(Q)}+ deg(f)− 1.

これは deg(g) ≤ deg(X) − 1 を意味する．すなわち代数的余因子 gはC[x, y]の部分空間
で次数が deg(X)− 1以下のものに含まれている．この部分空間の次元は

deg(X)(deg(X) + 1)

2

である．これは

dim{m次以下の 2変数多項式 } = 1 + 2 + · · ·+m+ 1 =
(m+ 1)(m+ 2)

2

から容易に導ける．fiに対応する余因子を giとおく．上の次元と定理の仮定から λ1g1 +
λ2g2 + · · ·λkgk = 0となるような (λ1, λ2, · · · , λk) ̸= 0 が存在する．これらを用いて

Φ = fλ11 fλ22 · · · fλkk
を定義する．このとき (1.9) より

X · ∇(fλii ) = λigifi, 1 ≤ i ≤ k.

これと (1.8) から

X · ∇Φ = X · ∇{fλ11 fλ22 · · · fλkk } = {λ1g1 + λ2g2 + · · ·λkgk}fλ11 fλ22 · · · fλkk = 0.
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これは Φ が第一積分となることを意味する． □
注意 1.1. この証明より,第一積分が存在するには余因子が線形従属条件 λ1g1 + λ2g2 +
· · ·λkgk = 0 を満たせば十分であるということが分かる．

degX = 1 のときは，固有値問題に帰着して第一積分を求めることができる．

例 1.1. 例えば X = (2x+y+1, y+2)とする．deg(g) ≤ deg(X)−1 = 1−1 = 0より余因子
gi は定数である．ci を対応する定数とし gi = ciとおく．線形作用素 T : span{x, y, 1} →
span{x, y, 1} を以下で定義する:

T = (2x+ y + 1)
∂

∂x
+ (y + 2)

∂

∂y

不変因子と余因子の関係式は Tfi = ci fi となる．簡単な計算でわかるように T (x) =
2x+ y + 1, T (y) = y + 2, T (1) = 0である．したがって

(T (x), T (y), T (1)) = (x, y, 1)

 2 0 0
1 1 0
1 2 0

 .

この正方行列は T の表現行列であり,固有ベクトルが不変因子 fi に対応して，固有値は
余因子 gi = ci に対応する．
固有値 1に対する固有ベクトル (0, 1, 2)より余因子 c1 = 1に対する不変因子が f1 = y+2

である．また固有値 2 に対する固有ベクトル (2, 2, 3)より余因子 c1 = 2に対する不変因
子が f2 = 2x + 2y + 3 である．さらに固有値 0 に対する固有ベクトル (0, 1, 2)より余因
子 c1 = 0に対する不変因子が f2 = 1 である．簡単にわかるように 2g1 + (−1)g2 = 0 なの
で λ1 = 2, λ2 = −1 とおけば良い．したがって次の第一積分を得る．

Φ = fλ11 fλ22 =
(y + 2)2

2x+ 2y + 3
.

次に degX = 2の場合を考えよう．

例 1.2. X = (ax2 + cx, 2axy + by2 + cy)とする．このベクトル場は,以下五つの代数的不
変因子を持つ．

f1 = x, f2 = ax+ c, f3 = y, f4 = ax+ by, f5 = ax+ by + c.

対応する代数的余因子は簡単な計算により

g1 = ax+ c, g2 = ax, g3 = 2ax+ by + c, g4 = ax+ by + c, g5 = ax+ by

であり，λ1 = λ5 = −1, λ2 = λ4 = 1, λ3 = 0 と選べば次の第一積分を得る．

Φ =
(ax+ c)(ax+ by)

x(ax+ by + c)
.

不変因子が必要な数に達しない場合，以下の定理により積分因子を求める．

定理 1.2. λi ∈ C \ {0}に対して
∑p

i=1 λigi = −div(P,Q) が成り立つことと fλ11 · · · fλpp が
(1.1)の積分因子であることは同値である．

定理 1.2 の証明. 代数的不変曲線,余因子の定義より

X · ∇(fλ11 · · · fλpp ) = (fλ11 · · · fλpp )

p∑
i=1

λigi = −(fλ11 · · · fλpp )div(P,Q).

これは積分因子の満たすべき性質 (1.4) そのものである．よって題意が示された． □
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1.3. 指数因子. ダルブーの代数的可積分系理論は代数曲線だけでは完結しない．余因子が
重複するときに不変因子だけでなく，指数因子と呼ばれるものが生じてしまうからであ
る．これは線形常微分方程式系で固有値が縮退したときに固有関数が変化するのと状況が
似ている．
h, lを互いに素な多項式とする． (1.1) に対する不変因子を二つ与える．
(i) 不変因子 hに対応する余因子を ghとする．
(ii) hϵ = h+ ϵl +O(ϵ2)に対応する余因子を ghϵ , ϵ ∈ [0, ϵ0]とする．

ϵ0は十分に小さいものとする．余因子が重複するとき,すなわち ϵ→ 0としたときに不変因
子がどのようになるかを考えよう．X(x, y) ·∇hϵ(x, y) = ghϵ(x, y) ·hϵ(x, y)の事実を用いる．
また ghϵを ϵについて一次まで展開すると gh = gh+ ϵG+O(ϵ2)となる．degG ≤ degX−1
とする．
二つの不変因子 1/h, hϵの積は積分因子であり (1.8) を用いると

X · ∇
(hϵ
h

)
= (ghϵ − gh)

(hϵ
h

)
= (ϵG+O(ϵ2))

(hϵ
h

)
.

これと (1.9) を用いると

X · ∇
(hϵ
h

) 1
ϵ
= (G+O(ϵ))(

hϵ
h
)
1
ϵ

ϵ→ 0のとき (h+ϵl+O(ϵ2)
h

)
1
ϵ → exp(l/h)．よってX · ∇ exp(l/h) = G exp(l/h)．

定義 1.3. 多項式 G は deg(G) ≤ degX を満たすとする．

X(x, y) · ∇ exp
( l(x, y)
h(x, y)

)
= G(x, y) exp

( l(x, y)
h(x, y)

)
となるような関数 exp(l/h)を 指数因子という．G を対応する余因子という．

指数因子は 0にならないため代数的不変曲線を定義することはできないが,それと同等
の役割を果たしている．

定理 1.3. P,Q は F 上で互いに素な多項式であるとする．代数的不変因子 f1, f2, · · · , fp
のその余因子 g1, g2, · · · , gp，および指数因子 exp(l1/h1), exp(l/h2), · · · , exp(lq/hq) に対応
する余因子 G1, G2, · · · , Gq がある．ただし fiは二次因子を持たず,また i ̸= jのとき fi, fj
は同じ因子を持たないと仮定する．また l, h が C 上で互いに素な多項式であると仮定
する．

p∑
i=1

λigi +

q∑
j=1

µjGj = 0

なる λi, µi が存在するならば第一積分が存在して以下の形でかける．

fλ11 · · · fλpp
(
exp

( l1
h1

))µ1
· · ·

(
exp

( lq
hq

))µq
.

証明は定理 1.1 の証明と同じである．

例 1.3. 次の 2 組の常微分方程式を考える．
dx

dt
= x

dy

dt
= y(x+ 1)


dx

dt
= (1 +

1

n
)x

dy

dt
= y(x+ 1)

各々の方程式は以下の 3 つの不変因子と対応する余因子をもつ．
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不変因子 余因子 λi, µj
x 1 −1
y 1 + x +1

exp(x) x −1

不変因子 余因子
x 1 + 1/n
y 1 + x

(1 + x/n)n 1+1/n
1+x/n

x

(1.8) より不変因子 (1 + x/n)nxに対応する余因子は 1 + 1
n
+ 1+1/n

1+x/n
x である．これと不

変因子 yに対応する余因子 1+ xは n→ ∞のとき 1+ xとして重複する．一方 n→ ∞ の
とき不変因子 (1 + x/n)n は exp(x) に収束する．すなわち，余因子の線形従属の条件は
(−1) · 1 + (+1) · (1 + x) + (−1) · x = 0．定理 1.3 より第一積分 Φ = y/(xex) を得る.

本節の内容は和書では少ないが [5] は歴史的な観点から動機づけや当時の研究動向も書
かれている．さらに細かい内容を知るには [3] が参考になる．[15] はグレブナー基底によ
る計算アルゴリズムも紹介しており興味深い．

2. リーの理論

2.1. 求積法と座標変換. 微分方程式

(2.1)
dy

dx
= f(x, y)

に対して良い座標変換 (x, y) 7→ (r, s) を施し,変数分離型の微分方程式

(2.2)
ds

dr
= g(r)

に変換することが目的である．微分方程式 (2.2) では方向場の傾きが r のみに依存してい
るので方向場全体を s 方向に平行移動するとそれらが完全に重なることが本質的である．

例 2.1. 微分方程式
dy

dx
= yを考える．この方程式の方向場を描くと下図の左側の図のよ

うになる．方向場の傾きが y のみに依存しているので方向場全体を x 方向に平行移動す
るとそれらが完全に重なる．

容易に分かるように r = y, s = xという変換を用いれば目的にかなった方向場が得られ
る．微分方程式 dy/dx = y を r-s 座標での微分方程式に変換すると

ds

dr
=
dx

dy
=

1
dy
dx

=
1

y
=

1

r

この変数分離型微分方程式を求積すると

s =

∫
1

r
dr = ln r + C (Cは積分定数)

7



これを x-y 座標で書き表すと x = ln y + C である．よって解 y = Cex を得る．

例 2.2. 微分方程式
dy

dx
=
y

x
+
y2

x3

を考える．天下り的だが，座標変換 r = y/x, s = −1/x により微分方程式を変換すると

ds

dr
=
d(− 1

x
)

d( y
x
)

=
dx/x2

dy/x− ydx/x2
=

1/x

dy/dx− y/x
=

1/x

y2/x3
=

1

r2
.

この微分方程式は変数分離法で解くことができて

s =

∫
1

r2
dr = −1

r
+ C (Cは積分定数).

この解を x-y 座標で書き下すと

−1

x
= −y

x
+ C.

最後に y を x について解けば

y =
x2

1 + Cx
.

ここで問題となるのはどのようにして r = y/x = y, s = −1/x という摩訶不思議な変数
変換を思いついたのかである．キーアイデアは微分方程式の対称性だ．

2.2. 微分方程式の対称性. 幾何的な対象が対称性を持つとは平面から平面への変換の族
に対してそれが自身に写されることである．たとえばデカルト平面上にある原点中心の
単位円周 S1 は左右対称である．なぜならば y 軸に対する折り返しに対して単位円周
がそれ自身に写されるからである．すなわち平面からそれ自身への写像を T とすれば
T (x, y) = (−x, y) に対して T (S1) = S1 である．また原点に関して回転対称性があると認
識するとき，それは原点中心の回転行列に対して，単位円周がそれ自身に写されるからで
ある．この場合，単位円周をそれ自身に写す変換はただ一つではなく，任意の偏角の回転
であることは注意すべきである．すなわちパラメーターを与えるごとに平面からそれ自身
の写像が与えられなければならない．ゆえに平面から平面自身への変換の集合 {Tϵ} を考
える必要が生じる．1 パラメーターリー群を導入しよう．

定義 2.1. 以下の三つの性質をもつような平面から平面への変換の族 Tϵ : R2 → R2 を 1
パラメーターリー群という

(i) T0 = Id
(ii) Tϵ ◦ Tδ = Tϵ+δ
(iii) T−1

ϵ = T−ϵ

平面の対称性を表すものとして平行移動，相似拡大，原点中心の回転などは典型的であ
る．これらを式で書き表すと以下の例のようになる．

例 2.3. x 方向への平行移動を表す 1 パラメーターリー群：

(2.3) (x̂, ŷ) = Tϵ(x, y) = (x+ ϵ, y).

例 2.4. x 方向への相似拡大を表す 1 パラメーターリー群は

(x̂, ŷ) = Tϵ(x, y) = (eϵx, y)

で与えられる．同様に y 方向への相似拡大は以下で表せる．

(x̂, ŷ) = Tϵ(x, y) = (x, eϵy)
8



例 2.5. 原点中心の相似拡大を表す 1 パラメーターリー群：

(x̂, ŷ) = Tϵ(x, y) = (eϵx, eϵy)

例 2.6. 原点中心の偏角 ε の回転も 1 パラメーターリー群：

(x̂, ŷ) = Tϵ(x, y) = (x cos ϵ− y sin ϵ, x sin ϵ+ y cos ϵ)

例 2.7. 射影変換を表す 1 パラメーターリー群

(x̂, ŷ) = Tϵ(x, y) =
( x

1− ϵx
,

y

1− ϵx

)
実際，リー群であることを確認する．性質 (ii) のみチェックする．

Tϵ ◦ Tδ(x, y) = Tϵ

( x

1− ϵx
,

y

1− ϵx

)
=

( x
1−δx

1− ϵ x
1−δx

,
y

1−δx

1− ϵ x
1−δx

)
=

( x

1− δx− ϵx
,

y

1− δx− ϵx

)
=

( x

1− (δ + ϵ)x
,

y

1− (δ + ϵ)x

)
= Tϵ+δ(x, y)

注意 2.1. この射影変換は遠近法でモデル化することができる．いま紙を地面に垂直に立て
て地面を描いているとする．紙の上の座標を x-y座標とし,それをX-Y -Z空間に埋め込ん
で紙の上の座標を (x, y, 0)とする．すなわちX軸を地面からの高さに, Y 軸を水平右向きに,
Z 軸を紙の向こう側が軸の正方向になるように取る．観察者の視点を (X,Y, Z) = (1, 0,−1)
とする．すると,地面は平面X = x = 0になっている．さて,紙の上の座標を地面の実際の
位置に対応させる変換を求めてみよう．それは視点 (1, 0,−1)と紙の上の点 (x, y, 0)を結ぶ
直線 (tx+1−t, ty, t−1)と平面X = 0の交点を求めることに対応することがわかる．それは
(0, y/(1−x), x/(1−x))) になる．Z を x̂，Y を ŷ とおくと (x̂, ŷ) =

(
x/(1−x), y/(1−x)

)
.

視点を動かして紙に近づけたり遠ざけたりすると,パラメーターイプシロンが出現する．

平面上の微分方程式の解全体の幾何的な情報は方向場全体に集約されている．すなわ
ち微分方程式 (2.1) に付随する幾何的な対象は平面の点集合全体ではなく，方向場全体で
ある．ゆえにそれが 1パラメータリー群でどのように変換されるかを考慮することは微分
方程式の対称性を知るうえで不可欠である．点 (x, y) において方向場の傾きが m のとき
リー群 Tϵ によって写された点 (x̂, ŷ) における傾きを m̂ とおく．

例 2.8. x軸に関する平行移動 (x̂, ŷ) = Tϵ(x, y) = (x+ ϵ, y) に対して，点 (x, y)における
方向場 (x, y,m) は (x̂, ŷ) の方向場 (x̂, ŷ, m̂) = (x+ ϵ, y,m) に写される．

例 2.9. x軸に関する拡大 (x̂, ŷ) = Tϵ(x, y) = (eϵx, y) に対して方向場 (x, y,m) は (x̂, ŷ)
の方向場 (x̂, ŷ, m̂) = (eϵ, y, e−ϵm) に写される．方向場は x軸に関しては拡大されるが,y
軸に関しては変化はない．

一般の微分方程式 (2.1) において写像 T ないしは Tϵ が付随する方向場をどのように変
換するかを考えることで微分方程式の対称性にたどり着くことができる．平面上の変換
T によって，微分方程式 (2.1) の方向場が自分自身に写されるとき,T を微分方程式の対
称性という．これをリー群 Tϵ のコトバで言いかえて微分方程式の対称性を定義すること
もできる．すなわち微分方程式 (2.1) に対しリー群 {Tϵ} がその対称性であるとは

(2.4)
dŷ

dx̂
= f(x̂, ŷ)

が成り立つことである．対称性についてのいくつかの例を挙げる．

例 2.10. 微分方程式 dy/dx = y の方向場は x 軸に関する折り返しで図形として重なる．
ゆえに x軸に関する折り返しは微分方程式 dy/dx = y の対称性である．

9



式で確かめると次のようになる (x̂, ŷ) = (x+ ϵ, y) より

dŷ

dx̂
=

dy

d(x+ ϵ)
=
dy

dx
= y = ŷ.

ちなみに y軸に関する拡大が対称性であることも以下のようにわかる．

dŷ

dx̂
=
d(eϵy)

dx
= eϵ

dy

dx
= eϵy = ŷ.

一方，x軸に関する拡大や y軸に関する平行移動はこの微分方程式の対称性ではない．

例 2.11. 微分方程式
dy

dx
=
y

x
+
y2

x3
に対して射影変換 Tϵ(x, y) =

(
x

1−ϵx ,
y

1−ϵx

)
が対称性で

あることは以下の計算で確かめられる．

dx̂ =
dx

(1− ϵx)2
, dŷ =

1

(1− ϵx)2

(
(1− ϵx)dy + ϵydx

)
であるから

dŷ

dx̂
= (1− ϵx)

dy

dx
+ ϵy = (1− ϵx)

(y
x
+
y2

x3

)
+ ϵy =

y

x
+
y2

x3
(1− ϵ) =

ŷ

x̂
+
ŷ2

x̂3
.

2.3. 対称性を用いた微分方程式の解法. 例 2.1 では変数変換 (x, y) 7→ (r, s) を見つけるに
あたって，微分方程式の方向場に対する対称性を視覚的にとらえることができた．だが一
般の微分方程式 (2.1) の方向場の対称性を目でとらえるのは不可能である．解析的に計算
するにあたって，1 パラメーターリー群 {Tϵ} に付随する対称性ベクトル場

Y = (ξ(x, y), η(x, y)) =
(dx̂
dϵ
,
dŷ

dϵ

)∣∣∣
ϵ=0

を考える．このベクトル場はもとの 1 パラメーターリー群 {Tϵ} の情報をすべて含んでい
る．なぜならば微分方程式

dx(τ)

dτ
= ξ(x(τ), y(τ)),

dy(τ)

dτ
= η(x(τ), y(τ))

を初期値 (x, y) で解いた解の時刻 τ = ϵ での位置が Tϵ(x, y) になるからである．

例 2.12. (x̂, ŷ) = (eϵx, eϵy) に対して

Y =
(dx̂
dϵ
,
dŷ

dϵ

)∣∣∣
ϵ=0

= (eϵx, eϵy)|ϵ=0 = (x, y)

例 2.13. (x̂, ŷ) = (eϵx, e−ϵy)に対して

Y =
(dx̂
dϵ
,
dŷ

dϵ

)∣∣∣
ϵ=0

= (eϵx, e−ϵy)|ϵ=0 = (x,−y)
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例 2.14. (x̂, ŷ) =
(

x
1−ϵx ,

y
1−ϵx

)
に対して

Y =
(dx̂
dϵ
,
dŷ

dϵ

)∣∣∣
ϵ=0

=
( x2

(1− ϵx)2
,

xy

(1− ϵx)2

)∣∣∣
ϵ=0

= (x2, xy)

例 2.15. 微分方程式 dy/dx = y を考える．この方向場は x 軸方向の平行移動で不変なの
で，付随する対称性ベクトル場はY = 1 · ∂x である．
r = y, s = xと座標変換をすることで,ベクトル場は Y = ∂s となる．

対称性を用いて微分方程式を解く方法に戻ろう．まず微分方程式 (2.2) の方向場は r の
みに依存している．これは s 方向に平行移動すると方向場がそれ自身に重なることを意味
する．すなわち r-s 座標においてリー群 {Tϵ} は微分方程式の方向場を s 方向に一様に平
行移動させる．すなわち {Tϵ} に付随するベクトル場は r-s 座標では Y = (0, 1) となる．
このことを偏微分記号で表記すると x-y 座標ではY = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y，r-s 座標で
はY = ∂s = 0 · ∂r + 1 · ∂s と書き表せる．このように表記することでベクトル場を x-y
座標で成分表記しているのか r-s 座標で成分表記しているのかの混乱を避けることが出来
る．これまでの考察から判明した魔術的な変数 r, s の見つけ方は次の通りである．

定理 2.1. 連立一階線形偏微分方程式

ξ ∂xr + η ∂yr = 0, ξ ∂xs+ η ∂ys = 1

の解 r(x, y), s(x, y) を用いて微分方程式 (2.1) を変数変換すると微分方程式 (2.2) になる．

定理 2.1 の証明. 一般に関数は座標によらずに値が定まる対象であるから,どの座標でベ
クトル場 Y による関数 f の方向微分 Yf を計算しても同じ値になる．そこで f(x, y) =
r(x, y), s(x, y) にベクトル場 X を作用させることで以下を得る．

{ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y}r(x, y) = Yr = (0∂r + 1∂s)r = 0,

{ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y}s(x, y) = Ys = (0∂r + 1∂s)s = 1.

以上で定理が示された． □
例 2.16. ベクトル場Y = y∂y について考える．定理 2.1 より yry = 0, ysy = 1を満たす
r, sを求めればよい．たとえば r = x, s = ln(y) がひとつの解である．実際，この座標変
換をすると ∂s = ys∂y = y∂y = Y．

以上の議論をまとめる．微分方程式 (2.1) の方向場にこの微分方程式の対称性 {Tϵ} が
あるとして，その対称性ベクトル場 Y を計算した．対称性ベクトル場 Yに対して定理
2.1 にある偏微分方程式を解くことでうまい座標系 r-s が見つかる．この座標系 r-sでは
対称性ベクトル場はY = 0∂r +1∂s となるので，微分方程式の方向場は s 方向の一様な平
行移動でそれ自身に重なる．言い換えると微分方程式の方向場は r のみによるので，(2.2)
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が得られたことになる．あとは不定積分を計算し x-y 座標で解を表示すれば良い．すな
わち微分方程式 (2.1) を解くことはどのように対称性 {Tϵ} を見つけるかに帰着された．
最後に,どのようにして対称性 {Tϵ}を探すのか説明する．次の定理の偏微分方程式の

解を探せば対称性変換 Tϵ が見つかる．

定理 2.2. 微分方程式 (2.1) の対称性ベクトルの成分 (ξ, η) は次の偏微分方程式の解で
ある．

(2.5)
∂η

∂x
+ f

(∂η
∂y

− ∂ξ

∂x

)
− f 2 ∂ξ

∂y
= ξ

∂f

∂x
+ η

∂f

∂y
.

この方程式はベクトル場

Y = ξ∂x+ η∂y, X = ∂x+ f∂y

とリー括弧積を用いれば，ある関数 µ(x, y) に対して [Y,X] = µX とかける．

定理 2.2 の証明. Tϵ の定義より微分方程式 (2.1)に対し {Tϵ}が対称性であるとは (2.4)が
成立することであった．すなわち ϵを十分小さい正の数とし

(2.6) Tϵ(x, y) = (x, y) + ϵ(ξ, η) +O(ϵ2)

を微分方程式 (2.4)に代入すると

d(y + ϵξ)

d(x+ ϵη)
= f(x+ ϵξ, y + ϵη) +O(ϵ2)

を得る．右辺をテイラー展開し,その 1次の項まで書き下すと

dy + ϵdη = {f(x, y) + ϵ(fx(x, y)ξ(x, y) + fy(x, y)η(x, y)) +O(ϵ2)} · {dx+ ϵdξ}
= f(x, y)dx+ ϵ{f(x, y)dξ + (fx(x, y)ξ(x, y) + fy(x, y)η(x, y))dx}+O(ϵ2).

次に dy = f(x, y)dx を代入し両辺の ϵの係数を比較すると

dη = fdξ + (fxξ + fyη)dx.

両辺に dξ = ξxdx+ ξydy，dη = ηxdx+ ηydy を代入すると

ηxdx+ ηydy = f(ξxdx+ ξydy) + (fxξ + fyη)dx.

ここで両辺を dx で割ると

ηx + ηy
dy

dx
= fξx + fξy

dy

dx
+ fxξ + fyη.

右辺に dy/dx = f を代入し整理すれば (2.5) を得る．
関係式 [Y,X] = µX と対称性条件 (2.5) が実際に一致することをチェックしよう．括弧

積を実際に計算して (2.5) を用いると[
ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
,
∂

∂x
+ f

∂

∂y

]
=

[
ξ
∂

∂x
,
∂

∂x

]
+
[
ξ
∂

∂x
, f

∂

∂y

]
+
[
η
∂

∂y
,
∂

∂x

]
+
[
η
∂

∂y
, f

∂

∂y

]
= −ξx

∂

∂x
+ ξfx

∂

∂y
− fξy

∂

∂x
− ηx

∂

∂y
+ ηfy

∂

∂y
− fηy

∂

∂y

= (−ξx − fξy)
∂

∂x
+ (ξfx + ηfy − ηx − fηy)

∂

∂y
= µ

∂

∂x
+ µf

∂

∂y

特に µ = −ξx − fξy であることもわかる. □
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例 2.17. 微分方程式 dy/dx = f(x, y) = y について考える．

(2.7) ξ = ax+ by + c, η = αx+ βy + γ

を (2.5)に代入すると
α + (β − a)y − by2 = αx+ βy + γ.

両辺の係数をそれぞれ比較して b = 0, β−a = β, α = 0, α = γ．よって a = b = α = γ = 0．
それぞれ (2.7)に代入すると ξ = c, η = βy が対称性ベクトル場である.

最後に対称性が分かれば，積分因子が求まることを説明する．常微分方程式 (1.1) に対
応する全微分方程式Qdx− Pdy = 0 の積分因子 R を求める．すなわちある Φ があって
(1.2) が成り立つとする．常微分方程式 (1.1) は dy/dx = Q/P とみなせる．この方程式
の対称性を与える 1パラメータ変換群を Tϵ(x, y) = (x̂, ŷ)とする．このとき次が成り立つ．

定理 2.3. 常微分方程式 (1.1) の対称性ベクトル場をY = (ξ, η) とする．積分因子 R は
以下の式で与えられる．

R =
1

ξQ− ηP
=

1

X ∧Y
, ただし X = (P,Q).

定理 2.3 の証明. 上記の常微分方程式の解は等高線 Φ(x, y) = c (cは定数) で与えられる．
Tϵは常微分方程式 (1.1)の解を常微分方程式 (1.1)の解に写すので,ある定数 c(ϵ)があって

Φ(Tϵ(x, y)) = c(ϵ)

となる．さて (2.6) の両辺を ϵ で微分して ϵ = 0 を代入すると (1.2) より

dc(ϵ)

dϵ

∣∣∣
ϵ=0

=
d

dϵ
Φ(Tϵ(x, y))

∣∣∣
ϵ=0

= ξΦx + ηΦy = R(ξQ− ηP ).

左辺は定数 +1 としても一般性を失わない．よって題意が示された． □

3. 反応拡散方程式への応用

3.1. 時間周期的な空間均一化. 反応拡散方程式系に関して [20, 11, 14] ではハミルトン構
造という新しい視点から, Lotka-Volterra,Gierer-Meinhardt の 2つのモデルが扱われてい
る．ともに常微分方程式部分がハミルトン系で記述されていれば，反応拡散系におけるリ
ヤプノフ関数が空間積分により構成され，力学系の理論によってオメガ極限集合が空間均
一になること,より詳しくは空間的には平均化され, 時間的には周期的な状態に移行する
というシナリオである．このフレームワークがどこまで一般化できるのか？それが本節で
扱うとトピックである．反応拡散方程式系

ut = ∆u+ P (u, v), vt = ∆v +Q(u, v), x ∈ Ω, t > 0,(3.1)

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,(3.2)

u(·, 0) = u0, v(·, 0) = v0, x ∈ Ω(3.3)

を考える．ここでΩ ⊂ RN は境界が滑らかな有界領域であり， ν は ∂Ω の外向きベクト
ルである. また P と Q は原点近傍で解析的な関数であり，条件

(3.4) P (0, 0) = Q(0, 0) = 0, ∂uP (0, 0) = ∂vQ(0, 0) = 0, ∂uQ(0, 0) = −∂vP (0, 0) = 1

を満たす．すなわち対応する常部分方程式

(3.5)
dU

dt
= P (U, V )

dV

dt
= Q(U, V )
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の原点は線形化方程式の渦心点である．さて原点が非線形方程式の (3.5) の渦心点である
ための必要十分条件はX = P (U, V )∂U+Q(U, V )∂V が対称性ベクトル場Y = ξ(U, V )∂U+
η(U, V )∂V をもつことである．なぜならば (3.5) の第一積分が

(3.6) Φ(U, V ) = 2

∫
Q(U, V ) dU − P (U, V ) dV

X ∧Y
.

と構成できるからである．条件 (3.4) と [X,Y] = µX から各ベクトル場の一次近似は

X = (−V + · · · )∂U + (U + · · · )∂V , Y = (U + · · · )∂U + (V + · · · )∂V

であることがわかるから原点近傍で近似的に

Φ(U, V ) = 2

∫
Q(U, V ) dU − P (U, V ) dV

X ∧Y
≈ − log (U2 + V 2).

したがって e−Φ = (U2 + V 2) + h.o.t. は原点の十分小さな近傍で狭義凸関数である．この
仮定の下では原点 (U, V ) = (0, 0) の近傍 U ⊂ R2 があって U \ {(0, 0)} 内の任意の軌道は
周期軌道である．

定理 3.1 ([1]). 非線形項 P,Q には (3.4) を満たし対称性ベクトル場がある仮定する．
(u(x, t), v(x, t)) は初期境界値問題 (3.1)-(3.3) の解とする. 正数 c は十分小さいものと
する．

(3.7) (u0(x), v0(x)) ∈ Uc := {(U, V ) | 0 ≤ e−Φ(U,V ) ≤ c} ⊂ U

が任意の x ∈ Ω について成立するとする. このとき解 (u(x, t), v(x, t)) は時間大域的に存
在して，対応する常微分方程式 (3.5) のある軌道 Ô があって

lim
t→∞

distC2((u(·, t), v(·, t)); Ô) = 0.

すなわち Ô が一点 (0, 0) のみでなければ，ある実数 l があって次が成立する:

lim
t→∞

∥(u(·, t+ l), v(·, t+ l))− (u(·, t), v(·, t))∥C2(Ω) = 0.

証明には不変領域定理と以下のリャプノフ関数を用いる:∫
Ω

e−Φ(u(x,t),v(x,t)) dx

このリャプノフ関数は被積分関数が原点近傍で下に凸なので，不変領域定理から原点近傍
からスタートした解は原点近傍にとどまったままである．十分時間がたつと，空間一様化
が起きることは [9, 11, 14] と同様の議論で証明できるが詳細を書いておく．
Weinberger [22, 21] の不変領域定理を思い出そう．まず時間 t ≥ 0 でパラメーター付け

られた領域の族D(t) ⊂ R2 を考える．{D(t)}t≥0 が (3.5)の正不変集合とは (U(0), V (0)) ∈
D(0) ならば任意の t > 0 に対して (U(t), V (t)) ∈ D(t) なることである.

補題 3.1. du = dv とする． D(t) ⊂ R2 が各 t ≥ 0 で凸であり， {D(t)}t≥0 が相流 (3.5)
で正不変とする. もし (u0(x), v0(x)) ∈ D(0) が任意の x ∈ Ω に対して成立するならば,
(u(x, t), v(x, t)) ∈ D(t) が任意の x ∈ Ω と t > 0 に対して成り立つ．
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定理 3.1 の証明. 関数 F := e−Φ も対応する常微分方程式系の第一積分なので，方向場の
意味から (∂UF, ∂V F ) ∥ (Q,−P ) が恒等的に成り立つ．よって
d

dt

∫
Ω

F (u(x, t), v(x, t)) dx =

∫
Ω

∂UF (u(x, t), v(x, t))ut(x, t) + ∂V F (u(x, t), v(x, t))vt(x, t) dx

=

∫
Ω

∂UF (u(x, t), v(x, t)){du∆u(x, t) + P (u(x, t), v(x, t))}

+ ∂V F (u(x, t), v(x, t)){dv∆v(x, t) +Q(u(x, t), v(x, t))} dx

=

∫
Ω

∂UF (u(x, t), v(x, t))du∆u(x, t) + ∂V F (u(x, t), v(x, t))dv∆v(x, t) dx

したがって，ノイマン境界条件に注意して部分積分すると
d

dt

∫
Ω

F (u(x, t), v(x, t)) dx = −
∫
Ω

{du∂2UF (u(x, t), v(x, t))|∇u(x, t)|2(3.8)

+ (du + dv)∂UV F (u(x, t), v(x, t))∇u(x, t) · ∇v(x, t)
+ dv∂

2
V F (u(x, t), v(x, t))|∇v(x, t)|2} dx

関数 F = e−Φ は原点のある近傍で狭義凸関数なのでもし |U | and |V | が十分小さいなら
十分小さな原点 (U, V ) = (0, 0) の近傍

Uc = {(U, V ) | 0 ≤ F (U, V ) ≤ c} ⊂ U c > 0

があって (3.8)の右辺は非正値である．さらに du = dvならば補題 3.1より (u(x, t), v(x, t)) ∈
Uc が任意の x ∈ Ω と t ≥ 0 で成立. 原点近傍での F の狭義凸性からある K > 0

d

dt

∫
Ω

F (u(x, t), v(x, t)) dx ≤ −K
∫
Ω

{|∇u(x, t)|2 + |∇v(x, t)|2} dx ≤ 0

さらに
d

dt

∫
Ω

F (u(x, t), v(x, t)) dx = 0 がある t ≥ 0 で成り立つことは |∇u(·, t)|2 +

|∇u(·, t)|2 ≡ 0 in Ω と同値である．任意の t ≥ 0 に対して (3.8) が非正であることか
ら, 以下の極限値が存在する:

F∞ = lim
t→∞

∫
Ω

F (u(x, t), v(x, t)) dx.

さて標準的な放物型評価から

O = {(u(·, t), v(·, t))}t≥0

は C2(Ω̄)× C2(Ω̄) でコンパクトなのでオメガ極限集合の

ω(u0, v0) = {(u∗, v∗) | ∃tj → ∞ s.t. ∥(u(tj), v(tj))− (u∗, v∗)∥C2 = 0}
もC2(Ω̄)× C2(Ω̄) 内の連結コンパクトな不変集合である．よってある正に発散する部分
列 {tj} があって

(3.9) lim
j→∞

d

dt

∫
Ω

F (u(·, tj), v(·, tj)) dx = 0, t > 0.

すなわち任意の (u∗, v∗) ∈ ω(u0, v0)に対して |∇u∗(·, t)|2+ |∇v∗(·, t)|2 ≡ 0．特に (u∗, v∗) ∈
ω(u0, v0) は x に依存しない. オメガ極限集合 ω(u0, v0) の不変性から (u∗, v∗) が常微分
方程式の解軌道上にのっていることがわかる．一方， 常微分方程式 (3.5) の解軌道は
閉曲線の族または原点をなしており，それらはすべて F (U, V ) の等高線である．ゆえに
F (u∗(t), v∗(t)) = F∞/

∫
Ω
1 dx．また F (U, V ) が Uc の上で狭義凸関数であることから，極
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限軌道 Ô ⊂ Uc は F∞ の値から一意に決まる．言い換えれば極限閉軌道は部分列 {tj} の
取り方に依らないので

lim
t→∞

dC2((u(·, t), v(·, t)); Ô) = 0,

すなわち (3.1)-(3.2) の解は対応する常微分方程式の閉軌道か原点に収束する。　
次に後半の極限式を示す．放物型正則性評価と Ascori-Arzela の定理から ある部分列

{t′j} ⊂ {tj} があって

lim
j→∞

sup
t∈[−2l,2l]

∥(u(·, t+ t′j), v(·, t+ t′j))− (U(t), V (t))∥C2 = 0,

ここで (U(t), V (t)) ∈ Ô は (3.5) の解である．よって

lim sup
j→∞

∥(u(·, t+ t′j + l), v(·, t+ t′j + l))− (u(·, t+ t′j), v(·, t+ t′j)∥C2

≤ lim
j→∞

∥(u(·, t+ t′j + l), v(·, t+ t′j + l))− (U(t+ 2π), V (t+ l))∥C2

+ lim
j→∞

∥(u(·, t+ t′j), v(·, t+ t′j))− (U(t), V (t))∥C2 = 0

以上の議論より

lim
τ→∞

∥(u(·, t+ τ + l), v(·, t+ τ + l))− (u(·, t+ τ), v(·, t+ τ)∥C2 = 0.

最後に t = 0 を代入すればよい. □

3.2. 特異被食捕食モデル. 特異被食捕食型モデル (singular prey-predator model)

(3.10)


Bt = db∆B + rbB(1−B/K)− C, x ∈ Ω, t > 0,

Ct = dc∆C + rcC(1− C/B), x ∈ Ω, t > 0,

∂B/∂ν = ∂C/∂ν = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

B(·, 0) = B0 > 0, C(·, 0) = C0 ≥ 0, x ∈ Ω

を考える．ここで Ω ⊂ RN は境界が滑らかな有界領域であり，db, dc, rb, rc, K は正定数，
ν は ∂Ω の外向きベクトルである. ここで， B は孤島における鳥の密度C は野生猫の密
度が対応する. この問題 (3.10) は Holling-Tanner の捕食・被食モデルの特殊な場合であ
り，有限時間での絶滅現象を記述する方程式である．(3.10) に対応する常微分方程式系

(3.11) Bt = rb(1−B/K)B − C, Ct = rc(1− C/B)C

の解の挙動は完全に分類されている. 新しい変数 P := C/B を導入して，この問題を

(3.12) Bt = [rb(1−B/K)− P ]B, Pt = [rc − rb + rbB/K − (rc − 1)P ]P

に対する P の爆発問題と考え直すと以下が得られる:

(A) rc > 1 かつ rb > 1 のとき (3.11) はただ一つの正値平衡点 (B∗, C∗) := (K(1 −
1/rb), K(1− 1/rb)) をもち,大域的に漸近安定である.

(B) rc > 1 で rb < 1 のときは (3.12) の平衡点 (0, P ∗∗) は大域的に漸近安定である．た
だし P ∗∗ := (rc− rb)/(rc− 1) とする. もとのシステム (3.11) の言葉で解釈しなお
すと任意の初期値に対して解が t→ ∞ のとき (0, 0) に収束する．

(C) rc < 1 のときは有限時間内で鳥が狩りつくされる現象が見出される．
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反応拡散方程式 (3.10) に対して関数 P = C/B を考えると (B(x, t), P (x, t)) は次の非線
形偏微分方程式を満たす．

Bt = db∆B + rb(1−B/K)B − PB,

Pt = dc∆P + (dc − db)
P

B
∆B + 2

dc
B
∇B · ∇P +

[
rc − rb +

rb
K
B − (rc − 1)P

]
P.

なお未知関数 P の境界条件も斉次ノイマン条件となる．反応拡散系 (3.10) において有限
時間での絶滅 (quenching)と時間大域解の存在が，拡散係数が等しい db = dc の場合は [8]，
シャドウシステム db = ∞ の場合は [6] により調べられている. ここで quenching とは，
ある有限の時間 T <∞ があって lim inft↑T−{minΩ̄B(·, t)} = 0 であることを意味する. 拡
散係数が異なる場合に関しては以下の結果が得られている．

定理 3.2 ([6]). rb, rc > 1, 2π2db + rb ≥ 2, db ≥ dc および N = 1，Ω = (0, 1) を仮定する.
(3.10) の任意の解は時間大域的に存在して t→ ∞ のとき B → B∗, C → C∗.

証明には以下のリャプノフ関数を用いる:

d

dt

{
db

∫ 1

0

(Bx

B

)2

+
db − dc
2rc

(Cx
C

)2

+
rb
K

(
B −B∗ −B∗ ln

B

B∗

)
+
(
P − P ∗ − P ∗ ln

P

P ∗

)
dx

}

≤ −
∫ 1

0

(2π2db + rb − 2)
(Bx

B

)2

+
π2(db − dc)dc

rc

(Cx
C

)2

+
r2b
K2

(B −B∗)2 + (rc − 1)(P − P ∗)2.

一方， rb + rc = 2, rb > 1 の場合は常微分方程式 (3.11) の解挙動も (3.10) の解の挙動
も未解明であった．Jong-Shenq Guo 氏と執筆者はダルブーの方法を用いてこれらの問題
を論文 [9] において解決した．

定理 3.3 ([9]). db = dc = d, rb + rc = 2, rb > 1 とする．このとき (3.10) の不変領域
U := {(B,C) | B,C ≥ 0, B/K + C/(BP ∗∗) ≤ 1}があって初期値が

I0 := {(B0(x), C0(x)) | x ∈ Ω} is a compact subset of U

を満たすとき，常微分方程式 (3.12) の軌道 Ô があって

lim
t→∞

distC2((B(·, t), C(·, t)); Ô) = 0.

すなわち Ô が一点 (B∗, C∗) のみでなければ，ある実数 l があって

lim
t→∞

∥(B(·, t+ l), C(·, t+ l))− (B(·, t), C(·, t))∥C2(Ω) = 0.

定理 3.3 の証明. まず常微分方程式の解の挙動を解析しよう．システム (3.12) は平衡点
(B∗, P ∗) で純虚数の固有値をもつ．変数変換:

(3.13) B −B∗ = −B∗X, P − P ∗ = (rb − 1)X + ωY

により

X ′ = ωY − ωXY,

Y ′ = −ωX + µ(rb − 1){ωY 2 − ωX2 + 2(rb − 1)XY }

に変換できる．ただし ω2 = (rb − 1)(2− rb)．この多項式ベクトル場に対する連立方程式
系に対する不変因子と余因子は

f1 = 1−X, g1 = −Y
17



および

f± = 1 + (rb − 1)X + (−ω−1(rb − 1)2 ± ω)Y,

g± = (rb − 1)Y − (−ω−1(rb − 1)2 ± ω)X.

ここで

λ1 = −1, λ± =
−1± (1− rb)

2(rb − 1)

とおくと線形関係 λ1g1+λ+g++λ−g− = 0を得るので第一積分Φ(X,Y ) := f−1
1 f

λ+
+ f

λ−
− が

構成できる. Φ(X,Y ) を (3.13) により (B,C) 座標に引き戻した関数Ψ(B,C) = Φ(X,Y )
は (3.11) の第一積分である．この第一積分は第一象限内で放物線で囲まれた領域 U で定
義されていて (B,C) に関して下に凸であることが示せる．また平衡点が退化してないの
で，ある関数 S(B,C) があってシステム (3.11) は以下の形にかける:

(3.14) Bt = d∆B + SΦC , Ct = d∆C − SΦB.

補題 3.1 より解は任意の t > 0 と x ∈ Ω に対して (B(x, t), C(x, t)) ∈ U を満たす．汎関
数の凸性と (3.14) から

d

dt

∫
Ω

Φ(B(x, t), C(x, t)) dx =

∫
ω

{ΦBBt + ΦCCt} dx

=d

∫
Ω

{ΦB(∆B + SΦc) + ΦC(∆C − SΦB)} dx

=− d

∫
Ω

{ΦBB|∇B|2 + 2ΦBC∇B · ∇C + ΦCC |∇C|2} dx ≤ 0.

また等号が成り立つのは |∇B(·, t)|2 + |∇C(·, t)|2 ≡ 0 がΩ 上で成り立つときのみである．
あとの議論は定理 3.1 の証明と同じである． □

4. 非線型中心問題への応用

平衡点が線形渦心点の場合や退化しているときはポアンカレ写像を用いて周囲の軌道が
閉じているか判定できる．ここでポアンカレ写像とは平衡点から引いた射線上の点を初期
値として解軌道を考えたとき再びその射線に交わる位置を対応させる写像のことである．
より詳しく平衡点が非線形渦心点なのか極限周期軌道が現れるかを知るにはポアンカレ
写像のテイラー展開の係数を見ればわかる．だが問題はその係数の計算を直接に行えるの
はよほど方程式が単純な場合のみなことである．そこでリャプノフが考えたのは平衡点周
りで第一積分ないしはリャプノフ関数を構成すれば良いというものである．もしそれがそ
のような汎関数があるならば平衡点が非線形の渦心点なのかあるいは漸近安定なのかな
どが簡単に判定できる．上記の問題は与えられた微分方程式の平衡点の様子を調べること
についての話だが,次のような分類問題 (Center Problem) も考えることができるだろう．

原点が非線形 (局所的な)渦心点になるような微分方程式をすべて特定せよ．

この問題を解く方針は基本的に次のようになっている ([15])．原点を中心にもつ非線形
項に関する候補を割り出すにはリャプノフによるべき級数を用いた第一積分の構成法を用
いる．この方法では係数を求める作業が無限に続くので有限回のステップでは微分方程式
の係数が満たす必要条件しか得ることができない．実際に非線形項の候補が実際に十分条
件を満たしていることをチェックするには第一積分を陽に書き下す．多項式ベクトル場の
場合そこで有効なのが, 既に紹介したダルブーの代数的可積分理論である．
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4.1. 渦心点をもつ 2 次非線形項の分類. ここでは 2 次の多項式ベクトル場に関する非線
形中心の分類問題を解説しよう．さまざまな証明方法があるようだが本節の議論は [3] に
基づいている．
Lを直線とする．また qを L上の点とする．もしベクトル場 X(q) が L と平行ならば

q はベクトル場 X と直線 L は接するという．

補題 4.1. Xを 2 次のベクトル場, Lを直線とする．このとき以下二つのいずれかが満た
される．

(i) LはXの下で不変である．
(ii) Xは L上に,高々 2 つの接点を持つ (接点が X の零点である場合を含む )．

補題 4.1 の証明. X = P∂x +Q∂y ,L = {(x, y) : ax+ by + c = 0}とする．このときXの
接点 (x, y) と Lは連立方程式

aP (x, y) + bQ(x, y) = 0, ax+ by + c = 0

を満たす．この x, y に対する連立方程式の第一式が第二式で割り切れる場合はベクトル場
X が L 上で平行ベクトル場なので L はベクトル場 X の不変集合である．そうでない場
合，2 次曲線と直線は高々 2 つしか交点をもたない．すなわち接点もたかだか 2 つ． □
この補題を用いると次のことが示せる．

補題 4.2. Xを 2 次のベクトル場, C をX の閉軌道とする．このとき,以下が成り立つ．
(i) Cの内部は凸集合である
(ii) Cの内部には高々一つの X の零点が存在する．またポワンカレ指数 1 を持ち非
退化であり，複素共役固有値を持つ．

補題 4.2の証明. (i)を証明する．C を凸でないとすると，ある線分であってその端点は
C 内部にあって，線分が C の囲む領域からはみ出すものがある．このとき,この線分を
含む直線はベクトル場と少なくとも 3 つの接点を持つことが積分曲線の族を考えればわ
かる．このとき補題 4.1と矛盾する．

(ii)を証明する．Cが内部に 2 つ以上の平衡点を持つとする．補題 4.1 よりこれらの平
衡点を結ぶ直線上には他の平衡点は存在しない．座標軸を回転させて水平方向に 2 つの
平衡点があるとする．この 2 点を結ぶ直線を考えて平衡点を結ぶ線分とその外側の 2 つ
の半直線を考える．閉曲線と半直線との交点でベクトル場は垂直方向の成分をもつが，そ
の符号と平衡点の近くの半直線上でのベクトル場の垂直成分は同じ符号またはゼロでな
ければならない．なぜならもし符号が逆ならば半直線の閉軌道の内部の部分がベクトル場
と接することになるが，それは 2 つの平衡点を結ぶ直線の上に平衡点を込めて 3 つもベ
クトル場との接点が存在してしまい補題 4.1 に矛盾するからである．もし平衡点の近くの
半直線上でのベクトル場の垂直成分がゼロの場合も同様に矛盾を得る．さて 2 つの平衡
点を結ぶ線分上ではどうなっているだろうか．この場合それらの平衡点を結ぶ直線をパラ
メーター t の一次関数で直線表示して Q(x, y) に代入すると t に関する 2 次以下の多項
式が得られる．前半の議論からこの 2 次数関数は２つの零点をもち，その外側で異符号
でなければならないが，これは放物線の形状を考えるとありえないことである．よって，
閉軌道の内部にはひとつしか平衡点は存在できない．以下では閉軌道 C の内部の平衡点
を原点 (0, 0) として議論を行う．
閉軌道 C 内部のただひとつの平衡点は退化してないことを示すため，閉軌道 C の内

部の平衡点 (0, 0) が退化していると仮定して矛盾を導く．一般にベクトル場の各成分は 2
次の斉次多項式のときに原点を通る不変直線が存在することがわかる．これを用いると
そのような不変直線は閉軌道 C と接することはできないので微分方程式の解の一意性と
矛盾する．さて 2 次の斉次多項式ベクトル場が原点を通る不変直線をもつことを示そう．

19



Q が 2 次の多項式の場合のみ考えればよい．y = 0 は不変直線なら証明は終わりなので，
y = 0 は不変直線でないとする．ついでに x = 0 も不変直線でないとする．y(t) = Ax(t)
を満たす定数 A と 解 (x(t), y(t))が存在することを示せばよい．そのような解を微分方
程式に代入すると多項式 P,Q の斉次性より

x2(t)P (1, A) = P (x(t), Ax(t)) = x′(t) = Ay′(t) = AQ(x(t), y(t))

= AQ(x(t), Ax(t)) = Ax2(t)Q(1, A)

x(t)は恒等的には 0ではないのでこれはAについての 3次方程式 AQ(1, A)−P (1, A) = 0
を得るが，この方程式は少なくともひとつの実数解をもつ．すなわち非退化平衡点を通る
不変直線が存在する．以上の議論から 2 次多項式ベクトル場に対して閉軌道 C の内部に
ある平衡点は線形化したときに非退化である．また閉軌道の中のただひとつある平衡点の
ベクトル場の指数が 1 であることはポワンカレの指数定理からしたがう．なぜならば平
面内のベクトル場の閉軌道の中の指数和が 1 だからである (たとえば [19] の定理 6.8.2)．
ジョルダン標準形の定理を使って線形化部分がどのように表されるかを確認してみよ

う．表現行列 A は以下 4つのパターンに場合分けされる．

A1 =

(
0 1
0 0

)
, A2 =

(
λ 0
1 λ

)
, A3 =

(
λ 0
0 µ

)
, A4 =

(
iω 0
0 −iω

)
.

線形化行列が A1 のとき微分方程式は以下のようになる．

dx

dt
= y +Bx2 + Cxy +Dy2,

dy

dt
= Ex2 + Fxy +Gy2

閉軌道上のx軸上の点に着目すると,その点 (x, 0)でのベクトル場は (dx
dt
, dy
dt
) = (Bx2, Ex2)

となるから閉軌道はない．E ̸= 0 のときは閉軌道が存在できないし，なぜならば閉軌道上
のベクトル場の向きと両立できないからである．一方，E = 0 のときは y = 0 の上にベ
クトル場との接点が原点も込めて 3 つ以上生じるので補題 4.1 に矛盾．あるいはE = 0
のときに x 軸が不変集合であることと微分方程式の解の一意性から閉軌道が x 軸をまた
げないからと考えても良い．いずれの場合も原点を内部に含む閉軌道は存在しない．
線形化行列が A2 のときの微分方程式は

dx

dt
= λx+Bx2 + Cxy +Dy2,

dy

dt
= x+ λy + Ex2 + Fxy +Gy2.

線形化行列が A3 のときベクトル場は以下のようになる．

dx

dt
= λx+Bx2 + Cxy +Dy2,

dy

dt
= µy + Ex2 + Fxy +Gy2.

いずれの線形化行列に対しても閉軌道上と y 軸上の点に着目すると点 (0, y) でのベクト
ル場の第一成分は dx

dt
= Dy2．あとは上の議論と同様に考えればよい．以上から線形化行

列は A4 しかありえないので補題のすべてが示された． □

線形化行列が A4 のとき常微分方程式を実係数で書き下すと以下のようになる．

(4.1)
dx

dt
= −y + gx2 + hxy + iy2,

dy

dt
= x+ jx2 + kxy + ly2.

もう少し変形してパラメーターを減らしていくことにする．
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命題 4.1. 2 次のベクトル場Xが渦心点を持つとき,線型変換や時間のスケーリングを行
うことで常微分方程式 (4.1) は次の形に変換することができる．

dx

dt
= −y − bx2 − Cxy − dy2,

dy

dt
= x+ ax2 + Axy − ay2.

命題 4.1 の証明. (4.1) において j + l = 0 であれば証明することはないので j + l ̸= 0 と
する．回転による座標変換

X = x cos θ − y sin θ, Y = x sin θ + y cos θ

を考える．Y のシステムに着目して両辺を tで微分して計算すると
dY

dt
=
dx

dt
sin θ +

dy

dt
cos θ = (−y + gx2 + hxy + iy2) sin θ + (x+ jx2 + kxy + ly2) cos θ.

右辺の x, y を X,Y で表しなおして計算すると以下の２項を得る:

X2の係数 = g cos2 θ sin θ − h sin2 θ cos θ + i sin3 θ + j cos3 θ − k sin θ cos2 θ + l sin2 θ cos θ,

Y 2の係数 = g sin3 θ + h sin2 θ cos θ + i cos2 θ sin θ + j sin2 θ cos θ + k cos2 θ sin θ + l cos2 θ.

それぞれの係数の和を取って

g sin θ + i sin θ + j cos θ + l cos θ = (g + i) sin θ + (j + l) cos θ = 0

が成り立つような θ が存在することは容易にわかる． □
以上から閉軌道が存在するには (4.2) が原点で渦心点を持つ場合であることがわかる．

そのような係数の条件は以下で与えられる．

定理 4.1. 常微分方程式

(4.2)


dx

dt
= −y − bx2 − Cxy − dy2,

dy

dt
= x+ ax2 + Axy − ay2.

が原点を渦心点に持つことは以下のいずれかを満たすことは同値:

(i) A− 2b = C + 2a = 0
(ii) C = a = 0
(iii) b+ d = 0
(iv) C + 2a = A+ 3b+ 5d = a2 + bd+ 2d2 = 0

定理 4.1 の証明. 必要条件に関しては証明方針のみ説明する．ポワンカレ・リャプノフの
方法により第一積分をベキ級数の形で形式的に求める．すなわち (1.1) が原点を渦心点に
持つとして,ベキ級数

Φ(x, y) = Φ2(x, y) + Φ3(x, y) + · · ·+ Φk(x, y) + · · ·
の形で保存量を探す．ただし Φk は以下のような次数 k の同次多項式である

Φk(x, y) =
∑
i+j=k

Vi,jx
iyj

これが保存量である条件は以下の等式で与えられる．

P (x, y)
∂Φ

∂x
+Q(x, y)

∂Φ

∂y
= η2r

2 + η4r
4 + · · ·+ η2ir

2i + · · · = 0.
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ただし r2 = x2 + y2．ここで r の偶数項しか現れない理由は [3] を見よ．η2k の値の最初
の数項を書き下すと

η4 = c4(2a+ C)(b+ d), η6 = c6a(A− 2b)(b+ d)(A+ 3b+ 5d),

η8 = c8a(A− 2b)(b+ d)2(a2 + bd+ 2d2).

ただし c4, c6, c8は 0でない実数である．システム (4.2)が原点で渦心点であるための必要
条件としてこれらの値がゼロであれば良い．ここから必要条件を得ることが出来る．実際
に原点で渦心点であることを証明するには (4.2) の原点は線形渦心点なので第一積分を持
つことを示せばよい．

(i) のとき (4.2) はハミルトニアンH =
1

2
(x2 + y2) +

a

3
x3 + bx2y − axy2 +

d

3
y3 をもつ

ハミルトン系
dx

dt
= −∂H

∂y
,
dy

dt
=
∂H

∂x
である．

(ii) のとき (4.2)は

dx

dt
= −y − bx2 − dy2,

dy

dt
= x+ Axy

と書ける．これは,変換 (x, y, t) → (−x, y,−t)において不変である．したがってタイムリ
バーシブルとなり,原点では渦心点となる．

(iii) (4.2) の証明と同様に議論により (4.2) が b + d = 0 を満たすという条件は原点に
ついての回転で保存されることが分かる．さらに a ̸= 0 のとき原点についての回転によ
り二つ目の式の x2 の係数 a′ = a cos3 θ+α cos2 θ sin θ+ β cos θ sin2 θ+ d sin3 θ を得る．ゆ
えに a′ = 0 を満たす θを発見することができる．したがって以下では a = 0と仮定する．
さらに C ̸= 0 を仮定して良い．なぜならば C = 0 ならば (ii) に帰着するからである．

(A) A ̸= 0 の場合を考える．

dx

dt
= −y − bx2 − Cxy + by2,

dy

dt
= x+ Axy

は代数的不変曲線 f1 = 1 + Ay = 0, f2 = (1− by)2 + C(1− by)x− b(A+ b)x2 = 0
とそれぞれに対応する余因子 g1 = Ax, g2 = −2bx − Cy を持つ．簡単な計算から
g1 + g2 = div(dx

dt
, dy
dt
) なので定理 1.2から f−1

1 f−1

2 が積分因子となる．したがって,
第一積分を求めることができるため, 原点は渦心点．

(B) A = 0 の場合 f1は代数的不変曲線ではないが, div(dx
dt
, dy
dt
) = g2 なので f−1

2 は積分
因子となり原点は渦心点．

最後に (iv) の場合を考える．もし d = 0なら (ii) に帰着できるので d ̸= 0のときを考
える．すなわち次の場合を考える:

dx

dt
= −y + a2 + 2d2

d
x2 + 2axy − dy2,

dy

dt
= x+ ax2 +

3a2 + d2

d
xy − ay2

このシステムは代数的不変曲線 f1 = (a2 + d2)((dy − ax)2 + 2dy) + d2 = 0 とそれに対応
する余因子 g1 = 2(a2 + d2)x/d を持つ．したがって 5

2
g1 = div(dx

dt
, dy
dt
) であるから定理 1.2

により f
− 5

2
1 は積分因子となり，原点は渦心点となる． □

注意 4.1. この節で分類した非線形項がどのような相図を描くかは [18] に詳しい．上の議
論では積分因子までしか求めていなかった方程式に関しての第一積分を書き下してさらに
細かく分類している．

これまで非線形の渦心点のことだけを考えてきていたが，ポワンカレ写像のテイラー
係数が最初にどこでゼロでなくなるかが分かれば，摂動に対して局所分岐する極限周期軌
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道の数がどれくらいなのかがわかる．さらにポアンカレ・リャプノフのベキ級数を求めて
いくとき，その汎関数時間微分に対するある番号の係数とポアンカレ写像のある係数は定
数倍を除いて一致することが知られている．「多項式ベクトル場に現れる極限周期軌道の
数をその多項式の次数によって評価せよ」とはヒルベルトの第１６問題の後半部分として
知られている．この問題の部分的なケースとして渦心点をもつ平面上の多項式ベクトル
場を多項式のシステムで摂動させてどれだけの極限周期軌道が分岐するかを解析するこ
とがある．これは局所ヒルベルトの１６問題と関連しており渦心点を持つ多項式ベクト
ル場に多項式摂動を加えたときに, 原点平衡点から分岐して現れる極限周期軌道の数の最
大値のことを平衡点のCyclicityといい, その値の評価は今日も大きな未解決問題である．
解析学の方面からだけでなく代数幾何 ([10]) や計算機代数 ([15]) の方面からも活発に研
究されている ．

4.2. リー括弧積. ベクトル場の座標変換とリー括弧積について説明する．基本的な方針は
[7] に沿っている．U, V を Rn の開集合とし, Φ : U → V を可微分同相写像とする．U の
座標を x = (x1, · · ·xn), V の座標を y = (y1, · · · yn)とする．U 上のベクトル場を

X =
n∑
i=1

X i(x)
∂

∂xi

と表し，V の座標系でこのベクトル場を書き下したものを φ∗X とする．すなわち

Φ∗X(x) =
n∑
i=1

( n∑
j=1

∂yi

∂xj
(x)Xj(x)

) ∂

∂yi

に x = Φ−1(y)を代入した以下のベクトル場のことである．

(Φ∗X)(y) =
n∑
i=1

( n∑
j=1

∂yi

∂xj
(Φ−1(y))Xj(Φ−1(y))

) ∂

∂yi
= (DΦ)(Φ−1(y))X(Φ−1(y))

ここで Φのヤコビ行列を

DΦ =


∂y1

∂x1
∂y1

∂x2
· · · ∂y1

∂xn
∂y2

∂x1
∂y2

∂x2
· · · ∂y2

∂xn
...

...
. . .

...
∂yn

∂x1
∂yn

∂x2
· · · ∂yn

∂xn


と書いた．変数変換の基本性質を述べる．

補題 4.3. Φ : U → V, ,Ψ : V → W を可微分同相写像,X,Yを U 上のベクトル場,f を U
上の関数とすると次が成立する．

(i) Φ∗(X+Y) = Φ∗(X) + Φ∗(Y)
(ii) Φ∗(fX)(y) = f(Φ−1(y))Φ∗(X)(y)
(iii) (ΨΦ)∗(X) = Ψ∗(Φ∗(X))

補題 4.3 の証明. (i) は (DΦ)Φ−1 が線形作用素であるから

Φ∗(X+Y)(y) = (DΦ)Φ−1(y)(X+Y)(Φ−1(y))

= (DΦ)Φ−1(y)X(Φ−1(y)) + (DΦ)Φ−1(y)(Y)(Φ−1(y)

= Φ∗(X)(Φ−1y) + Φ∗(Y)(Φ−1(y)).
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(ii)を証明する．

Φ∗(fX)(y) = (DΦ)Φ−1(y)(fX)(Φ−1(y)) = (DΦ)Φ−1(y)

(
f(Φ−1(y))X(Φ−1(y))

)
= f(Φ−1(y))(DΦ)Φ−1(y)X(Φ−1(y)) = f(Φ−1(y))Φ∗(X)(Φ−1(y)).

(iii)を証明する．合成写像のヤコビアンはヤコビアンの積になることを用いると

(ΨΦ)∗(X)(z) = D(Ψ ◦ Φ)(Ψ◦Φ)−1(z)X
(
(Ψ ◦ Φ)−1(z)

)
= (DΨ)Ψ−1(z)D(Φ)Ψ◦Φ−1(z)X

(
(Ψ ◦ Φ)−1(z)

)
= (DΨ)Ψ−1(z)

(
D(Φ)Φ−1(y)X

(
(Φ−1(y))

)
|y=Ψ−1(z)

= (DΨ)Ψ−1(z)

(
Φ∗X |y=Ψ−1(z)

)
= Ψ∗(Φ∗X)(z), ∀z ∈ W.

□
点 p ∈ Rn を通るベクトル場 X の積分曲線 c : R → Rn とは微分方程式

(4.3)
dc

dt
(t) = X(c(t)), c(0) = p

の解のことである．このとき φt を pを φt(p)に対応させるRnからRnの写像とする．す
なわち φt(p) = c(t) である．{φt}t∈R をベクトル場Xが生成する 1径数変換群という．

X(p) =
dφt(p)

dt

∣∣∣
t=0

と常部分方程式の解の一意性定理より {φt}t∈R と X は同一視できる．
ψsを ベクトル場 Y が生成する 1径数変換群とする．Y と X のリー括弧積 [Y,X] は

次式で定義されるベクトル場である．

[Y,X] = lim
ϵ→0

(ψ−ϵ)∗(X)−X

ϵ
= lim

ϵ→0

Dψ−ϵX(ψϵ(p))−X

ϵ

括弧積を計算してみよう．X =
∑
X i ∂

∂xi
Y =

∑
Y i ∂

∂xi
成分表示する．ψsの定義より

|ψϵ(p)− (p+ ϵY(p))| < Cϵ2

となるような数Cが存在する．したがって

[Y,X](p) = lim
ϵ→0

Dψ−ϵX(p+ ϵY(p))−X(p)

ϵ

となる．ここで

X(p+ ϵY(p)) = X(p) + ϵ
n∑
i=1

( n∑
j=1

∂X i

∂xj
(p)Y j(p)

) ∂

∂xi
+O(ϵ2)

ϵ→ 0のときDψ−ϵは単位行列に収束するので

(4.4) [Y,X](p) = lim
ϵ→0

Dψ−ϵX(p)−X(p)

ϵ
+

n∑
j=1

∂X

∂xj
(p)Y j(p)

となる．第一項を計算してみよう．ψsの定義より

lim
ϵ→0

ψs(p)− p

ϵ
= −Y(p)
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が成り立つ．この式の両辺を pのベクトル値関数と見なして偏微分すると

lim
ϵ→0

∂ψ−ϵ

∂xi
(p)− ∂

∂xi

ϵ
= −∂Y

∂xi
(p)

両辺にX i(p)を掛けて，iについて 1 から n まで足すと

−
n∑
i=1

X i∂Y

∂xi
(p) = lim

ϵ→0

n∑
i=1

∂ψ−ϵ

∂xi
(p)X i(p)−X i(p) ∂

∂xi

ϵ
= lim

ϵ→0

Dψ−ϵX(p)−X(p)

ϵ
.

したがって (4.4)より

[Y,X](p) =
∑
i

(∂X
∂xi

Y i(p)− ∂Y

∂xi
X i(p)

)
.

定理 4.2. ベクトル場Y,Xが生成する 1径数変換群をそれぞれ ψt, φtとすると,次の二つ
は同値である．

(i) [Y,X] = 0
(ii) φt(ψs(p)) = ψs(φt(p))が任意の p, t, sに対して成立する．

定理 4.2 の証明. (i) =⇒ (ii)の証明X(s, p) = Dψ−sX(ψs(p)) とおく．

dX(s, p)

ds

∣∣∣
s=s0

= lim
ϵ→0

Dψ−s0−ϵX(ψs0+ϵ(p))−Dφ−s0X(ψs0(p))

ϵ

= Dψ−s0 lim
ϵ→0

Dψ−ϵX(ψs0+ϵ(p))−X(ψs0(p))

ϵ

= Dψ−s0 lim
ϵ→0

(ψ−ϵ)∗X(ψs0(p))−X(ψs0(p))

ϵ
= Dψ−s0 [Y,X](ψs0(p)) = 0

よってX(s, p)は s で微分して 0 になるから s に依存しない．したがって

(Dψ−s)X(ψs(p)) = X(s, p) = X(0, p) = X(p), ∀s ∈ R
を得る．Dψ−s = (Dψs)

−1より

X(ψs(p)) = (Dψs)X(p), ∀s ∈ R, ∀p ∈ Rn.

p に φt(p) を代入すると

X(ψs(φt(p))) = (Dψs)X(φt(p)).

一方 c(t) = ψs(φt(p))とおくと合成関数の微分より

dc(t)

dt
=

d

dt
ψs(φt(p)) = (Dψs)(φt(p))

d

dt
φt(p)

= (Dψs)(φt(p))X(φt(p)) = X(ψs(φt(p))) = X(c(t)).

したがって c(t) はベクトル場 X の積分曲線である．c(0) = ψs(p) と常微分方程式の解の
一意性より ψs(φt(p)) = c(t) = φt(ψs(p)．

(ii) =⇒ (i)の証明．ψs(φt(p)) = φt(ψs(p)) の両辺を t で微分し, t = 0 を代入すると

Dψs(p)X(p) = Dψs(φt(p))
d

dt
φt(p)

∣∣∣
t=0

= X(ψs(p))

両辺にヤコビアンの逆行列 (Dψs)
−1 = Dψ−s をかけると

X(p) = Dψ−sX(ψs(p)) = (ψs)∗X(p) ∀s ∈ R
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したがって

[Y,X] = lim
ϵ→0

(ψ−ϵ)∗X−X

ϵ
= 0.

□
括弧積が φt ◦ ψs と ψs ◦ φt の非可換性を 2 次式のオーダーで測っていることを簡単に

説明する．以下では関数は実解析的として形式的に計算を進める．座標関数に対してずれ
を測れば十分だが一般の関数 f へのベクトル場の作用を考えるのが標準的である．ベク
トル場Xに関数 f を作用させると

(4.5) (Xf)(p) =
n∑
i=1

X i(p)
∂f

∂xi
(p)

を得る．また,関数 f(φt(p))を tで微分して (4.3) を用いると

d

dt
f(φt(p)) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(φt(p))

dφit(p)

dt
=

n∑
i=1

∂f

∂xi
(φt(p))X

i(φt(p)).

t = 0 を代入して，右辺に (4.5) を代入すると

(4.6)
d

dt
f(φt(p)) |t=0= (Xf)(p).

同様に
d

ds
f(ψs(p)) |s=0= (Yf)(p).

f(φt(p))の tについてのマクローリン展開に (4.6)を代入すると

(4.7) f(φt(p)) = f(p) + (Xf)(p)t+O(t2).

同様の計算から関数 g に対して

(4.8) g(ψs(p)) = g(p) + (Yg)(p)s+O(s2).

まず (4.7) の p に ψs(s) を代入すると

f(φt(ψs(p))) = f(ψs(p)) + (Xf)(ψs(p))t+O(t2)

次に (4.8) に g = Xf を代入することで

(Xf)(ψs(p)) = (Xf)(p) + (YXf)(p)s+O(s2).

したがって

f(φt(ψs(p))) = f(ψs(p)) + {(Xf)(p) + (YXf)(p)s}t+O(ts2) +O(t2)

= f(p) + (Yf)(p)s+ (Xf)(p)t+ (YXf)(p)st+O(ts2) +O(t2) +O(s2).

また同様に

f(ψs(φt(p))) = f(p) + (Xf)(p)t+ (Yf)(p)s+ (XYf)(p)st+O(st2) +O(s2) +O(t2).

これら二つの差を取ると

(4.9) f(φt(ψs(p)))− f(ψs(φt(p))) = −[X,Y]f(p)st+O(s2) +O(t2) + 3次以上の項.

この式に s = 0 を代入すると 0 = f(φt(p))− f(φt(p)) = t のマクローリン展開を得るが，
右辺は 2 次以上の項から始まる t のみのべき級数なので n ≥ 2 に対して (4.9) の tn の係
数は全て 0．(4.9) の右辺の sn の係数についても同様である．よって

f(φt(ψs(p)))− f(ψs(φt(p))) = −[X,Y]f(p)st+ 3次以上の項.
26



すなわちベクトル場の括弧積 [X,Y] = XY−YX はベクトル場の積分曲線に対して非可
換性を 2 次のテイラー展開で比較した係数に対応する．なお [2] では定理 4.2 をこの観点
とホモトピー空間の議論により証明している.
これを拡張した微分方程式の解軌道が対称性変換でそれ自身に写される条件が,括弧積

を用いてどのように記述されるか考えてみよう．

定理 4.3. ベクトル場Y,Xが生成する 1径数変換群をそれぞれψt, φsとすると,次の二つ
は同値である．

(i) [Y,X] = µX(µは適当な関数)
(ii) 任意の p, t, sに対してある δt,s があって φt+δt,s(ψs(p)) = ψs(φt(p))．

定理 4.3 の証明. (i) =⇒ (ii)の証明のみ行う．X(s, p) = Dψ−sX(ψs(p))に対して定理 4.2
の証明における最初の計算によると

dX(s, p)

ds
= Dψ−s[Y,X](ψs(p)) = Dψ−s(µX)(ψs(p)) = µ(ψs(p))X(s, p).

この常微分方程式の解は初期値X(0, p) = X(p)より

X(s, p) = exp
(∫ s

0

µ(ψσ(p))dσ
)
X(p).

両辺に (Dψ−s)
−1 = Dψsをかけて p に φt(p) を代入すると

X(ψs(φt(p))) = exp
(∫ s

0

µ(ψσ(φt(p)))dσ
)
DψsX(φt(p)).

したがって c(t) := ψs(φt(p))の満たす常微分方程式は

(4.10)

{
dc(t)
dt

= d
dt
ψs(φt(p)) = DψsX(φt(p)) = exp

(
−

∫ s
0
µ(ψσ(φt(p)))dσ

)
X(c(t)),

c(0) = ψs(p).

これより dc(t)
dt

∥ X(c(t) なので, c(t) = ψs(φt(p)) はベクトル場 X の積分曲線の上を異
なる速度で動く．tは固定されているので sに依存するある δt,sがあって φt+δt,s(ψs(p)) =
ψs(φt(p))．なお対称性に関わるこの基本定理は [12] にも別方針の証明が書いている． □
4.3. 閉軌道の周期. 定理 4.3 の意味を説明しよう．まずベクトル場の括弧積 [X,Y] =
XY −YX はベクトル場の積分曲線に対して非可換性を 2 次のテイラー展開で比較した
係数に対応する．したがって [X,Y] = µX の意味は非可換性のズレがちょうどベクトル
場 X の積分曲線の方向にぴったり合致しているということである．ゆえにY の 1 パラ
メーター変換群は X に付随する微分方程式の解を再びその微分方程式の解に写す．これ
は対称性変換の定義そのものである．特にX の積分曲線が渦心点の周りに分布している
とき，ベクトル場 Y によってX に対する閉軌道が閉軌道に写されることがわかる．さて
[X,Y] = 0 の意味は 2 次のズレがまったくないということなので，渦心点周りのすべて
の解が同じ周期でいっせいに平衡点の周りを一周することがわかる．
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より定量的な解析を行うため，引き続き括弧積積が [Y,X] = µXを満たすときを考え
よう．ベクトル場 V に付随する微分方程式が原点を渦心点にもつと仮定する．X に対応
する 1 パラメーター群を φt とおく．解軌道と原点を通る右半直線との交点の原点からの
距離を r とし，その点を通る解軌道を γとおく． γ を Y に付随する 1 パラメーター群
を ψs このとき γ の周期を T = Tr とおく．さて解 γ を対称性ベクトル場の 1 パラメー
ター群 ψs で動かして得られる曲線の周期を計算して γ からどれだけ変化するかを計算
すれば，周期が r の微小変化に対してどのように変化するかがわかる．このときの変動
する周期を Tr(s) と表せる．
このとき,定理 4.3の証明より (4.10)を満たす．これの両辺の逆数を取り両辺 γ上を弧

長パラメーター l で積分すると

Tr(s) =

∮
γ

dt =

∮
γ

exp
( ∫ s

0
µ(ψσ(φt(p)))dσ

)
∥X(c)∥

dl.

ここで rを固定して d
ds
T (r, 0)を計算すると

d

ds
Tr(s)

∣∣∣
s=0

= lim
s→0

1

s
(T (r, s)− T (r, 0)) =

1

s

exp
( ∫ s

0
µ(ψσ(φt(p)))dσ

)
− 1

∥X(c)∥
dl

を得る．分子に着目すると s ≈ 0 のとき

exp
(∫ s

0

µ(ψσ(φt(p)))dσ
)
≈ 1 +

∫ s

0

µ(ψσ(φt(p)))dσ.

したがって

d

ds
Tr(s)

∣∣∣
s=0

= lim
s→0

∮
γ

1
s

∫ s
0
µ(ψσ(φt(p)))dσ

∥X(c)∥
dl.

ψs は s→ 0 で id に収束するので

d

ds
Tr(s)

∣∣∣
s=0

= lim
s→0

∮
γ

µφt(p)

∥X(c)∥
dl =

∫ Tr(0)

0

µ(φt(p))dt.

よって r = 0 の近傍で常に

(4.11)

∫ Tr(0)

0

µ(φt(p))dt = 0

ならば原点周りのすべての周期軌道が同じ周期をもつ．特に µ = 0のとき等時性が成り
立つ．ここでは [7] の本につながる形でできるだけ初等的に証明を書いた．[4] は変分方
程式に基づくより短い証明がなされている．
この (4.11) を満たす２次多項式ベクトル場は分類されている．線形変換と時間スケー

リングにより以下の４つに分類される ([16, 17])．
dx

dt
= −y + xy,

dy

dt
= x− 1

2
x2 +

1

2
y2,


dx

dt
= −y + xy,

dy

dt
= x+ y2,


dx

dt
= −y + xy,

dy

dt
= x+

1

4
y2,


dx

dt
= −y + xy,

dy

dt
= x− 1

2
x2 + 2y2.

最初の方程式は複素変数で見ると綺麗になる．実際，z = x+iy とおくと z′ = iz+z2/2i
となる．これを変数分離して不定積分を計算すると

i log(z − 2)− i log z = t− C.
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原点の周りの十分小さな閉軌道 γ (半径 2の円周に含まれるもの) に沿って値の変化量を
計算すると複素対数関数の多価性から周期が 2π であることがわかる．あるいはつぎのよ
うに考えても良い ∫

γ

dz

iz + z2/2i
=

∫
γ

dt.

左辺で留数定理を使うと原点での被積分関数の留数が 1/i なので留数定理から周期 2π を
得る．後者の議論によって，S(z) を 2 次以上の多項式としたとき z′ = iz+S(z) は原点を
等時的な平衡点にもつことがわかる．2番目の微分方程式を極座標表示すると r′ = r2 sin θ
および θ′ = 1 を得る．すなわち偏角に注目すると時間周期 2π で同じ動径方向に解軌道
が戻ってくる．初期時刻の原点からの距離 r に対して時刻 2π での原点からの距離 Π(r)
を対応させるポアンカレ写像を計算するため

dr

dθ
= r2 sin θ

を変数分離で解くと ∫ Π(r)

r

dr

r2
= 0.

よって Π(r) = r であるから原点の周辺の解軌道はすべて閉軌道でそれらはすべて同じ周
期 2π をもつ．なおベクトル場を描くと下図のようになるので，閉軌道は原点の周りのみ
で離れたところでは軌道が発散している．このようにポワンカレ写像や対称性ベクトル場
の議論は局所的な話なので遠方でも軌道が閉じていることを保証しているわけではない．

3番目の方程式に関しては変数変換

u =
8y

y2 − 4x+ 8
, v =

2y2 − 8x

y2 − 4x+ 8

とおいて u, v に関する微分方程式を立てると普通の調和振動の方程式になってしまう．調
和振動の任意の解は一定の周期をもつ閉軌道なのでもとの方程式の原点の近傍も等時的
である．しかもその第一積分は

u2 + v2 = 4 + 64
1− x

(y2 − 4x+ 8)2

で与えられる．４番目の方程式もしかるべき変換で調和振動に変換できる．このような調
和振動子の方程式への変換の仕方については [16] を参照せよ．
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