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本稿では, レビ平坦超曲面を持つようなK3曲面の貼り合わせ構成に関する最新の結
果について, [6]の要約に, 進行中の上原崇人氏との共同研究の内容に関する予報を組み
合わせる形で述べる.

1. 概要
1.1. K3曲面の貼り合わせ構成

(非特異な) 複素曲面XがK3曲面であるとは, Xが単連結であり, かつ標準束KX :=

Λ2T ∗
Xが正則に自明な直線束であるときにいう. K3曲面の例としては, 例えば3次元射

影空間P3の滑らかな 4次曲面や, クンマー曲面 (アーベル曲面A = C2/Γを involution

で割ってできる商空間の16個の特異点を爆発したもの) などが古典的に知られていた.

ここでは, K3曲面Xを, 二つの開複素曲面M , M ′を正則に貼り合わせることで構成
する. M , M ′は射影平面 P2を適切な 9点で爆発したものの開複素部分多様体である.

より詳しく述べるなら, 次で述べる記号を使うことで, “MはS中適切に選んだCの近
傍の補集合である”と説明できる (M ′も同様):

例 1 滑らかな平面楕円曲線C0 ⊂ P2を固定する. C0から9点Z := {p1, p2, . . . , p9} ⊂ C0

をとる. S := BlZP2 → P2を射影平面のZでの爆発として, C := π−1
∗ C0をC0の強変換

とする. □

この例では, 法線束NC/Sは自然にOP2(3)|C0 ⊗OC0(−p1 − p2 − · · · − p9)と同型であ
る. 従って 9点配置Zを変えることで, 法線束は (CとC0との自然な同一視を介して)

Pic0(C0)のどの値をも取り得る. 本研究の動機は, Arnol’d, 上田, Brunellaらの研究の
流れをくむ, この例1に於けるCの近傍の研究にある [1] [2] [8]. 後述するArnol’dの定
理 (=定理 5) によれば, NC/SがPic0(C)中でディオファントス条件を満たす, 即ち

あるA,α > 0として, 各n ≥ 0に対して dist(IC , Nn
C/S) ≥ A · n−αなるもの

が存在する

ときについては, CのS中での近傍Wとして正則管状近傍であるようなもの, 即ち, 法
線束の全空間の中での零切断のある近傍と双正則なものの存在が分かる (ここで IY は
正則に自明な直線束, distはユークリッド距離としている). この定理を応用すること
で, 次を示す:

定理 1 ([6]) C, S を例 1のものとし, また C ′, S ′ を例 1と同様に (別の平面楕円曲線
及び 9点配置から構成した) ものとする. 以下の三条件を仮定する: CとC ′とは双正
則であり, それぞれの法線束NC/S 及びNC′/S′ はその同型を介して互いに双対であり
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(NC/S
∼= N−1

C′/S′), かつNC/Sは Pic0(C)の中でディオファントス条件を満たすとする.

このとき, MとM ′を, それぞれS及びS ′内での, C及びC ′のある正則管状近傍の補集
合として定めれば, M及びM ′はその境界近傍同士を正則に貼り合わせることができ,

結果としてできる複素曲面はK3曲面となる. □

尚, このようなArnol’dの定理を用いた貼り合わせ手法に基づくコンパクト複素多様
体の構成は, [7]に於けるS3 ×S3の複素構造に関する研究にも用いられているものであ
る. また,本講演に於けるK3曲面の構成は, [3, Example 5.1]に於けるK3曲面の“gluing

construction”の特別な場合とも見なせることに注意する. [3, Example 5.1]の “gluing

construction”では, M及びM ′の複素構造を変形させることで貼り合わせを実現してい
る. その一方で我々の手法では, M及びM ′の複素構造は変形させることなく正則な貼
り合わせを実現している. このことは, 構成したK3曲面にレビ平坦超曲面が存在する
こと等を保証する上で重要な事実であり (次小節参照), この意味で今回の構成の一つ
の特徴と言える.

1.2. 構成したK3曲面の性質と主結果

C,C ′の正則管状近傍の構造に着目すると, 構成からXの開部分複素多様体W ∗ ⊂ X

として, 以下のようなアニュラス束構造を持つものの存在が従う: C上の non-torsion

な (即ち任意の整数 n ̸= 0でF n := F⊗nが正則に自明な直線束ではない) 平坦直線束
F → C及び開区間 I := (a, b)が存在して, W ∗は {x ∈ F | a < |x|h < b}に双正則で
ある (a < b, hは F の平坦計量, 実際には F は法線束NC/S である). Ht ⊂ X を, こ
の同型を介して {x ∈ F | |x|h = t}に相当する超曲面とする (a < t < b) と, 各Htは
Xのレビ平坦超曲面となる. Htの各葉は, 平坦直線束F のモノドロミーに対応する表
現 π1(C, ∗) → U(1) := {t ∈ C | |t| = 1}が単射な場合にはCに, そうでない場合には
C∗ := C \ {0}に同型である (どちらの場合も適切なXの構成より実際に実現される).

これらHt各葉は, Htの中で稠密になっている点にも注意する. この意味で, 我々の方
法で構成されるK3曲面は, 豊富にレビ平坦超曲面を持つということが分かる.

さらに最近の研究により, 構成時のパラメータ (楕円曲線C0, C
′
0の選び方や9点配置

たちの選び方, C及びC ′の正則管状近傍の選び方やそれら境界近傍の同一視のし方に
関するパラメータ) を動かすことで, 少なくとも複素 19次元分の自由度を伴いつつK3

曲面の構成ができていることが分かった (§4.5参照). また一般のパラメータに於いて
構成されたK3曲面のピカール数は 0であるとも判明している. 以上の結果は, 例えば
以下のように纏められる:

定理 2 ([6]及び上原氏との進行中の共同研究に基づく) K3曲面X として以下のよう
なコンパクトな (Cω-級) レビ平坦超曲面の実一次元族 {Ht}t∈Iを持つものが存在する:

各 t ∈ IについてHtは実三次元トーラスと同相であり, また任意の葉はHt中で稠密で
ある (I ⊂ Rはある開区間). また, Htの各葉は, C又はC∗のどちらかに同型である. さ
らにこのようなXは, 以上の性質を保ちつつ複素 19次元の自由度をもって変形可能で
あり, 特に一般のパラメータ設定の下ではXのピカール数は 0である. 特にこのとき,

Xは射影的ではなく, かつクンマー曲面でもない. □

一般のパラメータ設定の下で構成されたK3曲面について, レビ平坦超曲面の一つの
葉について, それをCのはめ込み射像と見ることで, 特に以下も得る:



系 3 射影的でないK3曲面Xとして, クンマー曲面ではなく, かつ以下のような複素
平面からの正則写像 f : C → Xを持つものが存在する: fは単射正則はめ込みであり,

かつ像f(C)のユークリッド位相での閉包は実三次元トーラスと同相なXのコンパクト
レビ平坦超曲面である. 特に, 像 f(C)のユークリッド位相での閉包はXの真部分集合
だが, 一方でそのザリスキー位相での閉包はX全体と一致する. □

2. 複素部分多様体近傍の多変数函数論からの動機
本研究の動機は,例1に於けるCの近傍の多変数函数論的研究にある. より一般の設定と
して, Sを複素曲面, CをSに埋め込まれたコンパクト複素曲線として (C2) := degNC/S

が0なるものとする. このとき, 管状近傍定理からはS中Cの近傍として, NC/Sの中で
の零切断近傍とC∞-同相なもの (管状近傍) W が取れることが分かる. 一方でこのW

は, 一般にはNC/Sの中での零切断近傍と双正則に取れるとは限らない. そのため, W

の多変数函数論的性質, 特にW (又はW \C) 上にどのような正則関数及び多重劣調和
関数が存在しうるのかどうかが問題となる. 特に例 1でのC近傍は, 例えば次の定理 4

の観点などから, Sの大域的な複素/微分幾何学的性質に関連して興味深いといえる:

定理 4 ([2]) 例1で, 9点配置Zが十分に一般的であり, S \Cがコンパクト複素部分曲
線を持たない状況を考える. このとき, 以下は同値である:

(i) Sのケーラー計量として, そのリッチ曲率がいたるところ半正なるものが存在する.

(ii) Cは擬平坦基本近傍系を持つ. 即ち, Cのいくらでも小さい管状近傍Wとして, そ
の境界∂Wがレビ平坦なるものが存在する. □

今はNC/Sが位相的に自明な直線束であるため, 定理 4の (ii)が成立するための十分
条件として正則管状近傍の存在が挙げられることに注意する. Cが正則管状近傍を持
つための十分条件については, 次のArnol’dの定理がある:

定理 5 ([1]) Sを複素曲面, C ⊂ Sを正則に埋め込まれた楕円曲線とする. 法線束NC/S

が位相的に自明であり, かつPic0(C)の点としてディオファントス条件を満たすことを
仮定する. このとき, CはS中で正則管状近傍を持つ. □

定理5の証明は, 正則管状近傍の構成の手順をCの近傍の局所座標系の変換関数の線
形化と見做し, Siegelの線形化定理の証明に基づいてこれを実行するという手法で行わ
れている. そのため, この定理からは (少なくともSが一般の複素曲面であるという設
定の下では) ディオファントス条件は決して外せない仮定である ([8, §5.4]の例も参照).

一方でS, Cが例 1のものである場合については (Cが特異点を持つ場合については事
情が異なるものの [5], Cが滑らかな楕円曲線である設定で考える上では) Cが擬平坦基
本近傍系を持たないような9点配置も, 現時点では見つかっていない.

3. K3曲面の貼り合わせ構成
3.1. 構成

(C0, Z = {p1, p2, . . . , p9}, C, S)及び (C ′
0, Z

′ = {p′1, p′2, . . . , p′9}, C ′, S ′)を例 1のようなも
のであって, 定理 1の条件を満たすものとする. CとC ′との間の同型射を固定し, これ
をgと書くこととする: g : C ∼= C ′, NC/S = g∗N−1

C′/S′ . 定理5からは, C及びC ′それぞれ
の正則管状近傍W ⊂ S, W ′ ⊂ S ′の存在が分かる.



W の局所座標系 {(Wj, (zj, wj))}を, W を法線束の零切断近傍と見做したうえで, そ
れぞれ zjをCの座標の引き戻し, wjをファイバー座標とすることで定義する. W ′の
局所座標系 {(W ′

j , (z
′
j, w

′
j))}も同様にとる. NC/S及びNC′/S′がU(1)-平坦束であること

(U(1) := {t ∈ C | |t| = 1}, [8, §1]を参照) を用いれば, 適切にこれら局所座標系を選ぶ
ことで, その各Wjk := Wj ∩Wk及びW ′

jk := W ′
j ∩W ′

k上での変換が, ある定数Ajk ∈ C,
tjk ∈ U(1)を用いて {

zj = zk + Ajk

wj = tjk · wk

,

{
z′j = z′k + Ajk

w′
j = t−1

jk · w′
k

となるようにできる. 以下このような局所座標系を固定して用いる.

1より大なる定数R,R′を固定する. 関数Φ: W → Rを(zj, wj) 7→ |wj|で, Φ′ : W ′ → R
を (z′j, w

′
j) 7→ |w′

j|で定義する (上記座標変換からこれらのwell-definednessは簡単に確
かめられる). 必要に応じてwj, w

′
jたちのスケールを変えることで, Φ−1([0, R]) ⋐ W及

び (Φ′)−1([0, R′]) ⋐ W ′としてよい. 以下では改めて, Φ−1([0, R])をW , Φ−1([0, R′])を
W ′と記すこととする.

以上の記号を用いて, M ⊂ S及びM ′ ⊂ S ′を

M := S \ Φ−1

([
0,

1

R′

])
, M ′ := S ′ \ (Φ′)−1

([
0,

1

R

])
で定義する. このとき,W∩M = Φ−1((1/R′, R))であり,またW ′∩M ′ = (Φ′)−1((1/R,R′))

であるが, これらの間には, 各座標近傍で f(zj, wj) :=
(
g(zj),

1
wj

)
と定めることで, 双

正則写像 f : Φ−1((1/R′, R)) → (Φ′)−1((1/R,R′))が定義できる. 以下では f を介して
W ∩ M とW ′ ∩ M ′とを同一視し, これをW ∗と書くこととする. M とM ′とを, この
W ∗の同一視によって貼り合わせてできる複素曲面をXと記す: X := M ∪W ∗ M ′.

簡単な位相的考察により, Xは単連結かつコンパクトな複素曲面であることが分か
る. 従って, 次の命題6が示されれば, XがK3曲面であることが証明されたこととなる:

命題 6 ([6]) X上大域的かつnowhere vanishingな正則2形式 σ として, 各W ∗ ∩Wj上
では

σ|W ∗∩Wj
=

dzj ∧ dwj

wj

となるようなものが存在する. □

命題 6の σは, S上のCに沿ってのみ極を持つ有理 2形式 ηをMに制限したものと,

S ′上のC ′に沿ってのみ極を持つ有理2形式η′をM ′に制限したものとを, 適切な正規化
の下貼り合わせることで構成される (詳細は [6, Proposition 3.1]の証明を参照).

3.2. パラメータと自由度

ここでは, 前小節での構成に於ける自由度について述べる. まず, P2の楕円曲線C0, C
′
0

の選び方に自由度がある. これらは互いに同型になるように選ぶ必要があるため, ここ
まででは実質複素1次元分の自由度があることとなる. 次に, C0上のディオファントス
条件を満たす直線束Lを固定する (以下ではL ∼= NC/Sとなるように構成を進める). L

の選び方にはある程度の自由度があるものの, ディオファントス条件はPic0(C0)の中で



開条件ではないため, 正則な変形の次元という範疇ではパラメータの自由度は勘定でき
ない (一方で (C0, C

′
0, L)の三つ組み自体は複素1次元分の自由度を以て正則に変形でき

ることに注意). その次に, C0とC ′
0との双正則写像 (g : C ∼= C ′を誘導するもの) を固

定する. 平行移動を考えると, ここでも1次元分の自由度があることが分かる. 続いて,

8点配置 p1, p2, . . . , p8 ∈ C0, 及び p′1, p
′
2, . . . , p

′
8 ∈ C ′

0を選ぶ (それぞれ 8次元分ずつの自
由度がある). 残りの点 p9 ∈ C0及び p′9 ∈ C ′

0は, NC/S = g∗N−1
C′/S′

∼= Lという条件から
一意的に決まってしまうことに注意する. 最後に, {wj}と {w′

j}とのスケーリングに関
するパラメータ分として, 1次元分の自由度がある (これはRやR′などの決め方に影響
するパラメータである, 詳細は [6, §4.1.1]参照).

以上の考察からは, 前小節での構成にあたり, 計19次元分の自由度があることが分か
る. [6, §4]では, 少なくとも内 18次元分については, パラメータを動かすことによって
実際に出来上がったK3曲面の複素構造が変形していることが確かめられている. 一方
でこの結果は, 上原氏との共同研究により以下のように改良された: 上記 19次元分の
パラメータを正則に動かすことで, 出来上がったK3曲面の複素構造も独立な19次元の
方向に実際に変形する. この主張の証明については, 次節で述べる.

4. 構成したK3曲面のmarking

Xを前節の方法で構成したK3曲面とする. ここではH2(X,Z)の適切な生成元を代表
するような22個のXの2-cycleを定義し, それらそれぞれに沿ってのσの積分について
述べる (ここでσは命題6のもの). この積分を計算することは, 所謂周期写像について
調べていることに相当し, この意味で構成したXがmarked K3 moduliの中でどのよう
な場所に位置しているのか (又は, 前節で言及した 19個のパラメータそれぞれを動か
した際に, Xがmarked K3 moduliの中でどのように動くのか) の情報を得ることがで
きる.

4.1. 構成する22個の2-cycleの構成の概要

次小節以降で, Xの 22個の 2-cycle Aα,β, Aβ,γ , Aγ,α, Bα, Bβ, Bγ, C1,2, C2,3, . . . , C7,8及び
C6,7,8, そしてC ′

1,2, C
′
2,3, . . . , C

′
7,8及びC ′

6,7,8を定義し, これらに沿ってのσの積分値につ
いて述べる. これら2-cycleは,それらが代表するホモロジー類がH2(X,Z)の基底と見做
せるように構成する. さらにこれらを基底と見做すことで, 次の意味でH2(X,Z)はK3

格子と見做せるように構成を行う: H2(X,Z) = ⟨Aα,β, Bγ⟩ ⊕ ⟨Aβ,γ, Bα⟩ ⊕ ⟨Aγ,α, Bβ⟩ ⊕
⟨C•⟩ ⊕ ⟨C ′

•⟩, ⟨Aα,β, Bγ⟩ ∼= ⟨Aβ,γ , Bα⟩ ∼= ⟨Aγ,α, Bβ⟩ ∼= U , ⟨C•⟩ ∼= ⟨C ′
•⟩ ∼= E8(−1). こ

こで格子 U に関しては, (Aαβ.Aαβ) = 0, (Aαβ.Bγ) = 1, (Bγ.Bγ) = −2, (Aβγ .Aβγ) =

0, (Aβγ.Bα) = 1, (Bα.Bα) = −2, 及び (Aγα.Aγα) = 0, (Aγα.Bβ) = 1, (Bβ.Bβ) = −2が成
立するという意味で記述している. 以上の意味で, 以下で構成する 22個の 2-cycleの組
は, Xのmarkingと見做せる.

尚, ここで述べる構成は, 位相的には既に知られているものである (例えば [4, §3]を
参照). 我々の2-cycleたちの構成は, この位相的には知られている構成を, それらに沿っ
てのσの積分の計算が可能となるように, 複素構造を考慮に入れる形で詳細化したもの
と説明できる.

4.2. A•の定義とそれらに沿ってのσの積分

前節のW ∗はC上のアニュラス束の形をしており, 特にS1 × S1 × S1にホモトピック
である (NC/Sが位相的に自明な直線束であったことに注意). α, β 及び γをその基本群



を生成するようなCω級のループたちであって, 内α, βはCの基本群の生成元と見做せ
て, γは自然な射W ∗ → Cの一つのファイバーの基本群を生成するようなものとする.

2-cycle Aα,β, Aβ,γ , Aγ,αを, それぞれAα,β := α × β, Aβ,γ := β × γ, Aγ,α := γ × α で定
義する.

定義から, これらは全て, W ∗ ⊂ X 内の S1 × S1に同相な 2-cycleである. 一方で,

σ|W ∗ =
dzj∧dwj

wj
であった. そのため, σのこれらに沿っての積分は,実際に具体的な計算が

可能である. 計算結果は以下のようになる: 1
2π

√
−1

∫
Aα,β

σ = aβ−τ ·aα, 1
2π

√
−1

∫
Aβ,γ

σ = τ ,
1

2π
√
−1

∫
Aγ,α

σ = 1. ここで τ はC ∼= C/⟨1, τ⟩であり, かつ α, βがこの同型を介してそ
れぞれ区間 [0, 1], [0, τ ]に対応するような上半平面の元である. また, aα, aβ はぞれぞ
れ, U(1)-平坦束NC/Sの, α, βに沿ってのモノドロミーが, それぞれ exp(2π

√
−1 · aα),

exp(2π
√
−1 · aβ)と記述できるような実数である.

4.3. C•の定義とそれらに沿ってのσの積分

eνをpν ∈ Zに対応するSの例外曲線とする (ν = 1, 2, . . . , 9). hをP2のある直線の, 爆
発π : S → P2による逆像とする. また以下では, π|C : C ∼= C0によってpνに対応する点
を qν ∈ Cと記す. e′ν , h

′ ∈ S ′, q′ν ∈ C ′も同様に定義する.

まずC1,2の定義を述べる. そのためにC内で q1と q2とをつなぐ線分Γ1,2を固定する.

各 ε > 0に対し∆
(ε)
ν ⊂ eνを eν ∩ Φ−1([0, ε))で定義する. 一方でΦ−1(ε)の部分集合 T̂

(ε)
1,2

を, Γ1,2を (εに応じて適切な長さに)延長した線分 Γ̂1,2の, 自然な射Φ−1(ε) → Cによる
逆像として定義する. ここでΓ1,2の延長 Γ̂1,2は, T̂

(ε)
1,2 ∩ e1及び T̂

(ε)
1,2 ∩ e2が共にS1と同相

になるように行う. T̂
(ε)
1,2 \ (e1 ∪ e2)の3つの連結成分の内, 二つの円周 T̂

(ε)
1,2 ∩ e1, T̂

(ε)
1,2 ∩ e2

の両方を境界として持つものをT
(ε)
1,2 と書くこととして,

C
(ε)
1,2 := (e1 \∆(ε)

1 ) ∪ T
(ε)
1,2 ∪ (e2 \∆(ε)

2 )

と定める. 定義からC
(ε)
1,2はSの部分集合であり, Sの 2-cycleとして e1 − e2とホモロガ

スであると見做せ, またS2に同相であることが分かる. さらにここで εを 1/R′より大
なるように選んでおくことで, C

(ε)
1,2 ⊂ Mと見做せ, 従ってC

(ε)
1,2はXの2-cycleとも見做

すことができる. 以上を以てXの 2-cycle C1,2の定義とする (後述する理由から, この
定義は ε ∈ (1/R′, R)の選び方に依存しない).

次に, σのC1,2に沿っての積分の計算について述べる. 命題6の直後に述べたような,

S及びS ′上の有理 2形式 η及び η′を考える (つまり, σは η|Mと η′|M ′とをW ∗上で貼り
合わせたものである). σ|M = η|Mであるので, X上で積分

∫
C1,2

σを計算した値は, S上
で積分

∫
C

(ε)
1,2

ηを計算した値と同一である. そこで以下では, この計算を (X上でなく) S

上で考察する. η|S\Cは閉形式であり, また各正数 ε′ ∈ (0, R)に対して, 2-cycleとして
C

(ε)
1,2とC

(ε′)
1,2 とはホモロガスであるので, 結局∫
C1,2

σ = lim
ε↘0

∫
C

(ε)
1,2

η = lim
ε↘0

(∫
e1\∆(ε)

1

η +

∫
T

(ε)
1,2

η +

∫
e2\∆(ε)

2

η

)
= lim

ε↘0

∫
T

(ε)
1,2

η

を得る (ここで
∫
eν
η = 0なることを用いた). 最右辺の計算のために, まず各Wj上で積

分
∫
T̂

(ε)
1,2

ηを考える. Wjはあらかじめ, 自然な射W → CによるUj := Wj ∩ Cの逆像と

してよいことに気を付けると,∫
T̂

(ε)
1,2∩Wj

η =

∫
{(zj ,wj)|zj∈Γ̂1,2∩Uj ,|wj |=ε}

dwj ∧ dzj
wj

= 2π
√
−1

∫
Γ̂1,2∩Uj

dzj



である. εが十分小さいときには,∫
Γ1,2∩Uj

dzj =

∫
Γ̂1,2∩Uj

dzj +O(ε)

としてよいことに気を付ければ, 以上から

1

2π
√
−1

∫
C1,2

σ =

∫
Γ1,2

dz

を得る (ここで dzはC上の大域的な正則 1-formであって, 各Uj上では dz|Uj
= dzjな

るもの).

C ′
1,2及びν = 2, 3, . . . , 7に対してCν,ν+1, C

′
ν,ν+1も同様に定義を行う. 全く同様の考察

から,
1

2π
√
−1

∫
Cν,ν+1

σ =

∫
Γν,ν+1

dz,
1

2π
√
−1

∫
C′

ν,ν+1

σ =

∫
Γ′
ν,ν+1

dz′

となる (ここでΓν,ν+1は qνと qν+1をつなぐ線分, dz′やΓ′
ν,ν+1の定義はdzやΓν,ν+1の定

義に準じる).

C6,7,8は, 位相的にはMの中のS2に同相な 2-cycleとして, −h + e6 + e7 + e8にホモ
ロガスとなるように同様の定義を行う (つまり適切に選んだhからΦ−1([0, ε))を取り除
いた補集合, 及び e6 \Φ−1([0, ε)), e7 \Φ−1([0, ε)), e8 \Φ−1([0, ε))とを, Φ−1(ε)内の適切
な管で繋ぐことでC6,7,8は定義される). C ′

6,7,8の定義も同様である. 先ほどと全く同様
の方法により,

1

2π
√
−1

∫
C6,7,8

σ =

∫
Γ0,6+Γ0,7+Γ0,8

dz,
1

2π
√
−1

∫
C′

6,7,8

σ =

∫
Γ′
0,6+Γ′

0,7+Γ′
0,8

dz′

となる (ここでΓ0,νはCのある変曲点と qνとをつなぐ線分であり, Γ′
0,νの定義も同様で

ある).

4.4. B•の定義とそれらに沿ってのσの積分

ループα ⊂ W ∗をMの 1-cycleとみる. このとき, Mの単連結性から, ある位相的円盤
Dα ⊂ Mとして ∂Dα = αなるものの存在が分かる. 同様に, ある位相的円盤D′

α ⊂ M ′

として, ∂D′
α = αなるものの存在も分かる. これらDαとD′

αとをαで貼り合わせるこ
とで, Xの2-cycle Bαを定義する. Bβの定義も同様である. これら二つの2-cycleに沿っ
てのσの具体的な積分値は, 現時点では計算ができていない.

Bγの定義も同様に行うが, 一方でγについては, M,M ′それぞれの中のγを境界に持
つ位相的円盤をより具体的に構成することができる. 実際, γはある点 z0 ∈ Cの, 自然
な射Φ−1(r) → Cによる逆像であるとしてよい (r ∈ (1/R′, R)). このとき, 前小節と同
様にして, e9 \Φ−1([0, r))とe′9 \ (Φ′)−1([0, 1/r))とを, 適切な管T

(r)
9 ⊂ W ∗によってつな

ぐことでXの2-cycleができる. ここでT
(r)
9 はCの二点p9とg−1(p′9)とをつなぐ直線Γ9

を決めることで対応して定まるものであり, Mの部分集合としてはΦ−1(r)の, またM ′

の部分集合としては (Φ′)−1(1/r)の部分集合と見做せるようなものである. このように
定めた2-cycleを以てBγの定義とする. 前説と全く同様の方法により,

1

2π
√
−1

∫
Bγ

σ =

∫
Γ9

dz

を得る.



4.5. まとめ

ここまでで, BαとBβ以外の 20個の 2-cycleについては, そのそれぞれに沿っての σの
積分値が計算できた. まずAβ,γのに沿っての積分値は τであり, これはC0及びC ′

0の複
素構造に対応するパラメータである. 次に, C0, C

′
0を固定したとして, C•及びC ′

•に沿っ
ての積分値を考察する. データ(∫

C1,2

σ,

∫
C2,3

σ, . . . ,

∫
C7,8

σ,

∫
C6,7,8

σ,

∫
C′

1,2

σ,

∫
C′

2,3

σ, . . . ,

∫
C′

7,8

σ,

∫
C′

6,7,8

σ

)
∈ C16

は, p1, p2, . . . , p8 ∈ C0及び p′1, p
′
2, . . . , p

′
8 ∈ C ′

0の選び方のみから定まっている. 簡単な
線形代数的考察からは, 適切なmarkingの固定の下, 逆に上記C16の元を決定すれば,

p1, p2, . . . , p8 ∈ C0及びp′1, p
′
2, . . . , p

′
8 ∈ C ′

0の選び方が復元できることにも気を付ける.

以下ではC0及びC ′
0に加え, p1, p2, . . . , p8 ∈ C0及びp′1, p

′
2, . . . , p

′
8 ∈ C ′

0の選び方も決定
したものとして考察を続ける. このときには, NC/S

∼= OP2(3)|C0⊗OC0(−p1−p2−· · ·−p9)

を決定することと p9を決定することは同義である (ここでディオファントス条件に関
する仮定によりp9の選び方に制限が加わることに注意). この情報はAα,βに沿ってのσ

の積分値に反映される. p9の決定後は, 同型射 g : C → C ′を決めるごとに一意的に p′9
が定まる (ここで条件 “NC/S = g∗NC′/S′”を用いる). この情報はBγに沿ってのσの積
分値に対応していた.

以上のパラメータを固定すると, 前節の手法でK3曲面の構成を行う上で残されたパ
ラメータは, M及びM ′を定義するためにS, S ′から取り除く楕円曲線近傍の大きさと,

その貼り合わせの糊代の大きさに関するパラメータのみである. これは {wj}, {w′
j}の

スケーリングにより決定されているパラメータである. {wj}, {w′
j}のスケーリングを正

則に変えることを考えると, 構成されるK3曲面の複素構造は実際に変形していること
が分かる (実際にこれにより,

∫
Bα

σと
∫
Bβ

σの値のみが正則に変動し, その他の20個の
積分値は不変であることが簡単な考察から分かるため. [6, §4.1.1]も参照).

以上をまとめると, 表1のようになる. また, 以上の考察から, §3.2で述べた19個のパ
ラメータを動かすことで, 独立な 19次元分の自由度を以て, 構成されるK3曲面の複素
構造が変形していることが分かる. より具体的には, 次が分かる: σの各A•たちに沿っ
ての積分の計算結果によればH2(X,Z)の元 v := Aαβ + aα · Aβγ − aβ · Aγαにσは直交
しているが, 一方でXを構成する際のパラメータを適切に動かすことにより, 周期領域
中 “(•, v) = 0” で定義される超平面の中のある空でない領域について, その各点に対応
するK3曲面を貼り合わせ構成で実現できる ([6, Theorem 4.6, 6.4]も参照). ここで周
期領域は 20次元であったので, その超平面は 19次元であることに注意する. またここ
で, 予め aα, aβが一般的であるように選んでおいた後に, 対応して定まる領域内の一般
的な点を選ぶという手順を考えることにより, σ · Cの直交補空間が格子点を含まない
ようにできる. このときには, 対応するK3曲面のピカール数は0であり, 特に非射影的
であることが分かる.
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2-cycle 1
2π

√
−1

∫
σの値 対応するパラメータ

U Aβ,γ τ C0 (∼= C ′
0) の取り方

Bα 不明 {wj}, {w′
j}のスケーリング (R, R′と回転)
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j}のスケーリング (R, R′と回転)

C1,2

∫
Γ1,2

dz p1から見たp2の相対的位置

C2,3

∫
Γ2,3

dz p2から見たp3の相対的位置

E8(−1)
...

...
...

C7,8

∫
Γ7,8

dz p7から見たp8の相対的位置

C6,7,8

∫
Γ0,6+Γ0,7+Γ0,8
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C ′
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∫
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∫
Γ′
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...
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∫
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0,7+Γ′
0,8

dz′ C ′
0の点“p′6 + p′7 + p′8”の位置

U Aα,β aβ − τ · aα p9の取り方 (NC/Sの取り方)

Bγ

∫
Γ9
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