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双有理幾何学の一つの目標は，代数多様体の各双有理同値類から良い代表元を抽出して調べるこ

とである．極小モデル理論はその抽出を標準因子の比較によって実現させる理論であり，現在極小

モデルプログラム (MMP)の形で定式化されている ([14])．この報告では，MMP の発展に伴って

生じた特異点についての諸問題と，それに対する私の研究を概説する．基礎体は標数 0の代数的閉

体 kとする．

MMPとは，与えられた双有理同値類から標準因子に関して極小な多様体を出力するプログラム

である．特異点解消定理より各同値類には滑らかな多様体が含まれるので，それを X とする．も

ちろん X を部分多様体に沿って爆発させた多様体もまた同じ同値類に属するが，その操作は代表

元の抽出の観点からは本質的ではない．逆に X からそれと双有理な多様体 Y への良い収縮射があ

るときは，X よりも Y の方が代表元にふさわしいことになる．MMPの考えは，X の標準因子 KX

との交点数が負となる曲線群を収縮して Yが得られるとき，X を Yに置換することを続けて行き，

この操作について極小な多様体を出力したい，ということである．よって最終的に得られる多様体

X′ は，極小モデル，すなわち KX′ が数値的に非負となる多様体となるか，或いは X′ が KX′ と負の

交点数を持つ曲線群で覆われる場合は，森ファイバー空間と呼ばれる構造を持つ．

ここで問題となるのは，多様体の次元が 3以上のとき，Xからの収縮で得られたYは滑らかとは

限らないことである．そこで先ず，ある程度の特異点を許す必要が生じる．さらに致命的なのは，

X からYへの射が余次元 1で同型となる場合で，このときYの標準因子 KY は決して Q-Cartier因

子とはならないので，曲線との交点数が定義されない．この障害を回復させる操作がフリップで

ある．射 X →Y に対するフリップとは，やはり余次元 1で同型な射 X+ →Y で，−KX が Y 上豊

富なのと対称的に，KX+ が Y 上豊富となる射である．こうして X を X+ に置換することで MMP

の操作が続けられる．従って，フリップの存在，及びフリップの無限列が存在しないことが成立す

れば，高次元MMPが機能するのである．

高次元 MMPの研究とともに，多様体のみを考えるよりも代数多様体 X と因子 ∆の組 (X,∆)へ

と対象を拡げるのが望ましいことが，判然となった．正確には，X は正規な代数多様体，∆は X 上

の有効な R-因子すなわちWeil因子の実線型結合であって，標準因子 KX の代わりに対数的標準因

子 KX＋∆との交点数を考える．交点数の定義のため，KX＋∆は R-Cartierな R-因子であると仮定

しなければならない．このような ∆を X 上の境界因子と言う．一連の拡張操作は対数化と呼ばれ，

拡張された MMPは対数的極小モデルプログラム (LMMP) と呼ばれる．

3次元では，森の 3次元フリップの存在定理 [16]により MMPが完成し，その後主に Shokurov

の努力によって 3次元 LMMP が完成した ([20])．以来 Shokurovはフリップの問題の次元に関す

る帰納的な証明の枠組を構築してきた．それに基づき HaconとMcKernanは，低次元 LMMP の仮



定下でフリップの存在を証明し ([9])，さらに Birkar，Casciniと併せて，境界因子が一般型のとき

の実用的な LMMP を完成した (BCHM, [4])．特に一般次元でフリップの存在が証明され，フリッ

プの列の終止が目下の高次元極小モデル理論の最重要な課題となった．

LMMP をフリップの終止性の観点から振り返ろう．LMMP の過程は対数的標準因子を小さく

する手続きであるが，これは次に定義する対数的食違い係数を減少させることに他ならない．組

(X,∆)と，その特異点解消 f : X̄ →Xを考える．このとき X̄上のR-因子 ∆̄で，KX̄ + ∆̄ = f ∗(KX +∆)

及び f∗∆̄ = ∆を満たす ∆̄が一意に定まる．X̄ 上の素因子 E，一般には Eの定める附値に対し，“対

数的食違い係数” aE(X,∆)を，Eの −∆̄における係数に 1を足したものとして定義する．組 (X,∆)

からフリップ (X+,∆+)が作られるとき，不等式 aE(X,∆) ≤ aE(X+,∆+)がすべての E について成

立し，しかも非同型な場所上では真に不等号が成立する．従ってフリップの列に付随して対数的食

違い係数の上昇列が定まるので，逆に対数的食違い係数の性質を調べることにフリップの終止問題

への手掛りが求められる．実際，フリップの終止の最初の結果である，3次元端末フリップの終止

性 [18]は，対数的食違い係数が 2未満の附値の個数がフリップにより減少することから得られる．

対数的食違い係数からの視点はその極小値を導入することで明瞭になる．X の閉点 xに対し，組

(X,∆)の x上の “極小対数的食違い係数” mldx(X,∆)とは，X において点 xに収縮する因子 Eの対

数的食違い係数 aE(X,∆)すべての極小値である．この値は点 xにおける形式的スキームから定ま

る局所不変量で，非負数または −∞となる．Shokurovは，フリップの終止という大域的な問題を，

極小対数的食違い係数についての次の二予想に還元した ([22])．

(LSC,下半連続性 [2]) X 上の閉点 xに対して極小対数的食違い係数 mldx(X,∆)を対応させる関数

は，下半連続である．

(ACC,昇鎖律 [19], [21]) 自然数 nと正実数から成る有限集合 {di}を固定する．このとき，n次元

多様体 x∈ X と素因子分解 ∆ = ∑i di∆i を有する境界因子 ∆のなす組 (X,∆)から定まる極小対数的

食違い係数 mldx(X,∆)をすべて考えて得られる集合は，昇鎖律を満たす．

これらも残念ながら非常に難しい予想ではあるが，両者とももう少し取掛り易い次の予想を導くこ

とが簡単に分かる．

(BDD,有界性) 自然数 nを固定するとき，n次元多様体 X 上の極小対数的食違い係数 mldx(X,∆)

は，上に有界である．

より詳細に，係数 mldx(X,∆)は次元 nで抑えられ，かつ nに達するのは X が xで滑らかなときに

限ることが，Shokurov予想 [19]として知られている．フリップの終止性も一種の有界性であるか

ら，極小対数的食違い係数の有界性問題は一つの指針であると期待される．なお，極小対数的食違

い係数について，これらの予想と深く関連するもう一つの予想があるので，ここに挙げる．

(PIA,精密逆同伴 [13]) 組 (X,S+B)を考える．ここで Sは Bには現れない正規な素因子である．

すると S上の境界因子 BSが，KS+BSが KX +S+Bの Sへの制限となるように自然に定まる．こ

のとき Sの点 xに対して mldx(X,S+B) = mldx(S,BS)が成立する．



上述の四予想について，既知のことをまとめておく．(LSC)，(ACC)は 2次元までしか知られて

いない．2次元の (LSC)は特異点の分類から直ちに従い，(ACC)は Alexeevによる特異点の数値

的性質の深い結果 [1] である．一方 (BDD)は 3次元まで知られているが ([15])，これは 3次元特異

点の明示的分類の結果であった．後で解説するが，最近 3次元 (BDD)の非常に簡潔な証明が得ら

れた．(PIA)は X,Sとも局所完全交叉のときが知られている ([6], [8])．これは (LSC)の X が局所

完全交叉の場合と併せて，Ein，Mustaţ̌a，安田のモチーフ積分による極小対数的食違い係数の記述

から得られる．また (PIA)の極小対数的食違い係数 1以下の大部分の場合は BCHMから従う．

極小対数的食違い係数の起源は極小モデル理論にあるが，この係数は特異点の程度を反映すると

いう意味で，純粋に特異点論の立場からも興味深い対象である．すなわち，特異性の程度が悪いほ

ど極小対数的食違い係数が小さくなることが，経験的に知られている．特に曲面の場合はその対応

が明白である．x∈ Sを正規な曲面とする．曲面上ではWeil因子との交点数が定義されるので，S

の極小対数的食違い係数 mldx S= mldx(S,0)が定義される．このとき，Sが xで滑らかなのは係数

mldx Sが 2以上のとき，高々 Du Val特異点を持つのは係数が 1以上のとき，高々商特異点を持つ

のは係数が正のときである．

極小対数的食違い係数の研究が難しいのは，mldx(X,∆)を計算する因子，すなわち係数 aE(X,∆)

が極小値 mldx(X,∆)に達する因子 E の情報を得る有効な手段がないからである．目下，極小対数

的食違い係数を直接扱える手法は，以下に説明するモチーフ積分の手法 [7], [8], [11] しかない．簡

単のため x∈ X を d次元 Gorenstein有理特異点とするが，後述の通り応用上十分な設定である．

モチーフ積分による mldx X の記述には，自然準同型 Ωd
X ⊗OX(−KX) → OX の像JX が現れる．

説明は避けるが，

mldx X = −dim
∫

/x
LordJX dµX

である．X が局所完全交叉のときは，イデアル層JX は明示的計算の容易な Jacobianイデアル層

J ′
X に一致し，この事実を用いて局所完全交叉多様体の (LSC)及び (PIA) が示される．一般には

両者は次の形で関係付けられる．X の d次元局所完全交叉スキーム Yへの一般の埋込みを考える．

Bertiniの定理から，Y は X 及び別の代数多様体の和スキームである．CX/Y := H omOY(OX,OY)

を導手イデアル層として，Grothendieck双対より

J ′
Y|X = JY|X = CX/Y ·JX

となる．この等式を一般の Yすべてに亘って足合わせ，等式

J ′
X = ∑

Y
J ′

Y|X = ∑
Y

CX/Y ·JX

を得る．JX とJ ′
X との差 DX := ∑Y CX/Y は，X の局所完全交叉でない閉集合を定める．

極小対数的食違い係数を与えるモチーフ積分の意味は，DX を用いて説明できる．一般にスキー

ム Xのジェットスキーム JnXとは，Speck[t]/(tn+1)から Xへの射全体の成す空間である．JnXから

Xへの自然な射を πX
n で表す．このとき，十分大きい nと x上のファイバー (πX

n )−1(x)⊂ (πY
n )−1(x)



の一般の点 γnに対し，不等式

mldx X ≤ d− [dimγn(π
Y
n )−1(x)− (nd+ordγn DX)]

が成立する．特に角括弧内の値 dimγn(πY
n )−1(x)− (nd+ordγn DX)の非負性が導ければ，(BDD)が

最良の形で得られる．この非負性は，ファイバー次元の上半連続性 dimγn(πX
n )−1(x) ≥ nd，及び

JnX ⊂ JnYの差が CX/Y ⊂ DX に由来するところに，根拠を持つ．

極小対数的食違い係数の代わりに，ある意味それを重複度で割ったものに相当する，対数的標準

閾と呼ばれる不変量を考えると，扱いが易しくなる．組 (X,∆)が対数的標準特異点であるとは，す

べての対数的食違い係数 aE(X,∆)が非負であることで，そのような特異点は LMMP が機能する最

大の特異点の類を形成すると考えられている．対数的標準特異点 (X,∆) と X 上の R-Cartier有効

R-因子 Dに対し，Dの “対数的標準閾” lct(X,∆;D)とは，(X,∆+ tD)が対数的標準となる実数 t の

最大値である．対数的標準閾が扱い易いのは，lct(X,∆;D)が乗数イデアル層J (X,∆+ tD)が自明

となる t の上限として記述されるため，消滅定理と相性が良いからである．特に，lct(X,∆;D)を計

算する因子，すなわち係数 aE(X,∆ + lct(X,∆;D)D)が 0となる因子 E の幾何的情報が入る．例え

ば Birkarは，低次元 LMMP の仮定下で対数的標準因子が擬有効な場合のフリップの終止性を対数

的標準閾の昇鎖律に還元した ([3])．さらに局所完全交叉多様体上の対数的標準閾の昇鎖律は，イ

デアル列の生成極限の概念を用いて de Fernex，Ein，Mustaţ̌aにより示された ([5])．また正標数の

世界でも対数的標準閾に対応する F-純閾 [23]が考えられ，その有効性を支持している．

(PIA) の原型である逆同伴も，乗数イデアル層 (及びその亜種である随伴イデアル層) を用いて

示される．逆同伴とは (PIA)の設定で与えられる組 (X,S+B)と (S,BS)の特異点を比較する主張

であり，Shokurovがフリップの存在の帰納的枠組の中で提起した問題である．私は彼の手法を発

展させ，両組の対数的標準性の同値性，従って Sの点 x上の極小対数的食違い係数の非負性の同

値性を示した ([10])．証明では X 上の随伴イデアル層の列 {J X
i }及び S上の乗数イデアル層の列

{J S
i }を帰納的に構成する．このとき (X,S+B),(S,BS)の対数的標準性はJ X

i ,J S
i が i によらな

いことで特徴付けられ，両者の同値性は消滅定理の与える全射J X
i → J S

i から従う．

それでは，対数的標準閾の研究をどのようにして極小対数的食違い係数の研究に応用させればよ

いのか．私は，様々な Dの対数的標準閾 lct(X,∆;D)の性質からmldx(X,∆)自身の性質が抽出され

ると考える．もっとも mldx(X,∆)を計算する因子が lct(X,∆;D)を計算するとは限らないところが

障害である．さらに，lct(X,∆;D) = 0でありながらmldx(X,∆) > 0となる場合がしばしば困難かつ

本質的となる．例えば，極小対数的食違い係数が 1以下の場合の (PIA)のうち BCHMから導かれ

ていないのも，そのような状況のときである．これから説明するのは，Dとして一般の超平面切断

を考えたときの私の研究 [12]である．

フリップの終止性の指針となり得る有界性問題 (BDD)に話を戻すと，先ず BCHMと指数 1被

覆の手法から，境界因子 ∆ = 0かつ x∈ Xが Gorenstein端末特異点の場合に簡単に帰着される．こ

こで端末特異点とは，すべての例外因子 E の対数的食違い係数 aE(X) = aE(X,0)が 1より大きい



特異点のことで，高次元 MMP が機能する最小の特異点の類を形成する．従って以下では d次元

Gorenstein端末特異点 x∈ X を考える．特に X は Cohen–Macaulayである．

極小対数的食違い係数の有界性は，馴染みのある埋込次元，重複度の有界性から導かれる．

定理 (1)各 eに対して或る m(e)が存在し，埋込次元 e以下の任意の Gorenstein有理特異点 x∈ X

の重複度 multx X はm(e)以下となる．

(2) d次元 Gorenstein特異点 x∈ X に対して mldx X ≤ d ·multx X が成立する．

ここで強く注意したいのは，Gorenstein有理特異点或いは端末特異点のような広範な特異点の類

では，埋込次元，重複度の有界性自体は決して見込めないことである．例えば 3次元 Gorenstein

商特異点 1
r (1,1,−2)の埋込次元は r 以上である．そうではなくて，極小対数的食違い係数がとて

つもなく大きい場合，係数が特異点の程度を反映する原則から，そのような特異点は限られるはず

で，特に埋込次元，重複度の有界性が帰結できるはずである．ところがそのときは定理から極小

対数的食違い係数の有界性が得られるので，結果として (BDD)が期待されるでのある．実際，モ

チーフ積分による係数の記述を思い出すと，mldx X が大きいときはジェットスキーム JnX が小さ

いはずで，特に全接空間 J1X よって埋込次元も小さいはずである．

証明は消滅定理の応用である．手法は同様なので (1)を示そう．d 次元 Gorenstein有理特異点

x∈ Xの特異点解消 f : X̄ → Xを，xの極大イデアル層mxの引戻しmxOX̄ が主イデアル層 OX̄(−E)

となるように選ぶ．すなわち，xを通る Xの一般の超平面切断 H の厳密変換 H̄ は相対的に自由で，

f ∗H = H̄ +E である．X は Cohen–Macaulayなので，重複度 multx X は交点数 (E · H̄d−1) に等し

い．相対的標準因子を K := KX̄/X = KX̄ − f ∗KX で表す．完全列

0→ OX̄(K− (l +1)E) → OX̄(K− lE) → OE(K− lE|E) → 0

及び l の d−1次多項式 P(l) := χ(OE(K− lE|E))を考えると，消滅定理から l ≥ 0のとき

P(l) = dim f∗OX̄(K− lE)/ f∗OX̄(K− (l +1)E)

となる．X は有理的，すなわち K は有効なので，順像 f∗OX̄(K− lE)は f∗OX̄(−lE)を，従って ml
x

を含む．よって f∗OX̄(K − lE)/ f∗OX̄(K − (l +1)E)は OX/ml+1
x の部分商層であり，その次元は X

の埋込次元を e= dimmx/m2
x として

(e+l
e

)
で抑えられる．ゆえに多項式 P(l)の可能性，特にその

最高次係数 multx X/(d−1)! の可能性は，有限である．

上の議論では Riemann–Rochの公式の最高次項に重複度すなわち H̄d−1 との交点数が現れるこ

とを用いたが，その次の項に K · H̄d−2 との交点数が現れることに着目すれば，K の情報がさらに

引出せる．特に 3次元では，既知の結果が非常に簡潔な議論から完全に復元される．

定理 x∈ X を 3次元 Gorenstein端末特異点とする．

(1) (Reid [17]) X の一般の超平面切断は xで高々 Du Val特異点を持つ．

(2) (Markushevich [15]) mldx X ≤ 3が成立する．



歴史的には，Laufer，Reidの楕円型 Gorenstein曲面特異点の詳細な研究を用いて (1)が得られ，

(1)による 3次元 Gorenstein端末特異点の明示的記述から (2)が得られた．我々はそのような分類

に頼らずに逆に (2)から証明する．なお 4次元でも部分的な結論が得られるが，満足な主張からは

程遠い．

証明では前定理と同じく特異点解消 f : X̄ → X を mxOX̄ = OX̄(−E)となるように選ぶ．X の一

般の超平面切断 Sは厳密変換 S̄として f ∗S= S̄+Eに引戻される．我々はさらに Sの一般の超平面

切断C，Cの一般の超平面切断 SpecO0を取り，0次元 Gorenstein局所環 O0を解析する．O0の極

大イデアルを m0 = mxO0と書く．

E及び K := KX̄/X の素因子分解を各々 E = ∑i miEi , K = ∑i a
′
iEi と表す．ここで a′i は食違い係数

aEi (X)−1で，Xの端末性より正整数である．Riemann–Rochの公式から交点数 (E · S̄2),(K · S̄2)が

計算されるが，それを O0の述語で記述しよう．Cを与える Xの二つの超平面切断の X̄上の厳密変

換の交わり C̄は，Cの特異点解消を与える．X̄ の例外因子 Aから定まる O0のイデアル O0(A)を，

O0(A) := ( f∗OC̄(A|C̄)∩OC) ·O0

として定義する．O0(A)は，Ei と C̄の交点に沿って Ei の −Aにおける係数以上の重複度を持つよ

うな，Cの正則関数全体で生成される O0のイデアルである．例えば O0(−E) = m0である．この

とき交点数 (E · S̄2),(K · S̄2)は次のように表される．

補題 (1) (E · S̄2) = dimO0/O0(K−3E)．

(2) (K · S̄2) = 2dimO0(K−2E)−2dimO0/O0(K−E)．

X は Cohen–Macaulayゆえ multx X = (E · S̄2) = dimO0 なので，(1)は O0(K −3E) = 0を意味

する．特に O0(K −2E) はソークル (0 : m0) に含まれるが，0次元 Gorenstein局所環 O0 の特徴

付け (0 : m0) ' kから dimO0(K −2E) ≤ 1となる．一方 (K · S̄2) は正なので，(2)より (K · S̄2) =

2, O0(K −E) = O0, O0(K −2E) ' kでなければならない．よって mldx X ≤ 1+(∑i a
′
iEi · H̄2) = 3

すなわち Markushevichの結果を得る．

さらに O0(K−E) = O0すなわち K|C̄ ≥ E|C̄より，multx X = (E · S̄2)≤ (K · S̄2) = 2である．Reid

の特徴付けは，xで特異点を持つ場合，重複度 2のときを考えればよい．このとき K|C̄ = E|C̄ すな
わち KS̄/S|C̄ = 0である．KS̄/Sを有効因子 P,N の差 P−N として表すとき，N = 0を示せばよい．

ここで N 6= 0とすると，曲面の標準的な議論から，C̄と交わらない第一種例外曲線を順次収縮させ

て，次の性質を満たす滑らかな曲面 T が構成される．すなわち，或る E0|S̄の厳密変換 E0,T は，N

に現れる或る E1|S̄及び C̄の厳密変換 E1,T ,CT 各々と交わる．よって a′0 = m0, a′1 < m1 で，この

とき E0,T は第一種例外曲線となる．0 < (E0,T ·CT)T = (E0,T · (−∑i miEi,T))T ≤ m0−m1と併せて

1≤ a′1 < m1 < m0 ≤ (∑i miEi · S̄2) = 2を得るが，これは矛盾である．

このような考察で十分なのは，考える特異点が一般の超平面切断を繰返して得られる曲面で特徴

付けられるときに限られる．この手法を推進させるには，Riemann–Rochの公式の低次の項に着目

することが先ず考えられる．しかし現実的なのは，正則関数の層の大域切断が消えないところから

構成される特殊な超平面切断を追及することであると思われる．
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